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SEMINAR NR. 3, REZOLVARI
EDCO, ATA

1.5. Ecuatii diferentiale liniare de ordinul intai si ecuatii reductibile la acestea:
ecuatii Bernoulli, ecuatii Riccati

1.5.1. Ecuatii diferentiale liniare de ordinul intai
Forma generala a unei ecuatii diferentiale liniare de ordinul intai :

@ () = a(t)z(t) +b(t)] san (1)
le—f =ar+b (1)

unde ¢ : ITCR —- R, b: T C R — R sunt doua functii continue.
Rezolvare: Pentrut € I, C I, variabila independentd din domeniul de definitie al solutiei, se cauta
x = z (t) functie necunoscutd, solutie pentru ecuatiile (1) sau (1’). Se schiteazd doud metode de
rezolvare a acestei ecuatii diferentiale.
Metoda variatiei constantelor (Lagrange) :
Etapa 1 : Se determind solutia generald a ecuatiei omogene atagate ecuatiei (1),

2 () =a(t)z ().
care este o ecuatie cu variabile separabile, gi se obtine

o (t;¢) = cel *D vt c T i c € R. (3)
Etapa 2 : Se determind o solutie particulard a ecuatiei neomogene (1), folosind metoda variatiei
constantelor, de forma

z, (t) = u(t) el “Od vt T, (4)
u : I — R este o functie derivabild care se determind impunand ca z, data de (4) sa verifice (1). Se
inlocuiegte expresia lui u in (4) si se obtine

, (t) = ( / b(t)e /S a(t>dtdt> e a®dt e, (5)

Etapa 3 : Solutia generald a ecuatiei neomogene (1) este data de

(2)

z(t;c) =, (t;¢) + 2, (t) ,VE€lsiceR. (6)
Inlocuind in formula anterioari relatiile (3) si (5) se obtine
z (t;¢) = e a®)dt <c+ /b(t) efa(t)dtdt) ,WVtelsgiceR. (6)

Ultima relatie reprezintd solutia generald a ecuatiilor (1) sau (1), sub forma explicitd. Domeniul
de definitie a solutiei este chiar I, = I.

Conventie : In calculul integralelor nedefinite ce apar in formulele (3), (5) si (6) se considers toate
constantele 0. In formulele (3) si (6) apare o singura constant ¢, deoarece formulele respective
sunt pentru solutii generale ale unor ecuatii diferentiale de ordin intai. In formula (4) nu apare nici
o constantd deoarece formula da o solutie particulard pentru ecuatia diferentiald (1).

Metoda factorului integrant : Ecuatia (1) este reductibild la o ecuatie cu diferentiald exacta,
folosind factorul integrant

p(t) = e Jadt i e, (7)
Se inmulteste ecuatia (1) cu p(t) pe I, se trec termenii ce contin z, 2’ in membrul stang si se
restrang ca si derivata unei functii (z (t) - 4 (¢))’, se integreazi ecuatia si se obtine formula (6). La
pasul in care se integreaza ecuatia se pune in evidenta constanta ¢ € R. Pentru formula (6) se
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utilizeazd Conventia. In calculul integralei nedefinite ce apare in formula (7) se cosiderd constanta
0, deoarece se utilizeaza un singur factor integrant.

Exercitiul 1. S& se determine solutiile generale ale urmatoarelor ecuatii diferentiale liniare
a) 2/ (t) = 2tx(t)+3,tc;b) ta’ (t) =x(t) +12,t €1 ;
d d
c) dit” (t) = = (t) ctgt + 2tsint,t € I; d) di; (t) =z () +sint,t €1 ;
Oe) (sin?z (t) +tetgz (1)) 2’ (t) = 1,t € I; OF) (2¢*® —¢) 2’ (1) = 1,t € L.
Rezolvare : a) A se vedea Curs.
b) Fie tz’ (t) = z (t) +t2,t € I. Se aduce ecuatia anterioars la forma normald
1
(*LNI) x (t) = E.f (t) +t,vVtelai t#0.
Pentru ¢t € I, C D, variabild independentd din domeniul de definitie al solutiei, se cautd x = x (t)
functie necunoscutd, solutie pentru ecuatia (xrn1). Se observd ci ecuatia (xrn1) este ecuatie
diferentiald liniara de ordin intai neomogend, cu
a:1—R,a(t) =1,
b:1—R,b(t) =t.
I este un interval ce nu contine ¢ = 0, adicd I C |—o00,0[ sau I C ]0, +o0].
OMetoda variatiei constantelor (Lagrange) :
Etapa 1 : Se determind solutia generald a ecuatiei omogene atasate ecuatiei (x1n1),

(xro1) 2'(t) = %x (t),t € I, care este o ecuatie cu variabile separabile.
eSe observa ca

x:1— R,z (t) =0, este solutie pentru ecuatia (xr01), numita solutie singulara.
eSe cautd si alte solutii decat cea singulard. (x101) =

7' (1) :%,Vte]lx ad. (t;«é0§iw(t)7é0)‘f(')dlt:>/:E,(t)dt:/idtz>

z (t) z (1)
In|z(t)] =Int|+Ink,Vtel, al (t#0six(t)#0)si kR =
|z (t)| =k|t|,Vtel, al (t#0six(t)#0)sikeR =
x(t)=ct,Vt €l al. (t#0six(t) #0)siceR".
Ultima relatie reprezintd solutia generald a ecuatiei (%) sub forma explicita, unde I, este domeniul
de definitie a solutiei.
e Atunci toate solutiile ecuatiei (¥101) sunt date explicit de
Zo (t;c) =ct,Vt €l giceR.

Etapa 2 : Se determind o solutie particulard a ecuatiei neomogene (xz 1), folosind metoda variatiei
constantelor, de forma,

xp(t) =u(t)t,Vt e L.
u : R — R este o functie derivabild care se determina impunand ca x, datd anterior sa verifice
(*LN1)7 adica
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u’(t)t+u(t):%u(t)t+t,Vt€H:> o () = LVl [()dt =

Ju (t)dt= [1dt = u(t)=t+0,Vt el
S-a ales constanta 0 deoarece se cauta o solutie particulara x,. Se inlocuieste expresia lui u in cea
a lui z, si se obtine

xp(t)=t-t,Vtel

X 1

Etapa 3 : Solutia generald a ecuatiei neomogene (1) este datd de

z(t;c) =z, (t;¢) + 2, (t) ,Vt € L i c € R, adica

z(t;e)=t(c+t),VtelsgiceR
Ultima relatie reprezintd solutia generald a ecuatiiei (xzn1), sub form& explicitd. Domeniul de
definitie a solutiilor este chiar I, pentru fiecare ¢ € R.

Metoda variatiei constantelor -redusa la formula : Aplicand direct formula (6) si conventia

se obtine
z(t) = el ¥ (C+/te_”dtdt) VtelsiceR=

x (t) = enlti+o (c + /teln”*odt) VtelgiceR=

t
x (t) = |t| (c—i—/mdt) ,WVtelsgiceR.
Atunci, epentru I C |0, 400, z (t;¢) =t(c+t+0),Vt € lsic e R,
epentru I C |—o00,0[,z (t;¢) = —t(c—t+0) =t (—c+1t),VtelsiceR.
Metoda factorului integrant : Se determina factorul integrant

1
—, vVt el
2]

In calculul integralei nedefinite ce apare in formula anterioarsi se cosidersi constanta 0, deoarece
se utilizeaza un singur factor integrant. Pentru V¢ € I C |0, +oo[ se inmulteste ecuatia (xzn1) cu

p(t) = e 7dt = e~ lltl+0 =

M(t):%?l 11
") =-z(t)- +t-,Vtel
P (0) g = o) +ig Ve

Se trec termenii ce contin x, ' in membrul sting=-
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x’(t)%jux(t) <—tlz> zl,VtG]I:>jt<a:(t)1> :1,Vt€1[’f(-)dt:>

:B(t)z =t+cViel=x(t;c)=t(t+c),VteclsiceR.
-1
Pentru V¢ € I C |—o00, 0] se inmulteste ecuatia (xry1) cu p (t) = - =
z(t;e)=t(t+c),VtelsiceR
Domeniul de definitie a solutiilor este chiar I, pentru fiecare ¢ € R.

¢) Fie (x1n1) % (t) =z (t)ctgt + 2tsint, ¢t € L.
Pentru ¢t € I, C D, variabild independentd din domeniul de definitie al solutiei, se cautd x = x (t)
functie necunoscutd, solutie pentru ecuatia (xrn1). Se observd ca ecuatia (xrn1) este ecuatie
diferentiald liniara de ordin intai neomogend, cu
a:I—R,a(t) =ctgt,

{ b:1—R,b(t) =2tsint.
I C R este un interval ce nu contine {im;l € Z}, adicd I C |—m,0[ sau I C ]0, 7] s.a.m.d.
OMetoda variatiei constantelor (Lagrange) :
Etapal : Se determind solutia generald a ecuatiei omogene atagate ecuatiei (1),

(xro1) ' (t) = x (t) ctgt,Vt € I, care este o ecuatie cu variabile separabile.
eSe observa ca

x:1— R,z (t) =0, este solutie pentru ecuatia (xr01), numita solutie singulara.
eSe cautd si alte solutii decat cea singulard. (x101) =

/ /

Z(tt)) —ctet,Vtel, al (t¢ {ImlcZ) siz(t) ﬂ)‘f@)dt:»/ifffdt:/ctgtdt;»
In|z(t)| =In|sint| +Ink,Vt € I, ad. (t ¢ {Im;l € Z},x(t)#0)sik R} =

|z (t)| = k|sint|,Vt € I, ad. (t ¢ {Ilmle€Z},x(t)#0)sikeR: =

x(t) =csint,Vt € I, ad. (t ¢ {lmleZ},x(t)#0)sice R
Ultima relatie reprezintd solutia generald a ecuatiei (%) sub forma explicitd, unde I, este domeniul
de definitie a solutiei.
e Atunci toate solutiile ecuatiei (¥101) sunt date explicit de

Zo (t;¢) = csint,Vt €l i c € R.

X 1

Etapa2 : Se determind o solutie particulard a ecuatiei neomogene (1), folosind metoda variatiei
constantelor, de forma z, (t) = u(t)sint, vVt € I,
u : I — R este o functie derivabila care se determina impunénd ca z, data anterior sa verifice
(*LN1)7 adica
u' (t)sint + u (t) cost = u(t)sintctgt + +2tsint, Ve €e [ = o' (¢) = 2¢,Vt € I] [ (-) dt =
u(t)=t*+0,vt € L.
S-a ales constanta 0 deoarece se cauta o solutie particulara x,. Se inlocuieste expresia lui u in cea
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a lui z; si se obtine
zp (t) = t?sint, vt € L.

X 1

Etapa3 : Solutia generald a ecuatiei neomogene (xry1) este datd de

x(t;c) =, (t;¢) + 2, (t) ,VEt €L i c € R, adica

z(t;c) = (sint) (c+¢?) ,Vt € IsiceR.
Ultima relatie reprezintd solutia generald a ecuatiiei (xrn1), sub forma explicitd. Domeniul de
definitie a solutiilor este chiar I, pentru fiecare ¢ € R.

Metoda variatiei constantelor -redusa la formula : Aplicand direct formula (6) si conventia
se obtine

x (t;c) = ef ctatdt <c+ /2t (sint) e‘fCtgtdtdt> WVtelsiceR=
z (t; ¢) = ellsintl+0 <c + /Qt (sint) e_lnSint+0dt) NtelsiceR=

x (t;c) = [sint| <C+ /225@(175) WVtelsiceR.
|sin ¢|

Fie I, interval ales astfel incat sint > 0,V¢ € 1. Atunci

z (t;c) = (sint) (c+t?),Vt € Lsic € R.
Fie I, interval ales astfel incat sint < 0,V¢ € 1. Atunci

z(tjc) = —sint (c—t*4+0),Vt €l sic € R=z(t;c) = (sint) (—c+¢?),Vt e Isic e R.
Metoda factorului integrant : Se determina factorul integrant

m (t) — ¢~ Jctgtdt _ —Infsint[+0 _ .1 Vtel

|sin ¢|

In calculul integralei nedefinite ce apare in formula anterioars se cosiderd constanta 0, deoarece se
utilizeazd un singur factor integrant. Fie I, interval ales astfel incit sint > 0,Vt € I. Atunci se

inmulteste ecuatia (xrn1) cu p(t) = ﬁ =

1 1
"(t) — = (t)ctgt— +2t,Vt € L.
x()sint @ (t) ctg sint+

Se trec termenii ce contin x, ' in membrul sting=

1 cost d 1
"(t) — + — =2t,Vtel= — — | =2t,Vtel . =
x (t)Si ; x(t)( . 2t> t,Vt € t(m(t)si t> t, Vi € ‘fodt
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1
p(t) s =t +eVielsiceR=u(tc) = (sint) (P +¢) Vi€ lsi c€R.

Fie I, interval ales astfel incit sint < 0,V¢ € I. Atunci se inmulteste ecuatia (xzn1) cu p (t) = =5 =

sint
z (t;c) = (sint) (t*+c¢),Vt €Lsic € R.
d) analog cu c).

Oe) Fie ecuatia
(sin®z (t) + tetgz (¢) 2/ () =1,t €1
Se aduce la forma normala

Lo 1
2 (t) = ST () T ictr (D) WVt €T ad. sin?x (¢) +tetga (¢) # 0.

Ecuatia anterioara nu este ecuatie diferentiala liniard de ordin intdi neomogend in necunoscuta
x =z (t). In anumite ipoteze de inversare locala si derivabilitate se poate cduta t =t (z) in loc de
x =z (t), stiind ca

1

Se considera

(xzn1)t (x) =t () ctgx +sin 2, Vo € E.
Pentru z € J; C D, variabild independenta din domeniul de definitie al solutiei, se cauta t = ¢ (x)
functie necunoscutd, solutie pentru ecuatia (xrn1). Se observd ca ecuatia (x1n1) este ecuatie
diferentiald liniard de ordin intai neomogend, cu

a:J— R a(x)=ctgz,

{ b:J —R,b(x) = sin?z.
J C R este un interval ce nu contine {Im;l € Z}, adica J C |—=,0[ sau J C |0, 7| s.a.m.d.
OMetoda variatiei constantelor (Lagrange) :
Etapal : Se determind solutia generald a ecuatiei omogene atagate ecuatiei (1),

(xr01) t' () =t(z)ctgx,x € J,
care este o ecuatie cu variabile separabile.
eSe observa ca

t:J—-Rt(x)=0,
este solutie pentru ecuatia (x701), numita solutie singulara.
eSe cauta si alte solutii decat cea singulara. (xpo1) =

L8 = ctgz, Vo € Ty ad (v ¢ {Iml €L} sit(x) £ 0)‘ [()de =

/t((x))dt /ctgxdm =

Inft(z)] =In|sinz| +Ink, Ve € J; al. (x ¢ {Im;lcZ}sit(x)#0)sikeR] =
t(x)] = kl|sinz|,Ve e Jal (¢ {lmleZ}sit(x)#0)sikeR =
t(x) =csinz,Vo € Jy al. (z ¢ {Ilm;l €Z}sit(x)#0)siceR"
Ultima relatie reprezinta solutia generald a ecuatiei (%) sub forma explicitd, unde J; este domeniul
de definitie a solutiei.
e Atunci toate solutiile ecuatiei (xr01) sunt date explicit de
to (z;¢) = csinz, Vo € J si c € R.
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Etapa2 : Se determind o solutie particulara a ecuatiei neomogene (*7,n1), folosind metoda variatiei
constantelor, de forma

tp () = u(x)sinz, Vo € J,
u : J — R este o functie derivabila care se determina impunand ca t, data anterior sa verifice
(xrn1), adicd
v (z)sine +u (z) cosz = u(z)sinzctgz + sin®z, Vo € J = o/ (z) =sinz,Vz € J| [ () dz =
u(zx) = —cosx + 0,Vz € J.
S-a ales constanta 0 deoarece se cauta o solutie particulara ¢,. Se inlocuieste expresia lui u in cea
a lui ¢, si se obtine
tp (x) = —cosxsinz, Vo € J.

x

et +—

Etapa3 : Solutia generald a ecuatiei neomogene (*1n1) este datd de
t(x;c) =to (z5¢) +tp (z) Ve e JsiceR.
adica
t(z;¢) = (sinz) (¢ —cosz),Vr € Jgi c € R.
Ultima relatie reprezintd solutia generald a ecuatiiei (xzn1), sub form& explicitd. Domeniul de
definitie a solutiilor este chiar J, pentru fiecare ¢ € R.

Metoda variatiei constantelor -redusa la formula : Aplicand direct formula (6) si conventia
se obtine

t(z;c) = ef ctozde <C+/ (sin? z) e_fCtgxdxdx> VrelJsiceR=
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t(z;c) = elnlsinel+0 <c + / (sin? z) e‘ln|smx|+0da:) NVrelsiceR=

t(z;c) = |sinz| <c—|— /Ssiinjfdt> NVrxelsiceR.
Fie J, interval ales astfel incat sinxz > 0. Vx € J. Atunci
t(z;¢) = (sinz) (¢ —cosz),Vr € Jgic € R.
Fie J, interval ales astfel incéit sinx < 0. Vo € J. Atunci
t(z;c) = —sinz(c+cosx+0),VreJsice R=
t(xz;¢) = (sinx) (—c—cosz),Vr € Jsic e R.
Metoda factorului integrant : Ecuatia (xz 1) este reductibild la o ecuatie cu diferentiald exact,
folosind factorul integrant
:U’(x) — ¢~ Jctgzde _ o—Inlsinz|+0 _ 1 Ve e J.

~ sinz]’

In calculul integralei nedefinite ce apare in formula anterioars se cosiderd constanta 0, deoarece se
utilizeaz& un singur factor integrant. Fie J, interval ales astfel incit sinz > 0. Vo € J. Atunci se
inmulteste ecuatia (xrn1) cu p(z) = =

' (z) = =t(z)ctgrs +sinv - Vo € J.
Se trec termenii ce contin ¢, ¢’ in membrul stang=-

t(z) 7= —t(2) 5% =sinz,Vz € J =

4 (t(z) =) =sinz, Ve € J| [ () dt =

t(z) ;= =—cosz+cVeeJsiceR=

t(z;c) = (sinz) (—cosz +c¢), Vo € JsiceR.
Fie J, interval ales astfel incdt sinz < 0. Vo € J. Atunci se inmulteste ecuatia (xzn1) cu p(x) =
i

t(x;¢) = (sinz) (—cosz +c¢),Vr € JsiceR.
Domeniul de definitie a solutiilor este chiar J, pentru fiecare ¢ € R.

Of) Fie ecuatia

(2¢*®) —t) 2’ (t) = 1,t €I
Se aduce la forma normala

o (t) = 5o, Ve € Tad 2”0 —t #£0.
Ecuatia anterioarad nu este ecuatie reductibild la unul din tipurile cunoscute in necunoscuta x = z ().
In anumite ipoteze de inversare locald si derivabilitate se poate ciuta t = ¢ () in loc de = = z (),
stiind c& t/ (x) = I%(t), Vx € E.

Se considera

(*LNl) ¥ ((IZ) = —t (.’L‘) + 2e*,Vx € E.
Pentru x € J; C D, variabild independentd din domeniul de definitie al solutiei, se cautd ¢ = ¢ (z)
functie necunoscuté, solutie pentru ecuatia (xrn1). Se observd cd ecuatia (xrn1) este ecuatie
diferentiald liniard de ordin intdi neomogena, cu

a:J—Ra(x)=-1,

{ b:J— R, b(x)=2e".

J C R este un interval, chiar J = R. In continuare se rezolvi ca la e).

O1.5.2. Ecuatii diferentiale Bernoulli
Forma generala a unei ecuatii diferentiale Bernoulli :

@ () =a () () +b(t)a® (b)) (8)
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dx
dt
unde @ € R\ {0,1}, a : TCR—-R, b: I C R — R sunt doud functii continue, neidentic nule si
neproportionale pe I.
Rezolvare: Pentrut € I, C I, variabila independentd din domeniul de definitie al solutiei, se cauta
x = z (t) functie necunoscutd, solutie pentru ecuatiile (8) sau (8). Se face schimbarea de functie
necunoscuta

y(t) = ol (1), (9)
pe un interval corespunzitor. Se inlocuieste = si 2’ obtinuti din (9) in (8) sau (8'), se obtine o
ecuatie diferentiald liniara in necunoscuta y (t), se rezolva si se revine la substitutie. Domeniul de
definitie a solutiei, I, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie cu un anumit
domeniu de definitie i o anumita lege de asociere).

= ax + bx® (8"

OExercitiul 2. S& se determine solutiile generale ale urm#toarelor ecuatii diferentiale Bernoulli

1 4
I T . r_ = .
a):c+t:1: —t%?,teﬂ,b)x tx—H'\/i’tEE’ . 2
¢ ¢
ta! (t D+t () et=0tel:d) D@m= 4 Y a7,
) ! (1) +2(0) + £ () =00 €15 0) T (0= T4 e
2t _ darctgt

d
e)d—j(t)+2x(t):etx2(t),t€]l;f)1:’— Ve,tel;

T =
L+ V1442
g) #'t3sinz = ta’ — 2x,t € I
Rezolvare : a) A se vedea Curs.

4
b) Fiex’z;m—kt\/:f,te]li

4
(x5) @' (t) = S (1) + tes (t),tel
Pentru ¢t € I, C D, variabild independenta din domeniul de definitie al solutiei, se cautd x = x (t)

functie necunoscuta, solutie pentru ecuatia (xp). Se observa cd ecuatia (xp) este ecuatie Bernoulli,
_ 1
cua=jsi

{ a:]I—>]R,a(t):%,
b:1—R,b(t)=t.
I este un interval ce nu contine ¢t = 0, adicd I C |—o0,0[ sau I C ]0, +oo[.
eSe observa cd x : I — R, z (t) = 0 este solutie singulard pentru (xp).
eSe cautd gi alte solutii decat cea singulara.
modul 1. Pentru a aduce ecuatia (xp) la o forma similara cu cea a uneia diferentiale liniare intr-o
necunoscutd y = y (t), se inmulteste (xp) cu x7 (t), Vt € I; ad. (t # 0six(t) £ 0) (pentru ca
termenul ce contine b (¢) sd nu mai contind si x (£)). Se obtine
27 (t)2 (1) = 22 (t) + 1, ¥t € I, ad. (t#£0six(t) 2 0).
Se face schimbarea de functie necunoscuta

y(t) =22 (t),Vt €L, 4 ()
y' (1) = %x? (t) 2’ (t),Vt € L.

Se inlocuieste x si ' gi se obtine o ecuatie diferentiald liniard in necunoscuta y (t),

4
2/ (1) = Ty () + eVt e L ad (£ 0si(t) 20) =

(xon1) ¥/ (1) = %y (t) + %,Vt €l al (t#0siz(t)20).
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modul 1’. O variantid de lucru este inlocuirea directd a substitutiei. Adicd se face schimbarea de
functie necunoscuta

{ y(t) =22 (t),Vt €I, ad (t£0,2(t) = 0) N

{ z(t)=y?(),Vtel, al (t#£0,z(t) = 0)
o' (t) =2y (t)y (t)
Se inlocuieste x si 2’ in (xp) si se obtine o ecuatie diferentiald liniard in necunoscuta y (t),

2y (t)y (t) = %yz )+t (y? (t))% Vel ad (t#£0,z(t) Z0)|:2y(t) =

2 t :
(xzn1) ¥ (t) = 7Y (t) + E’W €l ai (t#0sixz(t) 20).
In ambele variante se observd ci ecuatia (xrn1) este ecuatie diferentiald liniara de ordin intéi

neomogena, cu

a1:H—>R,a1(t):

9

N’_‘ TR | DO

b1 2H—>R,b1(t) ==
Ecuatia (*7,51) se poate rezolva prin una din cele doud metode descrise in Exercitiul 1:
Metoda variatiei constantelor detaliat-tema
Metoda variatiei constantelor redusd la formula (6) pentru ecuatia in necunoscuta y (¢) si Conventia.
Se obtine

L [ @
y(t;c):ef(%)dt c+/2e Yat NVtel,siceR=

t
y (t;¢) = e2lt+0 <c + /26_21n|t+0dt> NVtely,siceR=

y(tie) =12 (c+ 4t +0),Vtel, siceR.
Metoda factorului integrant : Ecuatia (xzn1) este reductibild la o ecuatie cu diferentiala exactd,
folosind factorul integrant

w(t) = e_f(%)dt = e~ 2Inftl+0 — t%,Vt el
In calculul integralei nedefinite ce apare in formula anterioars se cosiderd constanta 0, deoarece se

utilizeaza un singur factor integrant.

Pentru V¢ € I se inmulteste ecuatia (xpn1) cu u(t) = t% =
2 t .
y’(t)-t%:gy(t)-t%+§-t%,we]lx al (t#0siz(t)z20).

Se trec termenii ce contin y, ¥’ in membrul stang=
y () m+yt) 7F =g Vtel=>

Sy L) = ;t,wenx'f(-)dt;»

dt
y(t) % =3lt| +c,Vt € L=
(#x)y (t;e) =2 (3Int| +¢) ,Vt €L, siceR. O
Ultima relatie reprezinta solutia generald a ecuatiiei (1), sub forma explicitd. Se revine la
substitutie =
(#%) 22 (t) = 12 (c+ SIn|t]) ,Vt € I si c € R.
Ultima relatie reprezintd solutia generald a ecuatiiei (*p), sub forma implicita. Pentru I, C |0, +oo[
=
z(t;c) = (2 (c+ %lnt))2 Vtel,siceR
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Domeniul de definitie a solutiei, I,, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie
cu un anumit domeniu de definitie si o anumita lege de asociere) (I, se obtine impunéand ¢ > 0 si
¢+ 3Int > 0). Pentru I, C ]—o0,0],

z(t;c) = (* (c+ 3In (—t)))2 Vtel, siceR.
Domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie
cu un anumit domeniu de definitie si o anumitd lege de asociere) (I, se obtine impunand ¢ < 0 si
c+3ln(—t) >0).

c) Fieta' () +a(t) +t°23 (t) el =0,t € 1=
(xp) o' (t) = S (t) —tlelz® (1), t € L.
Pentru ¢t € I, C D, variabild independentd din domeniul de definitie al solutiei, se cautd x = x (t)
functie necunoscutd, solutie pentru ecuatia (xp). Se observa ca ecuatia (xp) este ecuatie Bernoulli,
cua=3sl
{ a:1—R,a(t) ==,
b:1—R,b(t) = —tted.
I este un interval ce nu contine ¢t = 0, adicd I C |—00,0[ sau I C ]0,4o00[. Pentru a aduce ecuatia
(xp) la o forma similard cu cea a uneia diferentiale liniare intr-o necunoscuta y = y (), se inmulteste
(xg) cu o3 (t), Vt € I, ad. (t # 0si x(t) # 0) (pentru ca termenul ce contine b (¢) si nu mai
contind si x (t)). Se obtine
z3 ()2’ (t) = Fa72(t) —tle!,Vt €I, ad. (t#0siz(t) #0).
Se face schimbarea de functie necunoscuta
{ y() = 2(t) Ve € L] & ()
y (t) = =273 (t) 2 (t),Vt € L.
Se inlocuieste x si 2’ gi se obtine o ecuatie diferentiald liniard in necunoscuta y (t),
Sy () = Fy @) —tlel, vt el ad (t#£0siz(t) #0) =
(+on1) ¥ (t) = 2y (t) + 2t Vt € I, ad. (t#0siz(t)#0).
Se observa ca ecuatia (xzn1) este ecuatie diferentiald liniard de ordin intai neomogena, cu
{ a1 :I—=Rya(t) =2,
by : T — R, by (t) = 2tel.
Ecuatia (xpn1) se poate rezolva prin una din cele doud metode descrise in Exercitiul 1 (Metoda
variatiei constantelor sau Metoda factorului integrant ). La acest exercitiu se va utiliza direct
formula (6) pentru ecuatia in necunoscuta y (t) si Conventia. Se obtine :

y(t;c) = ef (2)dt (c + /2t4etef(§)dtdt> NVtel,siceR=
y (t;¢) = e2lt+0 <c + /2t4et6_21n|t+0dt> NVtel,siceR=

y(t;c) =12 <C+/2t2€tdt> NVtel,siceR=
y (t;c) =% (c+ 2t%e" — 4te’ + 4e! +0) ,Vt € I, si c € R.
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y =2 = 22 (0 + 2y2%e® — 4xe” + 469”)
Ultima relatie reprezinta solutia generald a ecuatiiei (1), sub forma explicitd. Se revine la
substitutie =

() 272 (t) = 12 (c + 2t%e" — dte’ + 4e' +0) ,Vt € I si c € R.
Ultima relatie reprezinta solutia generald a ecuatiiei (xp), sub forma implicitd. Atunci

z(t;c) = \/t2 (¢ + 2t2¢t — dtet +4et) LVt e I, si c € R.

si

x(t;c) = —\/2?2 (¢ + 2t2et — Atet + 4et) ' Vi €1, si c € R.
reprezintd cele doud familii de solutii generale pentru (xp), sub forma explicitd. Domeniul de
definitie a solutiei, I, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie cu un anumit
domeniu de definitie si o anumité lege de asociere) (I, se obtine impunand ¢ # 0 si ¢+ 2t2e’ — 4tel +
4et #£0).

d), e), f)-analog cu c).
g) Fie 2't3siny = ta' — 2z, t €1
Se aduce la forma normala

' (t) = titgﬁmw,Vt c€lai t—t3sinz #0.
Ecuatia anterioara nu este ecuatie reductibild la unul din tipurile cunoscute in necunoscuta x = z ().
In anumite ipoteze de inversare locald si derivabilitate se poate ciuta t = ¢ () in loc de z = z (),
stiind c& ¢ (x) x%(t), Vo e E.

Se considera:

(xpn1) ¢ (x) = ﬁt () — %t:)’ (x),Vz € E.
Pentru x € J; C D, variabild independentd din domeniul de definitie al solutiei, se cauta ¢ = ¢ (z)
functie necunoscutd, solutie pentru ecuatia (xp). Se observa ca ecuatia (xp) este ecuatie Bernoulli
in necunoscuta ¢ (z), cu a = 3 si

{ a:JaR,a(x):%m,

b:J—R,b(t) ="

J este un interval ce nu contine z = 0, adici J C |—o00,0[ sau J C ]0,+o00[. Pentru a aduce
ecuatia (xp) la o forma similard cu cea a uneia diferentiale liniare intr-o necunoscuta y = y (x), se
inmulteste (xp) cu t=3 (z), Vt € J; a.i. (z # 0si t(x) # 0) (pentru ca termenul ce contine b (x) si
nu mai contind si ¢ (x)). Se obtine

t=3 ()t (z) = %t_Q (z) — Sizrf,cx,w €Jyal (x#0sit(x)#0).
Se face schimbarea de functie necunoscuta

{ y(2) =172 (), vt € I,| & ()

v (z) = —2t73 (2)t' (x),Vt € J;.

Se inlocuieste ¢ gi ¢’ si se obtine o ecuatie diferentiald liniard in necunoscuta y (),

<
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/(@) = gy (@) — B2V €T ad (0 £ 051t (2) £0).
(oa1) ¥ (2) = Sl (2) + 32 ¥ € Jy ad. (2 £ 05i t () £0).
Se observi ca ecuatia (k, Nl) este ecuatie diferentiald liniard de ordin intai neomogena, cu
J—-R,aq (ZE)
{ .JHRbl()*SIEx.
Ecua@ia (*1,n1) se poate rezolva prin una din cele doud metode descrise in Exercitiul 1 (Metoda
variatiei constantelor sau Metoda factorului integrant). La acest exercitiu se va utiliza direct

formula (6) pentru ecuatia in necunoscuta y (z) si Conventia. Se obtine

y(x;c) = e (5)dz (c+ /Sigme_f(wl)dxdx> NrelisiceR=

y (z;c) = e~ nlel+0 (c + /Si?elnxwdx) Nrel;siceR=

y(z;c) = Ix\ (c—l—/Sigx ]w[da:) Ve el siceR.
Ultima relatie reprezintd solutia generald a ecuatiiei (xrn1), sub forma explicitd. Revenim la
substitutie =

(k%) t72 (z) = 2 Tl <c+/Si;m |:E|d:L’) Nrel;siceR=

-2
(xx) t(z;¢) = ( T (c—k/Sig:‘ |:Uda:)> VrelisiceR=
Ultima relatie reprezinta solutia generald a ecuatiiei (xp), sub forma explicitd. Pentru J; C ]0, +o0[
=
1 -2 .
t(z;c) = (2 (c—cosw)) Vo elisiceR
Domeniul de definitie a solutiei, J;, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie cu

un anumit domeniu de definitie i o anumitd lege de asociere) (J; se obtine impunand x > 0 si
¢ —cosz # 0). Pentru J; C |—o00,0],

t(z;c) = (}x (c+cosw)> NVrelisiceR=

t(z;e) = (L (—c— cos:z:))_2 Ve elpsiceR.
Domeniul de definitie a solutiei, J;, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie cu
un anumit domeniu de definitie i o anumitd lege de asociere) (J; se obtine impunand z < 0 si
c—cosz #0).

x = (i (c— cosy)>72

i =

O1.5.3. Ecuatii diferentiale Riccati
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Forma generald a unei ecuatii diferentiale Riccati:

g (t)=at)z(t)+b(t) 2 (t) +c(t) (10)
%:ax+bx2+c (10")

unde a :ICR—->R, 6:ICR—=R, ¢:ICR — R sunt trei functii continue, b, ¢ neidentic nule pe
IL
Rezolvare: Pentru ¢t € I, C I, variabild independentd din domeniul de definitie al solutiei, se
cautd x = z (¢) functie necunoscutd, solutie pentru ecuatiile (10) sau (10’). Ecuatia Riccati se
poate rezolva numai dacd se cunoaste sau se observa o solutie particulard a ecuatiei, notata x1 ().
Se face schimbarea de functie necunoscuta

y(t) =z (t) —z1 (1), (11)
pe un interval corespunzitor. Se inlocuieste  si 2’ obtinuti din (11) in (10) sau (10'), se obtine o
ecuatie diferentiald Bernoulli cu o« = 2 in necunoscuta y (t), se rezolva si se revine la substitutie.
Se poate face si schimbarea de functie necunoscuta

1
—— =z (t) —z1 (¢ 12
=B, (12)
pe un interval corespunzitor. Se inlocuieste = si 2’ obtinuti din (12) in (10) sau (10'), se obtine
o ecuatie diferentiald Bernoulli liniard in necunoscuta wu (t), se rezolva i se revine la substitutie.

Domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie cu
un anumit domeniu de definitie si o anumita lege de asociere).

Exercitiul 3. Sa se determine solutiile generale ale urmétoarelor ecuatii diferentiale Riccati
a) o' (t) =22 (t) — 2 t € I, observand c& admite o anumita solutie particulars ;

b) 2/ = 2? + wctgt — sin?t,t € I, stiind cd admite o solutie particulars z; (t) = sint;
c) o' = 2% — tx —t, stiind c& admite o solutie particulara de forma z1 (t) = mt +n cu m,n € R de
determinat;
d) o’ (t) + 2% (t) —
de determinat.
Rezolvare : a) A se vedea Curs.
b) Fie 2’ = 22 + zctgt —sin’t,t € [ =

(xr) o' (t) = (ctgt) z (t) + 2% (t) —sin®t,t € L.
Pentru ¢t € I, C D, variabild independentd din domeniul de definitie al solutiei, se cautd x = x (t)
functie necunoscuta, solutie pentru ecuatia (xg). Se observa ca ecuatia (xg) este ecuatie Riccati,
cu

m
o2 = 0, stiind c& admite o solutie particulard de forma x; (t) = S eum eR

a:1—Ra(t) =ctgt,
b:I—R,b(t) =1,
c:1—R,c(t) = —sint.
I C R este un interval ce nu contine ¢t cu sint = 0, adicd nu contine {Il7;l € Z}, adicd I C |—m, 0]
sau I C ]0, 7 s.a.m.d. Se stie din enunt, ca
z1: I - R, 21 (t) =sint
este solutie particulard pentru (xg) (este de clasd Cq pe I si verifica identic (xg)).
modul 1. Se face schimbarea de functie necunoscutd y (t) = = (t) — x1 (¢), adicd
{ z(t)=y(t)+sint,Vt €l |4 ()
' (t) =y (t) + cost,Vt €1
Se inlocuieste = gi 2’ obtinuti in (xp) =
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y' () + cost = (ctgt) (y (t) +sint) + y? () + 2y (t) sint + sin?t — sin?¢, V¢t € [ =
(xB) ¥ (t) = (ctgt+2sint)y (t) +y? (t),Vt € L.
Se observi ci ecuatia (xp) este ecuatie Bernoulli, in necunoscuta y (t), cu a = 2 si
ap: I — R a(t) =ctgt+ 2sint,
{ by : I = R,b(t) =1.
modul 1.1. Pentru a aduce ecuatia (xp) la o forma similard cu cea a uneia diferentiale liniare intr-o
necunoscutd u = u (t), se inmulteste (xg) cu y~2(t), Vt € I, ad. (¢t ¢ {Im;l €Z} si y(t) # 0)
(pentru ca termenul ce contine by (¢) sd nu mai contina si y (t)). Se obtine
y 2 (t)y (t) = (ctgt + 2sint)y 1 (t) + 1,Vt € I, ad. (¢t ¢ {Im;l € Z} siy(t) #0).
Se face schimbarea de functie necunoscuta
{ u(t) =y (), vVt € Lo g ()
u (t) = —y2(t)y (t),Vt € L.
Se inlocuieste y si ¥’ si se obtine o ecuatie diferentiald liniard in necunoscuta wu (t),
—u' (t) = (ctgt + 2sint)u (t) + 1,Vt € I, =
(xpn1) W' (t) = — (ctgt + 2sint) u (t) — 1,V € 1.
modul 1.1’. O variantd de lucru este inlocuirea directd a substitutiei. Adici se face schimbarea de
functie necunoscuta

{ uw(t) =y t(t),Vt €l ai (t#0,y(t) =0) N
{ y(t)=u"t(t),Vt €l ai (t#0,y(t) =0)
y () = —u=?(t)u (1)
Se inlocuieste y si ¥’ in (xp) si se obtine o ecuatie diferentiald liniard in necunoscuta y (t),
—u 2 () (t) = (ctgt + 2sint)u=t (¢) + (u! (t))2 NVtely ad. (E#0,y(t) = 0)) (—u? (1) =
(xpn1) W (t) = — (ctgt + 2sint)u(t) — LVt € I, ad. (t#0siy(t) 20).
In ambele variante se observd ci ecuatia (xrn1) este ecuatie diferentiald liniara de ordin intéi
neomogena, cu
ag : 1 — Ryas(t) = — (ctgt + 2sint),
by : T — R, by (t) =—1.
Ecuatia (x7n1) se poate rezolva prin una din cele doud metode descrise in Exercitiul 1 (Metoda
variatiei constantelor sau Metoda factorului integrant). La acest exercitiu se va utiliza direct
formula (6) pentru ecuatia in necunoscuta u (t) si Conventia. Se obtine

u (t; C) — ef—(ctgt—l—Qsint)dt |:C—|— / (_1) e—f—(ctgt+2sint)dtdt:| Vtel,siceR=
u (t; C) — ¢~ In[sint|+2(cos t)+0 |:C+ / (_1) eln|sint—2(cost)+0dt:| Viel,sice R=

1
u (t;c) = ———e2cost <c - / |sin ¢| e_QCOStdt> NVtel, siceR

 |sint|
Ultima relatie reprezintd solutia generald a ecuatiiei (x,n1), sub forma explicitd. Integrala [ |sint|e

existd, si este exprimabild cu functii elementare. Fiind in raport cu variabila independentd ¢ iar
solutia ecuatiei diferentiale liniare (x7n1) fiind gasitd drept functia u(¢) (explicit in raport cu
variabilaindependentd t), se poate conveni sa nu se exprime integrala. Se revine la substitutie =
1
y () = ﬂeh‘m (c — / |sin ¢| e_QCOStdt> NVtelysiceR

sin
Ultima relatie reprezintd solutia generald a ecuatiiei (xp), sub forma implicitd. Se revine la substi-
tutie =

—2 COStdt
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i l'lﬂeQCOSt (c — / |sin ¢| e_QCOStdt) ,Vtel, siceR.
sin

Ultima relatie reprezinta solutia generald a ecuatiiei (xg), sub forma implicitd. Se expliciteaza =

1 -1
x (t) =sint + [eQCOSt <c — / |sin ¢| e_QCOStdt>] WVt el, siceR.

|sin ¢|
Domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie cu
un anumit domeniu de definitie si 0 anumitd lege de asociere) (I, se obtine impunand ¢ ¢ {lm;l € Z}

sic— / |sint| e=2¢°Stdt £ 0).

modul 2. Se face direct schimbarea de functie necunoscuta u ! (t) = x (t) — x1 (), adica
i ()

u' (t) 4 cost,Vt € I,

[z (t) — sint]

1
x(t) = ——= +sint,Vt € I,

a0

Se inlocuieste x si 2’ obtinuti in (xg) =

~1 1 1 2

3 (t)u’ (t) + cost = (ctgt) (u(t) + sint) + (u(t) + sint> —sin?t,Vt € I, =
(xrn1) v (t) = — (ctgt + 2sint) u (t) — 1,Vt € I, ad. siu(t) #O0..

S.a obtinut exact ecuatia diferentiala liniard de la modul 1, care se rezlova in continuare ca la modul

1.

c)Fieax' =22 —tz —t,tcl=
(xg) o' (t) = —tx (t) + 2% (t) —t,t € L.

Pentru ¢t € I, C D, variabild independenta din domeniul de definitie al solutiei, se cautd x = x (t)
functie necunoscutd, solutie pentru ecuatia (xg). Se observa ci ecuatia (xpg) este ecuatie Riccati,
cu

a:1—R,a(t) =—t,

b:I—R,b(

c:T—-R,e(
I este un interval I C R.

) =1,
t) = —t.

Se impune ca z1 : R — R, z1 (t) = mt + n sa fie solutie particulara pentru (xg). Este de clasd
C1 pe I. Se impune si verifice identic (xgr) =
m = —t (mt +n) + (mt +n)® —t,Vt € R.
Se identificd coeficientii puterilor lui ¢ =
—m+m?=0
—n+2mn—-1=0
n? =m.
Se obtine (m,n) = (1,1), adicd solutia particulara pentru (xg) de forma impusa este
z1:R—=R z1(t)=t+1
modul 1. Se face schimbarea de functie necunoscuta y (t) = x (t) — z1 (¢), adica
{ z(t)=y{t)+ (t+1),VteR| L ()
() =y (t)+1,Vt e R.
Se inlocuieste x si 2’ obtinuti in (xg) =
Y () +1=—tly®)+E+D]+y@)+E+1))° —t,VteR=
(+5) o/ () = (t+2)y (1) + 9 (1) Wt € R.
Se observa ca ecuatia (xp) este ecuatie Bernoulli, in necunoscuta y (t), cu o = 2 si
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a1 :R—-Rya(t)=1t+2,
{ by :R—R,b(t) =
Pentru a aduce ecuatia (xp) la o forma similara cu cea a uneia diferentiale liniare intr-o necunoscuta
u = u(t), se inmulteste (xg) cu y~2(t), Vt € I, ad. (t # 0si y(t) # 0) (pentru ca termenul ce
contine b; (f) sd nu mai contina si y (¢)). Se obtine
y 2 M)y (1) =(t+2)y () +1,Vt €L, ad. (t#0siy(t)#0).
Se face schimbarea de functie necunoscuta
{ u(t) =y 1 (1) Ve € L] 4 ()
u (t) = —y~2(t)y (t),Vt € L.
Se inlocuieste y si ¥’ si se obtine o ecuatie diferentiald liniara in necunoscuta w (t),
() =0t+2)u(t)+1,Vtel, ai (t#0siy(t)#0)=
(xpnv1) W () =—(t+2)u(t)—1,Vtel, al. (t£0siy(t) #0).
Se observa ca ecuatia (xzn1) este ecuatie diferentiald liniard de ordin intai neomogena, cu
ag:I—-Ras(t)=—(t+2),
{ by : 1 — R, be (t) = —1.
Ecuatia (xzn1) se poate rezolva prin una din cele doud metode descrise in Exercitiul 1 (Metoda
variatiei constantelor sau Metoda factorului integrant). La acest exercitiu se va utiliza direct
formula (6) pentru ecuatia in necunoscuta u (¢) si Conventia. Se obtine :

w(tic) =el ~ t+2dt<c+/( e /- t+2dtdt>,Vt€HI§ic€Ré

2 2
u(t;c) = €7<7+2t>+0 c+ [ (1) e(2+2t)+0dt> Ntel, siceR=
249 249
u(t;c):e_(7+t) (c—/ ( +t)dt>,Vt6]Ix§ic€R.

Ultima relatie reprezintd solutia generald a ecuatiiei (1), sub formi explicitd. Integrala [ e<
existd, dar nu este exprimabild cu functii elementare. Fiind in raport cu variabila independenta ¢
iar solutia ecuatiei diferentiale liniare (x71) fiind gasitd drept functia u (¢) (explicit in raport cu
variabila independenta t), se poate conveni sa nu se exprime integrala. Se revine la substitutie =

1 ~(5+2) (45 +2t) .
y t(t)=e \2 c—/ dt ) ,vtel, siceR.
Ultima relatie reprezintd solutia generald a ecuatiiei (xp), sub forma implicitd. Se revine la substi-
tutie

z(t) — (t+ 1)) = o (+2) (c —/ (% +2t>dt> Vtel, siceR.

Ultima relatie reprezinta solutia generald a ecuatiiei (xg), sub forma implicita. Se expliciteazi=
-1

x(t;c)—(t+1)+<e<t;+2t> (c—/( +2t>dt>> Vtel, siceR.

Domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie cu un

§+2t) gt

anumit domeniu de definitie si o anumita lege de asociere) (I, se obtine impunand c— [ e < +2t> dt #+
0).
modul 2. Facem direct schimbarea de functie necunoscuts u=! (t) = z (t) — x1 (), adics
a:(t):% (t+1), NEXE)
x (t) = = () ()—l—l vt el
Se inlocuie§te x gi ' obtinuti in (xg) =

ok ()—i-l——(ﬁ—l—t—i—l)—l—(u(lt)—kt—s—l) —t Ve, =
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(kpn1) W/ () ==t +2)u(t) — 1,Vt €I, ad. (t#0siu(t)#0).
Am obtinut exact ecuatia diferentiald liniard de la modul 1, care se rezlova in continuare ca la

modul 1. 1
d)Fiex'(t)+x2(t)—ﬁ:0,tel[=>
1
") =—22(t)+ —,t €L
(en) @' (1) = 2% (1) + 55t €

Pentru ¢t € I, C D, variabild independentd din domeniul de definitie al solutiei, se cautd x = x (t)
functie necunoscutd, solutie pentru ecuatia (*r). Se observa ca ecuatia (xpg) este ecuatie Riccati,

cu
a:1—R,a(t) =0,
b:1—-R,b(t)=—1,
CZH—>R7C(t):ﬁ.

I este un interval ce nu contine ¢ = 0, adicd I C |—o0,0[ sau I C ]0, +o0].
Se impune ca 1 : R — R, 21 () = 7 sd fie solutie particulara pentru (xg). Este de clasa C; pe
I. Se impune si verifice identic (xg) =

_ 2 1
TQZ:—%jLﬁ,VtG]Ié

2m? —2m+1=0= (mlz 1+2‘/§ saumgzl_z—*/g).

Se obtine doud solutii particulare pentru (xg) de forma impusa, si anume
x1: =Rz (t) = 1‘*'2—\/3% sau g : [ — R zo () = 1_2\/5%

Cu una dintre ele se parcurge modul 1 sau modul 2 analog cu c).




