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SEMINAR NR. 4, REZOLVARI
EDCO, ATA

1.7. Ecuatii diferentiale rezolvabile prin cuadraturi-Recapitulare

Exercitiul 1. Sa se integreze urmaétoarele ecuatii diferentiale
a)tr(t)z' (t) =22 (t) +t3,t €T
t t
b) tsin a:'(t)—i—t::r;sinx( ),t el;
c) (ac +eét sinx) dt + (t + et cos:c) dr=0,t €T;
d) (¢ +x +sinz)dt+ (¢* +t+tcosz)dr =0,t € T;
e) (arcsint + 2tx) dt + (2 + 1 + arctgz) do = 0,¢ € I;
f) 2/sinzcosz — (cost +sin®z + tg?t) = 0,t € I;
g) z(1+tx)dt —tde =0,t € [

t
h) 2’ + . xt2 = arcsint + ¢, t € I;
x NI
i)' +2= =2 ,tel;
i) 2’ + t cos?t

j) o' =22 +62—4t2+11,t €1
k) o' — 2ztgt+ 2?sint = 0,t € [
D2(t—*Vt)a' +2Vta? —x —t =0,21 (t) =at + bt € ;
m) (lnz—t)2' =z, t €
n) tz”? —tar' +a=0,t €
o)z (t+a)z' —z=0,t €T
p) (4t + 3tz + 2?) dt + (42* + 3tz + t?) dz = 0,t € [;
q) 3tdm::L‘(1+tsint—3:£3sint)dt,tG]I;
do _ 1204+50-9 o
DT 213
s)tr' —x=t2-2t+3,tel;
t) 2twa’ =2 + 323t €[
u) (xem—4tx) dt—l—(tem—2t2) dr =0,t €T
v) o + 2tz =13t el
w) (t+z+1)dt+ (2t + 22 —1)de =0,t € [;

1 T 1 t
z) (Px 4+ 2? + 2tx) dt + (2 + 1) (t +22)dz = 0,t € L.
Rezolvare:

Reguli de lucru:
caz I. Daci ecuatia diferentiald are in forma z (t), 2’ (t) atunci:
1°. Se aduce ecuatia la forma normala si se incadreazé, daca este posibil, in una din formele generale
—din Seminar 1, 2-rezolvari:
(1) (ec. cu variabile separabile)
(2) (ec. reductibild la ec. cu variabile separabile)
(4) (ec. omogena)
(6) (ec. reductibild la ec. cu variabile separabile sau la ec. omogen4)
—din Seminar 3-rezolvari:
(1) (ec. liniard)
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(8) (ec. Bernoulli)

(10) (ec. Riccati)
2°. Daca nu se poate incadra in 1°, se foloseste Conventia din Seminar 1-rezolvari, se aduce la forma

P(t,x)dt+Q(t,x)dx =0
si se incadreazd, dacd este posibil, in una din formele generale
—din Seminar 2-rezolvéari:
(11") (ec. cu diferentiald exacta)
(11’) (ec. cu factor integrant de forma a) sau b) reductibile la ec. cu diferentiald exactd)
3°. Daca nu se poate incadra in 1°,2° atunci se cautd ¢ (z) sau se aplicd metode legate de ecuatii
diferentiale Clairaut, Lagrange sau chiar alte metode, neprezentate la acest curs-seminar.
caz II. Daca ecuatia diferentiald este sub forma
P(t,z)dt+ Q (t,x)dz =0

atunci:

1°. Se incadreaza, dacd este posibil, in una din formele generale
—din Seminar 2-rezolvéari:

(11") (ec. cu diferentiald exactd)

(11") (ec. cu factor integrant de forma a) sau b) reductibile la ec. cu diferentiald exactd)
2°. Daca nu se poate incadra in 1°, se foloseste Conventia din Seminar 1-rezolvari si se aduce la o
form& care s& contind x (t),2’ (), apoi se aduce ecuatia la forma normald si se incadreaza, dacd
este posibil, in una din formele generale

—din Seminar 1, 2-rezolvari:

(1) (ec. cu variabile separabile)

(2) (ec. reductibild la ec. cu variabile separabile)

(4) (ec. omogena)

(6) (ec. reductibild la ec. cu variabile separabile sau la ec. omogena)

—din Seminar 3-rezolvéari:

(1) (ec. liniara)

(8) (ec. Bernoulli)

(10) (ec. Riccati)
3°. Dacd nu se poate incadra in 1°,2° atunci se cautd t (z) sau se aplici metode legate de ecuatii
diferentiale Clairaut, Lagrange sau chiar alte metode, neprezentate la acest curs-seminar.

a) Se determina solutia generald a ecuatiei

(x) tz (t) 2’ (t) = 2% (t) + 2, € L.
Pentru ¢ € I, C I, variabila independenta din domeniul de definitie al solutiei, se cauta x (t) =7,
sau t = t (z), sau o relatie de dependentd algebrico-functionald intre ¢ si .
Este caz 1.
modul 1: eSe observa ci z : R — R,z (t) = 0 nu este solutie singulard pentru (x). Se aduce (x) la
forma normals

(x0)a’ (t) = "0 + Lo vt €L, ad t£05i x(t) #0.

1
ekiste o ecuatie diferentiald omogena cu f (z) = z + —. Se face schimbarea de functie necunoscuta
z
u(t) = @, adica
z(t) =tu(t),vt € I,| 4 ()
' (t) =w(t) +tu (t).
Se inlocuieste x si 2’ gi se obtine o ecuatie cu variabile separabile in necunoscuta u (),
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w(t) +tu (t) =u(t) + ot el al t£0six(t) #0 =

(xpvs)u(t)u (t) =1, Vtel al t #0siz(t) #0| [()dt =
Ju@)u' (t)dt = [Ldt,Vt €T, ai t #0siz(t) #0 =
2
t
u2( ) =Inlt|+e,Vitel, ai t#£0six(t) #0siceR.
Ultima relatie reprezintd solutia generald a ecuatiei cu variabile separabile (xgyg) in necunoscuta
u (t) sub forma implicitd. Se revine la substitutie si se obtine

2
t
() x2t(2) =—Inlt|+e,Viel, al. t#A0sgix(t) #0siceR.

Ultima relatie reprezinta solutia generald a ecuatiei (xo) sub forma implicita.

modul 2: eSe observa cd z : R — R,z (¢) = 0 nu este solutie singulara pentru (x). Se aduce (x) la
forma normala
(#p)a’ (t) =1 -z (t)+t-a 1 (t),Vt €L, al t #0siz(t)#0.
eliste o ecuatie diferentiald Bernoulli, cu o = —1 gi
{ a:1—R,a(t) =1,
b:I—-R,b(t) =t
I este un interval ce nu contine ¢t = 0, adicd I C |—o00,0[ sau I C ]0,4o00[. Pentru a aduce ecuatia
(*) la o forma similard cu cea a uneia diferentiale liniare intr-o necunoscuta y = y (¢), se inmulteste
(xp) cuzt (t), Vt € I, ad. (t #0six(t) # 0) (pentru ca termenul ce congine b (¢) s& nu mai contini
si x (t)). Se obtine
z(t)a' (t) =122 () +t,Vt €l al (t£0siz(t)#0).
Se face schimbarea de functie necunoscuta
{ y(t) =22 (t), Ve € L] 4 ()
y' (t) =2z (t) 2’ (t),Vt € L.
Se inlocuiesc x si 2’ gi se obtine o ecuatie diferentiald liniard in necunoscuta y (t),
W) =tyt)+t,vtel, al (t#£0sia(t)#0) =
(+on1) ¥ () = 2y (t) +2t,Vt € I, ad. (¢t #0siz(t) #0).
Se observa ca ecuatia (xzn1) este ecuatie diferentiald liniard de ordin intai neomogena, cu
al :]I—>R,a1 (t) = %,
{ b1 :HHR,bl (t) = 2t.
Ecuatia (xzn1) se poate rezolva prin una din cele doud metode descrise in Exercitiul 1 din Seminar
3:
Metoda variatiei constantelor detaliat-tema
Metoda variatiei constantelor redusd la formula (6) pentru ecuatia in necunoscuta y (¢) si Conventia.
Se obtine :

y (t;¢) — et <c+f2te_f%dtdt> NVtel,siceR=

y (t;c) = e2t+0 (c+ [ 2te*21“|t‘+0dt) Vtel,siceR=
y(tic) =t*(c+ [2t5dt) Vi€l siceR=
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y(t;c) =t? (c+Int?) ,Vt €I, siceR.
Metoda factorului integrant : Ecuatia (xzn1) este reductibild la o ecuatie cu diferentiala exacta,
folosind factorul integrant

p(t) = e T = gm2mit+0 — 1wy e,
In calculul integralei nedefinite ce apare in formula anterioars se cosiders constanta 0, deoarece se
utilizeazd un singur factor integrant.
Pentru V¢ € I se inmulteste ecuatia (xrn1) cu u(t) = t% =

Y (t)- & =3y(t) 5 +2t- tz,VteI[ ad. (t#0siz(t)#0)
Se trec termenii ce contin y, ¢’ in membrul sting=-

Y () H+yt) 7 =2vtel,=
%( (t)-%)=2Vtel,|[()dt=

y(t) % =2Int| +c,Vt € L=

(xx)y (t c)=t*2nlt|+c),Vtel, siceR. O
Ultima relatie reprezintd solutia generald a ecuatiei (xpn1) sub forma explicitd. Se revine la sub-
stitutie =

22 (t;c) =t (2In|t| +c¢),Vt €L, sic€R.
Ultima relatie reprezinta solutia generald a ecuatiiei (xg), sub forma implicita. Atunci

2% (t;c) =t* (c+Int?) WVt €L, sic € R,
Domeniul de definitie a solutiei, I,, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie
cu un anumit domeniu de definitie si o anumita lege de asociere) (I, se obtine impunénd ¢ # 0 si
t? (c+1nt?) £0).
modul 3: (fird incadrare in tip) Direct in (x), se face schimbarea de functie necunoscutd

{ y (1) = 2% (1) Vi € B[ & ()

Yy (t) =2z (t)a' (t),Vt € R.

Se inlocuieste x si 2’ gi se obtine o ecuatie diferentiald liniard in necunoscuta y (t),

W (t)=1y(t)+t,Vt €], al t#0.
Se continud rezolvarea ca la modul 2.

Daca ecuatia nu s-ar fi putut incadra in nici una din situatiile de la caz I, s-ar fi apelat la:
modul 4: Folosind Conventiile 1 si 2 din Seminarul 1 (%) =

todl =22 + ¢ =

(2% +t?) dt + (—tz) dz = 0.
Se cautd x (t) =7, sau ¢ (x) =7, sau o relatie de dependenta algebrica intre ¢ si x (fard operatorii
de derivare sau integrare), solutie pentru ecuatia (x).

Se noteazd ) domeniu simplu conex, D C R? si

P:D—R,P(tz) =%+t

{ Q:D—-R,Q(tx) =—tz.
Etapa 1 : Se studiazd daca ecuatia (%) este cu diferentiald exacta.

{g‘” x) =2x,V(t,x) € D

(t,x) = —x,¥ (t,x) € D.

Atunci

9P (t,2) — 92 (t,2) = 31,V (t,z) € D,
adicd nu se verifica (14) din Seminarul 2, adicd ecuatia (x) nu este cu diferentiald exacta.
Etapa 1 : Se determind un factor integrant p (¢,x), dacd se giseste sub una din formele de la
Rezolvare a) sau b) din Seminarul 2.
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Fie Dy un domeniu simplu conex, Iy C {(t,:c) € R? —tx # O} c D. Cum

1 2Q _ 3
o (Bt - R (o) =3
depinde doar de t, nu si de x, se cautd u = p (t) factor integrant a.i.

wil = _3vtel, al t;é()’f )dt =
In|p(t)=-3n|t| +Ink,Vtel, al t#0si ke R} =
p(t)=5,vtel, al t#0siceR"
Se alege un factor integrant, se alege c =1 =
p(t)=%vtel ai t#0
Se inmulteste ecuatia (%) cu p(t) = t% =
(2% 4+ t?) dt + (—tz) dz = 0.
(1) (%f + %) dt+ (—%) de =0, (t,z) € Dy.
Din algoritmul de determinare a lui p (¢), ecuatia (*;) este cu diferentiald exactd, adicd
{ P Dy — R, P (ta) =% + 1
Q1:D1 =R Q1(tz)=—%
verificad (14) din Seminarul 2.
Etapa 2; : Se determini acea functie (existd conform Etapei 11) Fy : D; € R?>— R, de clasa C? pe

Dy, din a cérei diferentiald sa provind ecuatia (x1), adica

8F1 CC2 1

i

(12.2) == (t,2) = —t%wt,x) € Dy.
x
Sistemul anterior este un sistem de ecuatii cu derivate partiale in necunoscuta Fj (t,x). Se rezolva.
modul 12.1.
OF _ 21
(12.1)] [ () dt:>f o1 (4 x)dt_f(f’f—+;)dt:>

+3

Fi (t,z) = 2?5 S+ Inft|+ o (z),V(t,z) € Dy,
unde ¢, (x) este o functie necunoscutd, constanta in raport cu variabila de integrare t. Se determinad
¢, folosind si (12.2). Se deriveaza ultima relatie in raport cu x =

O (t,2) = 205 + %21 (2) ¥ (t,2) € Dy
Se inlocuie§te (12 2) =

2 =2 4 %1 (2) Y (t,2) €Dy =

1 (1) =0= ¢y (x) = c1,c1 € R,
Se inlocuieste in expresia lui F} =

Fy(t,z) = 2255 —|—ln]t|—|—cl, (t,z) €Dy sicg € R
modul 12.2.

(122)| [ ()dz = [2E (t,2)dz = [ (-%)dz =

Fl(tax) t2'2+¢1() (tﬂS)E]D)l,
unde v, (t) este o functie necunoscutd, constantd in raport cu variabila de integrare z. Se determina
1 folosind si (2. 1) Se deriveaza ultima relatie in raport cu t =

d

OB (tz) = —32- 2 + W1 (1) Y (t,z) € Dy.

Se inlocuieste (12 1)
2 d

2—34—% —2. 2 W) Y (tr) e Dy =

b)) =1 2 o=+ s < R
Se inlocuieste in expresia lui F} =
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Fi(te)=-3% % —|—1n\t\+02, (t,z) € Dy sico €R.
Etapa 3; : Cu Fj determinata la Etapa 21, se obtine ca solutia generald a ecuatiei (x1) este data
sub forma implicitd de

Fy (t,x) = c3,c3 € R,
adica, notand ¢ = c3 — c1 2, de

(xx) —% +Injt|=cV(t,z) € Dy siceR.
Ultima relatie da si solutia ecuatiei (%) sub forma implicita pe D; C . Local, s-ar putea explicita
x : I,— R,unde domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se
obtine o solutie cu un anumit domeniu de definitie si o anumita lege de asociere).
b)-z) analog
A se vedea si Exercitiul 1e) din Seminarul 3 pentru a observa un alt mod de a aborda o ecuatie

diferentiald (cdutand ¢ = ¢ (z) tinand cont de Conventiile din Seminarul 1 gi de ¢’ (z) =

ipoteze de inversare locald).

2. PROBLEME CAUCHY SI PROBLEME LA LIMITA PENTRU ECUATII
DIFERENTIALE DE ORDINUL 1

(cu rezolvare exactd)

Exercitiul 1. S3 se determine solutiile pentru
L+e)z(t)a (t) =e

a) problema Cauchy { s(c (0) :)1;
Rezolvare : etapal : Se determiné solutia generald a ecuatiei

() (1+e)a(t)a' (t) =€t el
Pentru ¢ € I, C I, variabila independenta din domeniul de definitie al solutiei, se cautd = = z (¢)
functie necunoscuté, solutie pentru ecuatia (). Se observa ca este EV'S :

ot ot
()= 2 ()& () = T Vel | [ dt:>/ /Hetdt,VteHw:
z? (t) .

(**)T =In(l+e")+cViel, siceR.
Ultima relatie reprezintd solutia generald a ecuatiei (x) sub forma implicitd. De mentionat cd (x)
nu are solutii singulare. Deci (x%) reprezintd toate solutiile pentru (). Solutia generald a ecuatiei
(%) este datd sub formz‘i explicita, pentru fiecare c € R, de urmatoarele doua familii de functii

z:IL—>Rzt)=2(n(l+e)+c)x: ]12*>R5E —/2(n(1+¢€t) +e),
unde domeniul de deﬁm;le a solutiei depinde de constanta c. Pentru fiecare ¢ € R,

L=1=IL={teR2(In(l1+¢€)+c)>0}.
etapa 2 : Se determind acea solutie particulard a ecuapiei (%) (dacd existd, dacd e unica) ce verificd
CI : z(0) = 1. Se inlocuieste CI in (+*) si se obtine 1 =In(1+¢e%) +c=c=3 —In2.
Se inlocuieste aceastd constantd in (xx) gi se obtine

2
t
L() zln(l—l—et)—l—%—lantG]I.
Ultima relatie reprezinta solutia particulard a ecuatiei (x) ce verifica CI : x (0) = 1, sub forma

implicitd(acea ramurd cu x (t) > 0 din 2 (0) = 1 > 0). Solutia pariculard a ecuatiei (x) este datd
sub form& explicitd de

rl—Ra()=/2(n(1+e)+5-n2),Wel

unde domeniul de definitie a solutiei, I, = I este un interval pe care 2 (In (1 + et) + % —In 2) > 0.




Gabriela Grosu / EDCO 7

~—

1+ 22+ tza’ =0
x (1) =0;
Rezolvare: etapal : Se determina solutia generala a ecuatiei
() 1+ 2% + tza’ = 0.
Pentru ¢ € I, C I, variabila independentd din domeniul de definitie al solutiei, se cautd x (t) =7, =
functie necunoscuté solut;ie pentru ecuatia (). Se observa ca este EVS:

) = () (t) —Vteﬂw,al t;éO’f )dt =

SR E=IO)
/ () )t /dtVteH al t#0=

1422 (t) ”
tIn|1+2%(t)| = —In|t|+Ink,Vt €1, ai t #0si k> 0.

(+%) 1 + 22 ()_t%,we]lx, ad t#0siceRy.
Ultima relatie reprezintd solutia generald a ecuatiei (x) sub form& implicitd. De mentionat cd (x)
nu are solutii singulare. Deci (x%) reprezintd toate solutiile pentru (). Solutia generald a ecuatiei
(*) este data sub forma explicita, pentru fiecare ¢ € R* , de urmétoarele doud familii de functii

$ZH;—>R,ZE(1€):1/%—1;$1H§—>R,1’(2§):— t%_l’

unde domeniul de definitie a solutiei, I, = I. = I? depinde de constanta c. Pentru fiecare ¢ € R,
L ={teR;5—1>0,t#0}.

etapa 2 : Se determina acea solutie particulara a ecuatiei (*) (dacé existd, dacd e unicd) ce verifica

CT : z(1) = 0. Se inlocuieste CT in (**) si se obtine 1 + 0% = =z =>c=1

Se inlocuieste aceasta constantd in (xx) si se obtine

1
1+a22(t) = t—Q,Vt el
Ultima relatie reprezintd solutia particulard a ecuatiei (x) ce verifica CI : x (1) = 0, sub forma

implicitd. Solutia pariculard a ecuatiei (%) este datd sub forma explicita de
1

1
xiﬂ—’R7$(t)=+\/t27—1;:c:]I—>R,x(t): 7?2_1’

unde domeniul de definitie a solutiei, I, =1 C [—1,0[U]0, 1] se obtine din t% —1>0.

b) problema Cauchy {

X
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lim z(t) =

t——+o0
Rezolvare: c) etapal : Se determind solutia generala a ecuatiei

(¥) 32/ (t)sinz (t) = 2.
Pentru ¢t € I, C I, variabild independentd din domeniul de definitie al solutiei, se cautd = (t) =7, z
functie necunoscuté, solutie pentru ecuatia (x). Se observa ca (x) =

(sinz (1)) 2’ (t) = %,Vt €ly,cut#0|[(-)dt = / (sinz (t)) 2’ (t)dt = /;dt =

(#%) —cosz (t) = -t 2+c,Vt€l,, cut#0siceR.
Ultima relatie reprezinta solutia generald a ecuatiei (x) sub forma implicitd. Solutia generald a
ecuatiei (%) este data sub forma explicitd, pentru fiecare ¢ € R, de

x: 1, — R,z (t) = arccos (t_2 - c) Vit €1,
unde domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie
cu un anumit domeniu de definitie si o anumit# lege de asociere) (se impune t=2 — ¢ € [~1,1] si
t#0).

etapa 2 : Se determind acea solutie particulard a ecuatiei (%) (dacd existd, dacd este unicd) ce

32 (t)sinz (t) = 2
c¢) problema la limita ™
5

verificd CL : lim z (t) = T, Utilizdm CL in (*) si se obtine — cos T e~ lim t2+4c=c=0.
t—o0 2 2 t—+o00

Se inlocuieste aceastd constantd in (xx) si se obtine
—cosz(t) = —t2Vtel

. . - e . . o . . o . ™ <
Ultima relatie reprezinta solutia particulara a ecuatiei () ce verificd CL : thrn x(t) = 5 sub forma
—00

implicita. Solutia particulard a ecuatiei (x) este datd sub forma explicitd de
z:1— R,z (t) = arccos (t72) ,Vt €1,

unde domeniul de definitie a solutiei, I, =1 C [—1,0[U 0, 1] se obtine din
t2e[-1,1]sit #0.

z (t) () — 4t) dt +t (e*® — 2t) dz (t) =0
x(2)=1
Rezolvare : Etapa 1 :Se determind solutia generala a ecuatiei

(+) 2 (t) (e*® — 4t) dt + t (e — 2t) dx (t) = 0, € L.
Pentru ¢ € I, C I, variabild independentd din domeniul de definitie al solutiei, se cautd z (t) =7, z
functie necunoscuta, solutie pentru ecuatia (x).

Folosind Conventiile 1 gi 2:

(x) = () (em — 4t) dt 4+t (et”’ — 2t) dr = 0.
Se noteazd I) domeniu simplu conex, D C R? si

P:D—R,P(tz)=x (" —4t)

{ Q:D—R,Q(txz) =t (e —2t).

Etapa 1.1 : Se studiazd daca ecuatia (%) este cu diferentiald exacta.

Exercitiul 2. Si se determine solutia problemei Cauchy {
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oP
— (t,x) = €' — 4t + xte® V (t,z) € D

E(t’@ =" — 26+t (ex—2),VY(t,z) € D.

oP oQ

Atunci — (¢, z) — —-

unci —— ( ZL') it | ' .
este ales domeniu simplu conex=- ecuatia (x) este cu diferentiald exacts.

Etapa 1.2 : Se determing acea functie (existd conform Etapei 1.1) F : D C R?>— R, de clasa C? pe

D, din a carei diferentiald sa provina ecuatia, adica

(12.1) or (t,z) =z (e —4t) VY (t,z) € D,

(t,z) =0,V (t,z) € D = ecuatia (x) poate fi cu diferentiald exactd. Cum D

(12.2) o (t,x) =t (e —2t),V (¢, z) € D.

Sistemul anterior este un sistem de ecuatii cu derivate partiale in necunoscuta F (¢, ). 11 rezolvam.
modul 1. (2.1)] [ (-)dt =

/%f(t,:v)dtZ/ﬂf (e —4t) dt = F (t,z) = € — 22t> 4+ ¢ (z) ,V (t,z) € D,

unde ¢ (z) este o functie necunoscutd, constantd in raport cu variabila de integrare t. Se determind
¢ folosind si (12.2) din sistem. Se deriveaza ultima relatie in raport cu x =

r _ ot 2, dy
%(t,x)—te 2t +daz (x),V(t,z) € D.

Se inlocuieste (2.2) =
dp de
t(e® — 2t) = te!® — 2t + e (x),V(t,z) e D= e () =0=p(r) =c,c1 € R.
Se inlocuiegte in expresia lui Fx:> v
F(t,x) =e'® —22t2 +¢1,V (t,x) € Dsic €R.
modul 2. (2.2)] [ (-)dz =

F
/Zx (t,z)dx = /t(em —2t)dr = F (t,z) = €' — 22t + 9 (t),V (t,x) € D,

unde 9 (t) este o functie necunoscuta, constanta in raport cu variabila de integrare x. Se determinad
1 folosind si (12.1) din sistem. Se deriveazi ultima relatie in raport cu t =

oF otr dip
E(t,x) = zxe dxt + i (t),V(t,x) € D.

Se inlocuieste (2.1) =
tx tx d¢ dw

x(e® —4t) = ze'™ — dat + %(t),V(t,x) eD= %(t) =0=1vY(t) =co,c0 €R.
Se inlocuiegte in expresia lui F' =

F(t,z) =e® —2xt2 + ¢,V (t,7) € Dsicy €R
Etapa 1.3 : Cu F determinata la Etapa 2, se obtine ca solutia generala a ecuatiei (x) este data sub
forma implicita de

F (t,x) = c3,c3 € R,
adica, notdnd ¢ = c3 — ¢ sau ¢ = ¢c3 — ¢3, de

(+x) €' — 22t = ¢,V (t,7) € Dsic € R.
Local, s-ar putea explicita x : I,— R,unde domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta
¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie cu un anumit domeniu de definitie si o anumitd lege de
asociere).
Etapa 2 : Se impune asupra solutiei generale gisite conditia initiald CT : = (2) = 1 si se giseste acea
solutie particulars ce verifici C'I. Se inlocuieste in (+*) conditia initials z (2) = 1 = €21 -2.1.22 =
c = c = €2 — 8. Se inlocuieste acest ¢ in (%) =

el — 2xt? = €2 — 8,V (t,7) € D.
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Ultima relatie reprezinta solutia particulard a ecuatiei (x) ce verificd CI : x (2) = 1.

X

r_
Exercitiul 3. a) S& se determine solutia problemei Cauchy T et +2(t+1), Vel

z (0) = =3.

Rezolvare: Se determind solutia generald a ecuatiei
(+zn1) ' (t) = t;_ o () +2(t+1),tEL
Pentru ¢ € I, C I, variabila independenta din domeniul de definitie al solutiei, se cautd x = x (t)
functie necunoscutd, solutie pentru ecuatia (xrn1). Se observa cd ecuatia (xrn1) este ecuatie
diferentiald liniard de ordin intdi neomogena, cu
-2

CL:HHR,G/(IJ;) = ﬂj,

b:T—-R,b(t)=2(t+1).
I C R este un interval ce nu contine {—1,1}, adicd I C |—oo, —1[ sau I C |—1,1[ sau I C |1, +oo[.
Metoda variatiei constantelor detaliat-tema
Metoda variatiei constantelor redusd la formula (6) pentru ecuatia in necunoscuta x (¢) gi Con-
ventia. Se obtine :

—2

- 72 )dt
2 (t) = f (F5) c+/2(t+1)e /(ﬂl) dt | \VtelsiceR=

— ¢~ lnli [0 c+/2(t+1)e‘1n|i+ﬂ+°dt ViclgiceR=

t—1
2t 1) |——|dt|,vVt elsi R.
‘ < (t+ )’t—i—l‘ ), clsice
Pentru I C | 1[sau I C |1, 4o00[ =
t+1
(**1)x(t;c) %(c—l—tQ—?t—i—O),VtEH@iceR
t+1
Pentru I C |—1,1[, = (¢; ):—%(c—t2+2t+0),Vt€H§iceR:>
t+1

(xx2) :c(t;c):m(—c+t2—2t),Vt€H§iceR.

Relatiile (xx71) si (x%2) dau cele doud familii de solutii generale ale ecuatiei (xn1).
Metoda factorului integrant : Se determind factorul integrant:

,u(t):e_f(tQ 1>dt e lln‘t+1|+0 ‘t—H‘ vt eI
’ i;—l, dacdt € I, I C |—o0,—1] sau I C J1,+o0[
t+1 -1, dacitel, 1C]-1,1]
Deoarece in etapa 2 se va impune CT : x (0) = —3, se studiazi cazul 1 1n care 0l adical C]-1,1].
Pentru V¢t € T C |—1, 1] se inmulteste ecuatia (xrn1) cu p (t) = —H_—l =



Gabriela Grosu / EDCO 11

7 () (-5) = et O (-5 +20+ ) (-5 weel

Se trec termenii ce contin x, ' in membrul stang=-

x/(t)< t+1>+x()<—ﬁ> :—2(t—1),Vt€]I:>%(x(t) (—i;—})) =—2(t—1),Vte]I'f(-)dt:>

0 (—@) :—Q(ﬁ—t)+c,Vt€]I:>:n(t;c): (_g) (—2(§—t)+c),weﬂ§iceR.

1
(#x9) @ (t;c) = HL (2 —2t 4+ ¢) ,Vtelsic e R
PentruVt e I, I C ] 00, —1[ sau I C |1, +o00[ se inmulteste ecuatia (xzn1) cu p(t) = t+1 1 = analog.
etapa 2. Se impune asupra solutiei generale conditia initiald z (0) = —3, adicd (tg,x9) = (0, —3).
Cum top =0 € I C ]—1,1[ Se inlocuieste (to, z9) = (0, —3) in (x*xg) =
0+1 9
—3:0_—1(—c+0 —2.0) = c=-3.

t+1

Se inlocuieste ¢ = —3 in (xx2) = x (t; —3) = —1

(3—|—t2—2t) vt el

Ultima relatie reprezinta solutia particulara a ecuapuel (*n1), sub form& explicitd, ce verifica

“

z(0)=-3

€T (t) - (t) ; sin? ¢
— (t)sint — x (t) cost = ————
b) S& se determine solutia pentru dt t2
lim z(¢t) = 0.
t——+oo
Rezolvare: etapa 1. Se determind solutia generala a ecuatiei
dx ) sin? ¢ sint
I (t)sint — z (t) cost = _tT’t el= (xpn1) 2 () = (ctgt) z (t) — tT’t el

Pentru t € I, C I, variabild independentd din domeniul de definitie al solutiei, se cautd = = x (t)
functie necunoscutd, solutie pentru ecuatia (xrn1). Se observd ci ecuatia (xrn1) este ecuatie
diferentiald liniara de ordin intai neomogend, cu
a:1—Ra(t) =ctgt,
{bJHRJ@:—??
I C R este un interval ce nu contine nici 0, nici {Im;l € Z}, adicad I C |—m,0[ sau I C ]0, 7 s.a.m.d.
La acest exercitiu se va utiliza direct formula (6) pentru ecuatia in necunoscuta z (t) si Con-

ventia:

x(t;c) = el (ctgt)dt (C +/ (—Sh;t) e_f(“gt)dtdt> WNVtelsiceR=

t

 (t; c) = elsintl+0 <c —i—/ (—Sit%t) eln|5int|+0dt> NVtelsiceR=

x (t;c) = [sint| c—i—/ (—Slt—gt) |Smt|dt> WVtelsiceR

Pentru I astfel incat sint > 0,Vt € [ =
(##1) z (t;c) = (sint) (c+ 1 4+0),VtelsiceR.
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Pentru I astfel incat sint > 0,V¢t € [ = z (t;c) = (—sint) (c— 1 4+0),Vtelsice R =

(x#9) z (t;c) = (sint) (—c+ 1) ,Vt €l sic €R.
Relatiile (%%1) si (**2) dau cele doud familii de solutii generale ale ecuatiei (*rn1). Se pot grupa
cele doua expresii in

(%) z (t;c) = (sint) (e+ 1) ,Vt €L ad. sint #0sic e R.

X 1

etapa 2. Se impune Conditia la limita tli+m x (t) = 0. Cum trecerea la limitd pentru ¢ — +oo
clapa 2. o

in expresia lui z (f) presupune alegerea unui interval de definitie a solutiei de forma I = |d, +o0]
iar sint este functie periodicd (adicd existd intervale |d;, +o0o[ pe care sint > 0 si existd intervale
|da, +o0[ pe care sint < 0) nu se poate gti in care din relatiile (x%1) sau (xx3) sd trecem la limita.
Deoarece pentru ecuatii diferentiale liniare, deci si la ecest exercitiu, solutiile pot fi grupate sub
(%), convenim sd se impund asupra solutiei generale (xx) conditia la limita tliinoo:v (t) =0, adica
. . . _ 1
i 0= Ji_ (60 (1)
Cum limita din membrul drept al relatiei anterioare nu existd = nu gasim nici un ¢ din relatia

anterioard = nu existd nici o solutie particulard a ecuatiei (x1y1) care sa verifice conditia la limita
lim xz(t) =0.

t——+o0
Dacd s-ar fi cerut lim z (¢) = 1, se considera Iy = |-, 0] si I2 = ]0, [, se impunea

t—0

. B i ) N
ot © (=1 o [(sint) (1 +4)] =1 R .
Jmos@ =1 T\ dm e (e h)] =1 T CRSec
10,t€ls t]0,tely

adica Ii%lm (t) = 0 este verificatd de toate solutiile definite pe I si lilr(rjms (t) = 0 este verificatd de
t t

toate solutiile definite pe Is.

O2. PROBLEME CAUCHY PENTRU ECUATII DIFERENTIALE DE ORDINUL 1

(cu rezolvare numerica)

OExercitiul 1. Si se demonstreze teorema de existentd si unicitate a solutiei pentru problema
Cauchy corespunzéatoare ecuatiei cu variabile separabile, ecuatiei liniare, ecuatiei Bernoulli, ecuatiei
Riccati.

OExercitiul 2. Si se determine un interval arbitrar pe care s§ existe o unici solutie pentru
rezolvarea urmatoarei probleme Cauchy si sa se calculeze primele 3 iteratii Picard ale problemei:
x = 2t + 32,
{ CI :z(0)=0.

OExercitiul 3. Si se arate c& problema Cauchy
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42
.T, — .'173 + e t ,
Cl:z(0)=1
are solutie unica pe intervalul I = [—%, é] si pe acest interval are loc inegalitatea 0 < x (t) < 2.

OExercitiul 4. S& se studieze existenta solutiei problemei Cauchy pentru
) @ =2 +1In(1 + 22)
CI:z(0)=0;

=12 — 22
b) { CI :z(0) = 0;

a:'—it
c){ 1422

CI :z(0) =0;
1 2.2
I __ —x“sin“t
" T ec
CI :z(0)=0.

OExercitiul 5. Si se stabileasci dac#i sunt indeplinite conditiile de existentd si unicitate ale

solutiei pentru urmatoarele probleme Cauchy
) { a' = 3223213 1)

CI :z(0)=0;

;L Vsinx

b) v cost
CI:x(3) = 3;

o) tr' =x—1
CI :z(0) = 0;
tr' =x—1
d) { CI:a(1)=1.
OExercitiul 6. Si se determine cu ajutorul metodei aproximatiilor succesive solutia problemei
Cauchy

o =1—x2+¢
CI:z(0)=0.

OExercitiul 7. Si se determine primele trei aproximatii succesive pentru urmstoarele probleme
Cauchy gi sa se evalueze eroarea pentru t apartindnd intervalelor indicate

! =x +t? 1

<t < sz

a){CI:m(O):() , pentru 0 <t < 3;
, 1+ 22

by ¥ = 2 tru 0 <t <1

) 1+t , pentru 0 < ¢ < 5.

CI:z(0)=0



