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SEMINAR NR. 5, REZOLV¼ARI
EDCO, AIA

3: ECUAŢII DIFERENŢIALE DE ORDINUL n LINIARE
3:1: Ecua̧tii diferenţiale de ordinul n liniare având coe�cienţi variabili-NU
3:2: Ecua̧tii diferenţiale de ordinul n liniare având coe�cienţi constanţi

Forma general¼a a unei ecua̧tii diferenţiale liniare neomogene/omogene de ordinul n cu
coe�cienţi constanţi :

x(n) (t) + a1x
(n�1) (t) + :::+ an�1x0 (t) + anx (t) = f (t) ; t 2 I (1)

dnx

dtn
+ a1

dn�1x

dtn�1
+ :::+ an�1

dx

dt
+ anx = f (10)

unde ai2 R, i 2 f1; :::; ng, sunt numere reale numite coe�cienţi (constanţi), iar f : I � R! R este
funçtie continu¼a, numit¼a termen liber. Dac¼a f este neidentic nul¼a atunci (1) se numeşte ecuaţie
neomogen¼a (EN); dac¼a f este identic nul¼a, atunci (1) se numeşte ecuaţie omogen¼a (EO).
Rezolvare: Pentru t 2 Ix = I, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, se caut¼a
x (t; c1; :::; cn), soluţia general¼a pentru EN. Utilizând explicaţiile teoretice din curs se schi̧teaz¼a
algoritmul de rezolvare a acestei ecuaţii diferenţiale.
Etapa 1 : Se determin¼a soluţia general¼a a EO ataşate ecuaţiei (1) (notat¼a xo (t; c1; :::; cn)) :

x(n) (t) + a1x
(n�1) (t) + :::+ an�1x0 (t) + anx (t) = 0 (2)

Pasul 1 : Se ataşeaz¼a ecuaţiei diferenţiale EO (2) ecuaţia ei caracteristic¼a EC:

�n + a1�
n�1 + :::+ an�1�+ an = 0: (3)

Este o ecuaţie algebric¼a polinomial¼a de grad n având coe�cienţii reali ai2 R, i 2 f1; :::; ng ; în
necunoscuta �, care admite exact n r¼ad¼acini complexe. Se determin¼a, precizând şi multiplicitatea
lor.
Pasul 2 : Pentru �ecare r¼ad¼acin¼a a EC se g¼asesc corespunz¼ator soluţii particulare liniar independente
ale EO, dup¼a algoritmul:
�Cazul 1 : �1 2 R cu m (�1) = 1 x1 (t) = e

�1t.

�Cazul 2 : �1 2 R cu m (�1) = m 

8>><>>:
x1 (t) = e

�1t;
x2 (t) = te

�1t;
:::
xm (t) = t

m�1e�1t:
�Cazul 3 : �1;2 2 C n R, �1;2 = �1 � i�1 cu m (�1;2) = 1 �

x1 (t) = e
�1t cos (�1t) ; x2 (t) = e

�1t sin (�1t) :
�Cazul 4 : �1;2 2 C n R, �1;2 = �1 � i�1 cu m (�1;2) = m 8>><>>:

x1 (t) = e
�1t cos (�1t) ; x2 (t) = e

�1t sin (�1t) ;
x3 (t) = te

�1t cos (�1t) ; x4 (t) = te
�1t sin (�1t) ;

::: :::
x2m�1 (t) = tm�1e�1t cos (�1t) ; x2m (t) = t

m�1e�1t sin (�1t) :
Din algoritm se g¼aseşteB = (x1; :::; xn) ; adic¼a exact n soluţii particulare ale EO, liniar independente:
Sistemul de funçtii (x1; :::; xn) se numeşte sistem fundamental de soluţii pentru ecuaţia omogen¼a
EO (baz¼a).
Pasul 3 : Soluţia general¼a a EO este o combina̧tie liniar¼a de cele exact n soluţii particulare liniar
independente determinate la Pasul 2
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xo (t; c1; :::; cn) = c1x1 (t) + :::+ cnxn (t) ;8t 2 R şi c1; :::; cn 2 R: (4)

Etapa 2 : Se determin¼a o soluţie particular¼a a EN, notat¼a xp (t).
Metoda varia̧tiei constantelor: Teoretic se poate folosi la orice ecuaţie, practic apar di�cult¼aţi în
aplicare când ecuaţia este de ordin mare şi apar de calculat (f¼ar¼a calculator) determinanţi funçtionali
de ordinul respectiv şi integrale. Se caut¼a xp (t) de forma

xp (t) = u1 (t)x1 (t) + :::+ un (t)xn (t) ;8t 2 I. (5)

unde u0i : I! R, i 2 f1; :::; ng, sunt soluţii ale sistemului8>><>>:
u01 (t)x1 (t) + :::+ u

0
n (t)xn (t) = 0

u01 (t)x
0
1 (t) + :::+ u

0
n (t)x

0
n (t) = 0

:::

u01 (t)x
(n�1)
1 (t) + :::+ u0n (t)x

(n�1)
n (t) = f (t)

(6)

Se integreaz¼a rezultatele, se înlocuiesc expresiile lui ui; i 2 f1; :::; ng în (5) şi se obţine xp.
Metoda coe�cienţilor nedetermina̧ti (asociat¼a uneori cu principiul superpozi̧tiei) : Se
aplic¼a numai pentru ecuaţii neomogene cu coe�cienţi constanţi pentru care termenul liber este
un cvasipolinom sau o combinaţie liniar¼a de cvasipolinoame. Se utilizeaz¼a Teoremele 1şi 2.
Teorema 1. Fie EN cu f un cvasipolinom, adic¼a

f (t) = e�t (P (t) cos (�t) +Q (t) sin (�t)) ;8t 2 R; (7)

unde �; � 2 R, iar P;Q sunt polinoame.
Dac¼a � = � + �i este r¼ad¼acin¼a a EC, cu multiplicitatea m (�) = s ( s = 0 dac¼a � = � +
�i nu este r¼ad¼acin¼a a EC ); atunci EN admite o soluţie particular¼a de forma

xp (t) = t
se�t (A (t) cos (�t) +B (t) sin (�t)) ;8t 2 R: (8)

A şi B sunt polinoame de grad cel mai mare dintre gradele lui P şi Q iar coe�cienţii lor se
determin¼a impun¼and ca xp s¼a veri�ce EN.
Teorema 2. (Principiul superpozi̧tiei) Fie EN, cu f o combinaţie liniar¼a de funcţii continue
(pot � cvasipolinome în particular), adic¼a

f (t) = c1f1 (t) + :::+ crfr (t) ;8t 2 I şi c1; :::; cr 2 R: (9)

unde fi 2 C (I;R) (în particular fi pot � de forma (7) ). Dac¼a, pentru 8i 2 f1; :::; rg, xpi sunt
soluţii particulare pentru (EN i)

x(n) (t) + a1x
(n�1) (t) + :::+ an�1x0 (t) + anx (t) = fi (t) ;8t 2 I (10)

atunci
xp (t) = c1xp1 (t) + :::+ crxpr (t) ;8t 2 I şi c1; :::; cr 2 R: (11)

este soluţie particular¼a pentru EN.
Etapa 3 : Soluţia general¼a a EN este dat¼a de

x (t; c1; :::; cn) = xo (t; c1; :::; cn) + xp (t) ;8t 2 I şi c1; :::; cn 2 R: (12)

Exerci̧tiul 1. S¼a se determine soluţiile generale ale urm¼atoarelor ecuaţii diferenţiale liniare omo-
gene cu coe�cienţi constanţi:
a) x(5) � 2x(4) + x000 � 2x00 = 0; t 2 R; b) x(4) + 6x00 + 9x = 0; t 2 R;
c) x000 � 2x00 � x0 + 2x = 0; t 2 R; d) 3x00 � 2x0 � 8x = 0; t 2 R;
e) x(4) + 2x000 + 3x00 + 2x0 + x = 0; t 2 R;
f) x(6) � x(5) � 4x(4) + 2x000 + 5x00 � x0 � 2x = 0; t 2 R;
g) x(5) � x(4) � x0 + x = 0; t 2 R; h) x(4) + 2x00 + x = 0; t 2 R.
Rezolvare : a) Fie (�EO) x(5) � 2x(4) + x000 � 2x00 = 0;8t 2 R:
Ecuaţia (�EO) este o ecuaţie diferenţial¼a de ordin 5; liniar¼a, cu coe�cienţii constanţi a1 = �2,
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a2 = 1, a3 = �2, a4 = 0, a5 = 0; omogen¼a. Pentru t 2 R, variabil¼a independent¼a din domeniul de
de�ni̧tie a soluţiei, se caut¼a xo (t; c1; :::; c5), soluţia general¼a pentru ecuaţia (�EO).
Pasul 1 : Se ataşeaz¼a ecuaţiei diferenţiale (�EO) ecuaţia ei caracteristic¼a

(�EC) �5 � 2�4 + �3 � 2�2 = 0, �2 (�� 2)
�
�2 + 1

�
= 0)8<:

�1 = 0 cu m (�1) = 2;
�2 = 2 cu m (�2) = 1;
�3;4 = �i cu m (�3;4) = 1:

Pasul 2 : Pentru �ecare r¼ad¼acin¼a a ecuaţiei caracteristice se g¼asesc corespunz¼ator soluţii particulare
liniar independente ale ecuaţiei omogene (�EO), dup¼a algoritmul dat

��1 = 0 cu m (�1) = 2 
�
x1 (t) = e

0t;
x2 (t) = te

0t:

��2 = 2 cu m (�2) = 1 x3 (t) = e
2t:

��3;4 = 0� i � 1 cu m (�3;4) = 1 
�
x4 (t) = e

0t cos 1t;
x5 (t) = e

0t sin 1t:
Pasul 3 : Conform algoritmului de la Pasul 2, (x1; :::; x5) este un sistem fundamental de soluţii
pentru (�EO) (sunt exact 5 soluţii particulare pentru (�EO) şi funçtii liniar independente). Atunci
soluţia general¼a a ecua̧tiei (�EO) este

xo (t; c1; :::; c5) = c1 � 1 + c2t+ c3e2t + c4 cos t+ c5 sin t;8t 2 R şi c1; :::; c5 2 R:

b) Fie (�EO) x(4) + 6x00 + 9x = 0;8t 2 R:
Ecuaţia (�EO) este o ecuaţie diferenţial¼a de ordin 4; liniar¼a, cu coe�cienţii constanţi a1 = 0, a2 = 6,
a3 = 0, a4 = 9; omogen¼a. Pentru t 2 R, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie a soluţiei,
se caut¼a xo (t; c1; :::; c4), soluţia general¼a pentru ecuaţia (�EO).
Pasul 1 : Se ataşeaz¼a ecuaţiei diferenţiale (�EO) ecuaţia ei caracteristic¼a

(�EC) �4 + 6�2 + 9 = 0,
�
�2 + 3

�2
= 0) �1;2 = �i

p
3 cu m (�1;2) = 2:

Pasul 2 : Pentru �ecare r¼ad¼acin¼a a ecuaţiei caracteristice se g¼asesc corespunz¼ator soluţii particulare
liniar independente ale ecuaţiei omogene (�EO), dup¼a algoritmul dat

��1;2 = 0� i
p
3 cu m (�1;2) = 2 

�
x1 (t) = e

0t cos
p
3t; x2 (t) = e

0t sin
p
3t;

x3 (t) = te
0t cos

p
3t; x4 (t) = te

0t sin
p
3t:

Pasul 3 : Conform algoritmului de la Pasul 2, (x1; :::; x4) este un sistem fundamental de soluţii
pentru (�EO) (sunt exact 4 soluţii particulare pentru (�EO) şi funçtii liniar independente). Atunci
soluţia general¼a a ecua̧tiei (�EO) este

xo (t; c1; :::; c4) = c1 cos
p
3t+ c2 sin

p
3t+ c3t cos

p
3t+ c4t sin

p
3t;8t 2 R şi c1; :::; c4 2 R:

Reprezentând gra�c pe I = R pentru
(c1; c2; c3; c4) = (1; 0; 0; 0), (c1; c2; c3; c4) = (0; 1; 0; 0), (c1; c2; c3; c4) = (0; 0; 1; 0) ; (c1; c2; c3; c4) =

(0; 0; 0; 1)
cu magenta (soluţiile particulare din sistemul fundamental) şi pentru

(c1; c2; c3; c4) = (1; 1; 1; 1) ; (c1; c2; c3; c4) = (�3; 1; 1; 1) ; (c1; c2; c3; c4) = (1;�3; 1; 1) ;
(c1; c2; c3; c4) = (1; 1;�3; 1) ; (c1; c2; c3; c4) = (1; 1; 1;�3)

cu albastru, se obţine
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t

x

g), h)-A se vedea Curs.

Exerci̧tiul 2: S¼a se determine soluţiile generale ale urm¼atoarelor ecuaţii diferenţiale liniare neo-
mogene :

a) x00 + 4x =
1

cos 2t
; t 2 I; b) x000 + x0 = sin t

cos2 t
; t 2 I ; c) x00 + x = tg t; t 2 I.

Rezolvare : a) Fie (�EN ) x00 + 4x =
1

cos 2t
; t 2 I.

Ecuaţia (�EN ) este o ecuaţie diferenţial¼a de ordin 2; liniar¼a, cu coe�cienţii constanţi a1 = 0, a2 = 4;
neomogen¼a cu termenul liber

f : I! R, f (t) =
1

cos 2t
.

I este un interval ce nu conţine t a.î. cos 2t = 0. Pentru t 2 I, variabil¼a independent¼a din domeniul
de de�ni̧tie a soluţiei, se caut¼a x (t; c1; c2), soluţia general¼a pentru ecuaţia (�EN ).
Etapa 1 : Se determin¼a soluţia general¼a a ecuaţiei omogene ataşate ecuaţiei (�EN ), adic¼a a ecuaţiei

(�EO)x00 + 4x = 0; t 2 R:
Pasul 1 : Se ataşeaz¼a ecuaţiei diferenţiale (�EO) ecuaţia ei caracteristic¼a

(�EC) �2 + 4 = 0) �1;2 = 0� 2i cu m (�1;2) = 1
Pasul 2 : Pentru �ecare r¼ad¼acin¼a a ecuaţiei caracteristice se g¼asesc corespunz¼ator soluţii particulare
liniar independente ale ecuaţiei omogene (�EO), dup¼a algoritmul dat

��1;2 = 0� 2i cu m (�1;2) = 1 
�
x2 (t) = e

0t cos 2t;
x3 (t) = e

0t sin 2t:
Pasul 3 : Conform algoritmului de la Pasul 2, (x1; x2) este un sistem fundamental de soluţii pentru
(�EO) (sunt soluţii particulare pentru (�EO) şi funçtii liniar independente). Atunci soluţia general¼a
a ecuaţiei (�EO) este

xo (t; c1; c2) = c1 cos 2t+ c2 sin 2t;8t 2 R şi c1; c2 2 R:

t

x
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Etapa 2 : Se determin¼a o soluţie particular¼a a ecuaţiei neomogene (�EN ).
Metoda coe�cienţilor nedetermina̧ti : Chiar dac¼a (�EN ) are coe�cienţi constanţi , se observ¼a
c¼a termenul ei liber nu este un cvasipolinom (nu este de forma (7))şi nici combina̧tie liniar¼a de cvasipolinoame.
În consecinţ¼a, nu se poate aplica metoda coe�cienţilor nedeterminaţi.
Metoda varia̧tiei constantelor : Deoarece (x1; x2) este un sistem fundamental de soluţii pentru
(�EO) ; se caut¼a xp de forma

xp (t) = u1 (t) cos 2t| {z }
x1(t)

+ u2 (t) sin 2t| {z }
x2(t)

;8t 2 I,

unde u0i : I! R, i 2 f1; 2g, sunt soluţii ale sistemului(
u01 (t) cos 2t+ u

0
2 (t) sin 2t = 0

u01 (t) (�2 sin 2t) + u02 (t) (2 cos 2t) =
1

cos 2t
Se calculeaz¼a

�(t) =W (t;x1; x2) =

���� cos 2t sin 2t
�2 sin 2t 2 cos 2t

���� = 2 6= 0;8t 2 I:
�1 (t) =

����� 0 sin 2t
1

cos 2t
2 cos 2t

����� = � sin 2t
cos 2t

;8t 2 I.

�2 (t) =

����� cos 2t 0

�2 sin 2t 1

cos 2t

����� = 1;8t 2 I.
Atunci8<: u01 (t) =

�1(t)
�(t) =

1
2

� sin 2t
cos 2t

;

u02 (t) =
�2(t)
�(t) =

1
2 :

������ R (�) dt)
�
u1 (t) =

1
4 ln jcos 2tj+ k1;

u2 (t) =
1
2 t+ k2:

Deoarece se caut¼a o soluţie particular¼a xp; se alege k1 = 0, k2 = 0. S-a obţinut
xp (t) =

1
4 ln jcos 2tj (cos 2t) +

1
2 t (sin 2t) ;8t 2 I.

t

x

Etapa 3 : Soluţia general¼a a ecuaţiei neomogene (�EN ) este dat¼a de
x (t; c1; c2) = xo (t; c1; c2) + xp (t) ;8t 2 I şi c1; c2 2 R; adic¼a
x (t; c1; c2) = c1 cos 2t+ c2 sin 2t+

1
4 (cos 2t) ln jcos 2tj+

1
2 t sin 2t;8t 2 I şi c1; c2 2 R:
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x


