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SEMINAR NR. 5, REZOLVARI
EDCO, ATA

3. ECUATII DIFERENTIALE DE ORDINUL n LINTARE
3.1. Ecuatii diferentiale de ordinul n liniare avind coeficienti variabili-NU
3.2. Ecuatii diferentiale de ordinul n liniare avand coeficienti constanti

Forma generala a unei ecuatii diferentiale liniare neomogene/omogene de ordinul n cu
coeficienti constanti :

™ () + a1z D () + oA ana2’ (t) Fanz (t) = fF(t),t €1 (1)
d"xz A1z dx ,
w+alw+...+an_la+an$—f (1)

unde a;€ R, ¢ € {1,...,n}, sunt numere reale numite coeficienti (constanti), iar f: 1 C R — R este
functie continua, numita termen liber. Dacad f este neidentic nuld atunci (1) se numeste ecuatie
neomogend (EN); dacd f este identic nuld, atunci (1) se numeste ecuatie omogena (EO).
Rezolvare: Pentru t € [, = [, variabila independenta din domeniul de definitie a solutiei, se cauta
x (t;c1, ..., ¢ ), solutia generald pentru EN. Utilizand explicatiile teoretice din curs se schiteaza
algoritmul de rezolvare a acestei ecuatii diferentiale.

Etapa 1 : Se determind solutia generald a EO atagate ecuatiei (1) (notatd x, (¢;c1, ..., ¢p)) :

2 () + a1z (#) + ... + ap_12’ () + anz () = 0 (2)
Pasul 1 : Se atageaza ecuatiei diferentiale EO (2) ecuatia ei caracteristica EC:
N+ a N an A+ a, = 0. (3)

Este o ecuatie algebricd polinomiald de grad n avand coeficientii reali a;€ R, ¢ € {1,...,n}, in
necunoscuta A, care admite exact n rddacini complexe. Se determina, precizdnd si multiplicitatea
lor.

Pasul 2 : Pentru fiecare radacina a EC se gasesc corespunzator solutii particulare liniar independente
ale EO, dupa algoritmul:

eCazul 1 : A\ € Rcum () =1~ z1 (t) = Ml
z1 (t) = 6/\1t)
zo (t) = tet,

eCazul 2 : \; e Rcum (A1) =m ~

T (1) = tm et
eCazul 3 : /\1’2 eC \ R, )\172 e == iﬂl cum ()\1’2) =1~
{ @1 (t) = e cos (Byt); x2(t) = e'sin (By1).
eCazul 4 : /\1’2 eC \ R, )\172 =o1 * iﬂl cum ()\172) =m ~>
x1 (t) = e*t cos (B4t) , To (t) = e*tsin (B4t),
r3 (t) = te“ cos (B41), 74 (t) = teMtsin (B,1) ,

Tom_1 (t) =t Lel cos (Bt), xam (t) = t™ Lteitsin (B;t).
Din algoritm se gaseste B = (z1, ..., zp,) , adica exact n solutii particulare ale EO, liniar independente.
Sistemul de functii (x1, ..., z,) se numeste sistem fundamental de solulii pentru ecuatia omogena
EO (baza).
Pasul 3 : Solutia generala a EO este o combinatie liniara de cele exact n solutii particulare liniar
independente determinate la Pasul 2
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’a:o (t;c1yeycn) =11 () + oo + cpan (6) ,VE € R 51 1y ey € R.‘ (4)
Etapa 2 : Se determind o solutie particulara a EN, notata z,, (¢).
Metoda variatiei constantelor: Teoretic se poate folosi la orice ecuatie, practic apar dificultati in
aplicare cand ecuatia este de ordin mare si apar de calculat (farad calculator) determinanti functionali
de ordinul respectiv si integrale. Se cautd z, () de forma

zp (t) = w1 (£) z1 (8) + oo +up (£) 2 (), VE € 1L (5)
unde v} : T — R, ¢ € {1,...,n}, sunt solutii ale sistemului
up (B) @y (8) + o+ up, (¢ )ﬂfn()—o
wy () @y (8) + - +uy () 25, () =0

(6)
uy (2" (@) e, ()Y () = £ (1)

Se integreaza rezultatele, se inlocuiesc expresiile lui u;, @ € {1,...,n} in (5) si se obtine z,.
Metoda coeficientilor nedeterminati (asociatd uneori cu principiul superpozitiei) : Se
aplicd numai pentru ecuatii neomogene cu coeficienti constanti pentru care termenul liber este
un cvasipolinom sau o combinatie liniara de cvasipolinoame. Se utilizeaza Teoremele 1si 2.
Teorema 1. Fie EN cu f un cvasipolinom, adica
f(t)=e (P (t)cos(Bt) + Q (t)sin (Bt)),Vt € R, (7)
unde o, 3 € R, iar P,Q sunt polinoame.
Daca A = a + i este radacinag o EC, cu multiplicitatea m(A\) = s (s = 0 dacd A = o +
Bi nu este radacina a EC), atunci EN admite o solutie particulara de forma
zp (t) = t°e™ (A (t) cos (Bt) + B (t)sin (Bt)), Vt € R. (8)
A gi B sunt polinoame de grad cel mai mare dintre gradele lui P si Q iar coeficientii lor se
determina impunand ca x, sa verifice EN.
Teorema 2. (Principiul superpozitiei) Fie EN, cu f o combinatie liniara de functii continue
(pot fi cvasipolinome in particular), adica

f@=ah®)+. +ef(t),Vtelsic, . .,¢ R, (9)
unde f; € C(I;R) (in particular f; pot fi de forma (7)). Daca, pentru Vi € {1,...,r}, x,, sunt
solutii particulare pentru (EN;)

™ () + a1z Y () + ..+ an12’ (t) +anz (t) = f; (1) ,Vt €1 (10)
atunci
xp (t) =Crzp, (1) + ... + Gy, (¢) ,VE€lsic, ..., € R (11)

este solutie particulard pentru EN.
FEtapa 3 : Solutia generald a EN este datad de

‘x (t;¢1s ey tn) = Zo (L€t ey cn) +ap (B),VE €L sicr,y.ycn €RL (12)

Exercitiul 1. Sa se determine solutiile generale ale urmétoarelor ecuatii diferentiale liniare omo-
gene cu coeﬁcienti constanti:
a)x )—i—x’” 2" = 0,t € R; b) z* + 62" 4+ 9z = 0,t € R;
c) x’ —2$”—x +22=0,t € R;d) 32" — 22/ — 8z =0,t € R;
e) W 4+ 22" 4 32" + 22" + x = 0, teR
£) 20 — 20) — 454 1 22" 4 52" — o' — 22 =0,t € R;
g) 0 — 2@ — g/ 2 =0t €R; h):c +22" +2=0,teR.
Rezolvare : a) Fie (xpo) 20 — 22 + 2" — 22" = 0,Vt € R.
Ecuatia (xgo) este o ecuatie diferentiald de ordin 5, liniard, cu coeficientii constanti a3 = —2,
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az =1, a3 = -2, ag =0, a5 = 0, omogena. Pentru t € R, variabila independenta din domeniul de
definitie a solutiei, se cauta z, (t;c1, ..., c5), solutia generala pentru ecuatia (xgo).
Pasul 1 : Se atageaza ecuatiei diferentiale (xgo) ecuatia ei caracteristica
(kpc) N> =2X'+ X3 -2 =0 N2 (A -2) (N> +1)=0=
Al=0cum(A) =2,
)\2 =2cu m()\g) = 1,
)\374 =Z+icum ()\374) =1.
Pasul 2 : Pentru fiecare radécina a ecuatiei caracteristice se gisesc corespunzator solutii particulare
liniar independente ale ecuatiei omogene (xpo), dupa algoritmul dat
_ 0t
oA =0cum(N) =2~ { 2 Eg _ :e();.
ey =2cum(Ng) =1~ 23(t) = e?.
_ 0t
a0k e mOnd =1 { 220 G
Pasul 3 : Conform algoritmului de la Pasul 2, (z1,...,25) este un sistem fundamental de solutii
pentru (xgo) (sunt exact 5 solutii particulare pentru (xgo) si functii liniar independente). Atunci
solutia generald a ecuatiei (xpo) este
T, (t;c1, ..y c5) = c1 - 1+ cat + c3€? + cqcost + cssint, ¥Vt € Rsi ¢, ...,c5 € R.

b) Fie (xpo) ¥ + 62" + 92 = 0,Vt € R.
Ecuatia (xgo) este o ecuatie diferentiald de ordin 4, liniard, cu coeficientii constanti a; = 0, ag = 6,
az =0, ag = 9, omogena. Pentru ¢t € R, variabila independentd din domeniul de definitie a solutiei,
se cautd x, (t; c1, ..., ¢4), solutia generald pentru ecuatia (xgo).
Pasul 1 : Se atageazd ecuatiei diferentiale (xpo) ecuatia ei caracteristica

(+50) XM+ 6X2+9=05 (A2 +3)2=0= Ao = +iv3 cum (A1) = 2.
Pasul 2 : Pentru fiecare radécind a ecuatiei caracteristice se gisesc corespunzéator solutii particulare
liniar independente ale ecuatiei omogene (xpo), dupa algoritmul dat

, z1 (t) = e cos v/3t, xo(t) = % sin/3t,

oMo =0%iv3cum(Ag) =2~ { x3 () = te% cos V/3t, w4 (t) = te% sin/3t.
Pasul 3 : Conform algoritmului de la Pasul 2, (z1,...,24) este un sistem fundamental de solutii
pentru (xgo) (sunt exact 4 solutii particulare pentru (xgo) si functii liniar independente). Atunci
solutia generald a ecuatiei (xpo) este

Ty (t;C1, ..y cq) = €1 €OS V3L + co5in /3t + c3t cos /3t + cat sin /3L, ¥t € Rsi ¢p,...,cq € R.
Reprezentand grafic pe I = R pentru

(01, c2,C3, C4) = (1, 0, 0, 0), (Cl, Cg,C3, C4> = (0, 1, 0, 0), (Cl, Co,C3, 04) = (0, 0, 1, 0) s (01, Cc2,C3, 04) =
(0,0,0,1)
cu magenta (solutiile particulare din sistemul fundamental) si pentru

(c1,¢2,c3,¢4) = (1,1,1,1), (c1,c0,¢3,¢c4) = (—3,1,1,1), (¢1,c2,¢3,¢4) = (1,-3,1,1),

(Cl, Cc2,C3, C4) = (1, 1, —3, 1) s (01, Cc2,C3, C4) = (1, 1, 1, —3)
cu albastru, se obtine
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g), h)-A se vedea Curs.

Exercitiul 2. Sa se determine solutiile generale ale urmatoarelor ecuatii diferentiale liniare neo-
mogene :

1 sint
1 4 —
a) v A cos 2t cos2t’

Rezolvare : a) Fi " 4:—,15611
ezolvare : a) Fie (xgy) 2" + 4z p—

el b) " +a = tel;c)a” +ax=tgt,tel

Ecuatia (xgn) este o ecuatie diferentiala de ordin 2, liniara, cu coeficientii constanti a; = 0, ag = 4,
neomogend cu termenul }iber

IR, f(t)= pmrye
I este un interval ce nu contine ¢ a.i. cos2t = 0. Pentru ¢ € I, variabila independenta din domeniul
de definitie a solutiei, se cautd z (; c1, c2), solutia generald pentru ecuatia (xgn).
Etapa 1 : Se determind solutia generald a ecuatiei omogene atagate ecuatiei (xgy), adicd a ecuatiei

(xpo) 2" + 42 =0,t € R.
Pasul 1 : Se atageaza ecuatiei diferentiale (xpo) ecuatia ei caracteristicd

()pc) N> +4=0=X2=0+2icum (M) =1
Pasul 2 : Pentru fiecare radécind a ecuatiei caracteristice se gésesc corespunzéator solutii particulare
liniar independente ale ecuatiei omogene (xpo), dupd algoritmul dat

_ 0t

Mo =020 cum () =1 { 22007 0
Pasul 3 : Conform algoritmului de la Pasul 2, (z1, z2) este un sistem fundamental de solutii pentru
(*po) (sunt solutii particulare pentru (xgo) si functii liniar independente). Atunci solutia generald
a ecuatiei (xpo) este

To (t;c1,02) = €1 €082t + co8in2t,Vt € R si ¢1,c0 € R.
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Etapa 2 : Se determind o solutie particularad a ecuatiei neomogene (xgy ).
Metoda coeficientilor nedeterminati : Chiar dacd (xgy) are coeficienti constanti , se observa
ca termenul ei liber nu este un cvasipolinom (nu este de forma (7))si nici combinatie liniard de cvasipolinoame.

In consecintd, nu se poate aplica metoda coeficientilor nedeterminati.
Metoda variatiei constantelor : Deoarece (z1,x2) este un sistem fundamental de solutii pentru
(*£0) , se cautd z;, de forma
xp (t) = uy (t) cos 2t + ua (t) sin 2, Vt € I,
x1(t) $2(t)

unde v} : I — R, ¢ € {1,2}, sunt solutii ale sistemului

u) (t) cos2t 4+ uby () sin2t = 0

u) (t) (—2sin2t) 4+ uby (¢) (2cos 2t) =
Se calculeaza

A(t) =W (t;z1,22) =

1
cos 2t

cos 2t sin 2t
—2sin2t 2cos2t

‘:2#0,\#@1.

0 sin 2¢ —sin 2t
A (t) = =—,Vtel
1) ' 2cos 2t cos 2t
cos
cos 2t 0
2= ognar L Ve
cos 2t
Atunci "y
!/ t) = Al(t) — 1 —sm — 1
u () AA(&)) i cos 2t ’ f (1) dt = { Zl E:; letlr—li_|ckos 2+ ke,
!/ 2 _ - 5 .
Uoy t A(t) =3 2 2 2
Deoarece se cauta o solutie particulara x,, se alege k1 = 0, ko = 0. S-a obtinut
zp (t) = 3 In|cos 2t| (cos2t) + 3t (sin2t),Vt € L.

Etapa 3 : Solutia generald a ecuatiei neomogene (xgy) este data de
x(t;c1,c2) = o (tc1,c2) + 2 (8) ,VE €1 51 c1, 2 € R, adica
x (t;c1, ) = c10082t 4 cosin 2t + 1 (cos 2¢) In [cos 2¢| + 3tsin2t,Vt € L si c1, 2 € R.
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