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SEMINAR NR. 6, REZOLVARI
EDCO, ATA

3. ECUATII DIFERENTIALE LINTARE DE ORDINUL n
3.1. Ecuatii diferentiale liniare de ordinul n cu coeficienti variabili
3.2. Ecuatii diferentiale liniare de ordinul n cu coeficienti constanti-continuare

Exercitiul 3. Sa se determine solutiile generale ale urmatoarelor ecuatii diferentiale liniare neo-
mogene cu coeficienti constanti:
a)z@ — 22" 4+ 2" =3, teR;b) 2" —z=t3—1,t € R;
c) 2 — 22" 4 2" =tet, t € R; d) 2P + 2 = cos4t,t € R;
e)z" —z=t>tecR;f) z® — 42" = 8tv? t € R;
g) 2" — 32’ + 2z = 8t2e3 t € R; h) 2" — 62’ + 9z = t2e3! t € R;
i) 2’ — 62’ + 92 = 10sint,t € R; j) 2" + z = 10sint, ¢t € R.
Rezolvare : a) Fie (xpy) 2 — 22" + 2" =3t € R.
Ecuatia (xgn) este o ecuatie diferentiald de ordin 4, liniard, cu coeficientii constanti a; = —2,
az =1, a3 = 0, ag = 0, neomogena cu termenul liber f : R — R, f (t) = t3. Pentru ¢ € R, variabild
independenta din domeniul de definitie a solutiei, se cautd z (¢;cy, ..., c4), solutia generala pentru
ecuatia (xgy).
Etapal : Se determind solutia generald a ecuatiei omogene atagate ecuatiei (xgy), adicd a ecuatiei
(*po) ¥ — 22" + 2" =0,t € R.
Pasul 1 : Se atageaza ecuatiei diferentiale (xgo) ecuatia ei caracteristicd
(hmo) M — 203 £ X2 =0 X2 (A — 1) =0 = { i;iiﬁﬁﬁigizi
Pasul 2 : Pentru fiecare radécing a ecuatiei caracteristice se gisesc corespunzéitor solutii particulare
liniar independente ale ecuatiei omogene (xgo), dupd algoritmul dat

o/\1:00um()\1):2w{ ml(t;_tzt

(t
o/\g—lcum()\z)—Qw{ w3 (t) =
4 (t) = te
Pasul 3 : Conform algoritmului de la Pasul 2, (x1,...,x4) este un sistem fundamental de solutii
pentru (xgo) (sunt exact 4 solutii particulare pentru (xgo) si functii liniar independente). Atunci
solutia generald a ecuatiei (xpo) este
T (t;c1, ..y cq) = 11 + cot + cgel + cqtel, Vt € R sicq,...,cy €R.
Etapa 2 : Se determind o solutie particularad a ecuatiei neomogene (xgy ).
Metoda variatiei constantelor (mult calcul, apar determinanti, derivate, integrale; nu se justifica
folosirea): Deoarece (z1, ..., 4) este un sistem fundamental de solutii pentru (xgo) se cautd z, de
forma
x, (1) :u1(t)\l//—i—ug(t)\t//—i—m(t)\ej/—i—uz;(t)iejjwER,
z1(t) z2(t) z3(t) z4(t)
unde v} : T — R, ¢ € {1,2,3,4}, sunt solutii ale sistemului

uh (t) - 1+u’2(t) t+uh (t) - et +uj(t)-tel =0

wf (8)-04uh(t)-14+us(t)-et +uj(t) - (t+1)et =0
uf (8)-04+uh(t)-04+uh(t) et +uy(t) (t+2)et =0
Wh (£) 0+ b (£) - 0+ ufy (1) - e+l (1) - (£ +3) el =12

Se calculeaza:
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1t e te
_ 101 et (41t | o
A(t)y=W (t;x1,...,x4) = 00 ¢ (t+2)¢ =e” #0,Vt e R.
0 0 e (t+3)€
0 t e te
t e te!
¢ ¢
M=o o % Eiigzt — B 1 et (1) | = 32 (t—2) VR
t ¢
30 e (t+3)e 0 € (t+2)e
1 0 e te
0 0 e (t+1)e
Ag (t) = 0 0 et Et + 2§ et = t362t7Vt S R.
0 3 e (t+3)e
1t 0 te
01 0 (t+1)é
As=19 0 0o Et+2§€t = —t3! (t+2),Vt € R.
0 0 t3 (t+3)e
1t e 0
101 et 0| ey,
Ay (t) = 00 ¢ 0o t3et,Vt € R
0 0 e ¢
Atunclu, (t) = Ait) _ 44 o3 - t
! AA(&)) ul(t):—g+24 + kq
uy (t) = A2(t) =13 [ (Yt 2 (@:%4_1@2
uh (1) = i = (~1* —20) e uz (t) = (t4+2t+4t3+2+12t2+24t+24) et + ks
_ 2
uf4<t>=i“<i§’=t36*t ua (£) = (~£0 =36 = 6t = 6) e + by
Deoarece se cauta o solutie particulara x,, se alege k1 = 0, ko = 0, k3 = 0, k4 = 0. S-a obtinut

/ \O

—8 25 ) Lk Gt (84 4+ 408 + 1202 4 261 + 26) eel + (8 — 312 — 6t — 6) e et =
T (t) 2Ot5 + 3t* + 3 + 612 4 20t + 26, V¢ € R
Metoda coeficientilor nedeterminati : Deoarece (xpy) are coeficienti constanti si termenul
liber un cvasipolinom, atunci se poate cauta x, cu Teorema 1. Intr-adevir,
f@)=1t>=¢e" \ti/cos (0t) —}-\1,/s1n (0t) | ,Vt e R,
P(t) Q)
adica f este de forma (7), cu « =0,
caracteristicd de multiplicitate m (\) =
forma
zp (t) = t2e% (A (t) cos (0t) + B (t)sin (0t)) = t2A (t) ,Vt € R,
unde A gi B sunt polinoame de grad cel mai mare dintre gradele lui P si ), adica 3. Se determina
coeficientii u;,4 € {0,1,2,3} ai polinomului A (t) = o + pit + pot? + pst® impunind ca , si fie
solutie particulard a (xgn).

0, P(t) =13 Q() =1. Cum \ = 0+ 0i este ridacini

2 = s = se cautd o solutie particulard pentru (xgy) de
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0 |y (8) = pot® + pt? + pgt* + pgt?

0 o, () = 2t + 3pyt? + 4t + Spugtt
1 2 () = 29 + 6puyt + 1249t% + 20453
—2 oy () = 6y + 24p5t 4 60u5t>

1 2 (1) = 24py + 1204t

+1in (*EN)’ t5 = (219 — 121 + 24p15) + (6117 — 48y + 120p13) t+
(1249 — 120p3) t2 + 20u5t3, Vt € R.
Identificim coeficientii puterilor lui t =

0 0=2u — 120y + 24py o = 12

th: ] 0=06pu; —48u,y + 120454 g =3

2. ) 0=12u, — 1204 T =1

3. | 1=20p, [3 = 55
S-a obtinut

ap (t) =% (124 3t + 312 + 55t%) ,Vt € R.
Era posibil sa se obtina solutii particulare diferite prin cele doud metode.
Etapa 3 : Solutia generald a ecuatiei neomogene (xgy) este datd de
x(ticr,...,ca) = To (c1, 0y ca) + 2 (t) ,VEERs1 €1,...,ca €R.
Se inlocuieste z, (¢; c1, ..., c4) de la Etapa 1 si una din z,, (¢) de la Etapa 2.

b) Fie (xgyn) 2" —x =13 —1,t € R.
Ecuatia (xgn) este o ecuatie diferentiald de ordin 3, liniara, cu coeficientii constanti a; = 0,
az = 0, a3 = —1, neomogeni cu termenul liber f : R — R, f(t) = t3 — 1. Pentru t € R, variabild
independenta din domeniul de definitie a solutiei, se cauta z (¢; ¢y, ..., c3), solutia generald pentru
ecuatia (xgy).
Etapa 1 : Se determind solutia generald a ecuatiei omogene atasate ecuatiei (xgy), adicd a ecuatiei
(xpo) 2" —x =0,t € R.
Pasul 1 : Se atageazd ecuatiei diferentiale (xgo) ecuatia ei caracteristica
Al=1lcum(\) =1,
=14 f
Pasul 2 : Pentru fiecare radécing a ecuatiei caracteristice se gasesc corespunzator solutii particulare
liniar independente ale ecuatiei omogene (xgo), dupd algoritmul dat
edi=1lcum(\) =1~ 21 (t) = e,

((pc) N =1=0AN-1) (N +A+1)=0=

)\2’3: 1 cu m()\gg)—l

x9 (t) = et cos (§t> ,
x3 (1) = e !sin <§t)
Pasul 3 : Conform algoritmului de la Pasul 2, (z1,x2,z3) este un sistem fundamental de solutii
pentru (xgo) (sunt exact 3 solutii particulare pentru (xgo) si functii liniar independente). Atunci
solutia generald a ecuatiei (x EO) este
7, (t;c1, co,c3) = crelt + cae Ftcos (ft> + c3e Ftsin (\ft) WVt e Rsicy,cea,c3 €R.
Etapa 2 : Se determind o solutie particulara a ecuatiei neomogene (xgy ).
Metoda variatiei constantelor (mult calcul, apar determinanti, derivate, integrale; nu se justifica

folosirea): Deoarece (z1,x2,23) este un sistem fundamental de solutii pentru (¥go), se cauta z, de
forma

0)\273:771:t\/>’l cum(Aa3) =1~
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~~
x1 (t)

- 3 - 3
zp (1) = uy (t) et 4 ug (t) e cos <\2[t> + ug (t) e2 lsin ({t) ,Vt € R,

z2(t) z3(t)
unde u} : I — R, ¢ € {1, 2,3}, sunt solutii ale unui sistem functional. Din cauza expresiilor functiilor
1, T2, T3 = este greoi de aplicat Metoda variatiei constantelor.
Metoda coeficientilor nedeterminati : Deoarece (xpy) are coeficienti constanti si termenul

liber un cvasipolinom (vezi mai jos) atunci se poate cduta x, cu Teorema 1. Intr-adevar,

— 43 _ 0t | (43 -
f)y=t3-1=€"| (¢ —1)cos(0t)+\1’/sm(0t) ,Vt € R,
P() Q1)

adici f este de forma (7), cu @ =0, 3 =0, P(t) =t -1, Q(¢) = 1. Cum A = 0 + 0 nu este
ridacind caracteristicd = se cautd o solutie particulard pentru (xgy) folosind Teorema 1, de forma

zp (t) = €% (A (t) cos (0t) + B (t)sin (0t)) = A (t),Vt € R,
unde A gi B sunt polinoame de grad cel mai mare dintre gradele lui P si @, adica 3. Se determina
coeficientii y;,4 € {0,1,2,3} ai polinomului A (t) = gy + pqt + pot® + pst®, impunidnd ca x, si fie
solutie particulard a (xgn).
-1 Jxp (t) = po + pat + pot® + pgt®

Tp

0 b (t) = puy + gt + 3pgt?
0 |y (1) = 249 + 6p3t
1 |y (t) = 6y

+ in (*EN)’ t3 — 1= (—pg + 6p3) — pyt — pot® — pgt®, vt € R.
Identificam coeficientii puterilor lui ¢t =

0 [ —1=—pg+ 6 Po = =9
th: ) 0= —Hq py =0
t2: ] 0= —H - pa =0
e 1= —I3 py = —1

S-a obtinut
zp (1) = =5 —t3,Vt € R.
Etapa 3 : Solutia generald a ecuatiei neomogene (xgy) este data de
x (t;c1,c2,¢3) = o (t;c1,c2,03) +xp () ,VE € Rsi ¢, ¢, 03 € R, adica
z (t;c1,co,c3) = crell + CQe_Tltcos (@t) + 036_71t sin (@t) —5—t3,Vt € Rsicy,ca,c3 €R.

c) zW — 22" + 2" =ttt e R ;

icatie: gl 1t .
Indicatie: f(t) =te' =e t cos(0t)+ 1 sin(0f) | ,VteR.

P(t) Q)
d) ¥ + 2" = cosdt,t e R .

icatie: — _ L0t
Indicatie: f(t) = cosdt=ce¢ 1 cos(4t)+_0

P(t) Q)
e), ), g), h), i), j) A se vedea Curs.

sin (4t) | ,Vt € R.

Exercitiul 4. Sa se determine solutiile generale ale urméatoarelor ecuatii diferentiale liniare neo-
mogene cu coeficienti constanti:
a) 20 — 2@ — o/ + o =%t fsint +t2,t € R; b) 2/ 4 2 =2 + 1 + 3tet;
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1
c) W — 22" 4 22" — 22/ + & = tet + 3 cost; d) ) — 2 = tet — 1;

e) 2" — 9z = €3 cost — 12te 3 + 12t € R.
Rezolvare : a) Fie (xpy) 200 —2® — 2/ + 2 = t2e! +-sint + 12, t € R.
Ecuatia (xgy) este o ecuatie diferentiald de ordin 5, liniard, cu coeficientii constanti a; = —1,
az =0, a3 =0, ag = —1, as = 1, neomogena cu termenul liber f : R — R, f (t) = t%e! + sint + t2.
Pentru ¢ € R, variabild independenta din domeniul de definitie a solutiei, se cautd x (¢; ¢y, ..., cs5),
solutia generald pentru ecuatia (xgy).
Etapa 1 : Se determind solutia generald a ecuatiei omogene atagate ecuatiei (xgy), adicd a ecuatiei

(*EO) z(®) — (&) — g/ +x=0,teR.
Pasul 1 : Se atageaza ecuatiei diferentiale (xpo) ecuatia ei caracteristicd

At =1cum(A) =2,
()50) =M A41=0 A-1)’A+1) (N +1)=0=< lo=—-lcum(N) =1,
)\374 =0%417cu m()\374) =1.
Pasul 2 : Pentru fiecare radécina a ecuatiei caracteristice se gésesc corespunzator solutii particulare
liniar independente ale ecuatiei omogene (xgo), dupa algoritmul dat.
_ Lt

edi=1lcum(A) =2~ { zz Ei; _ :eli.

o =—-lcum(A) =1~ a3(t) =Y
_ 0t

ed3s=0xlicum(Aga) =1~ { ig Eg _ 201& g)nslltt,
Pasul 3 : Conform algoritmului de la Pasul 2, (z1,...,24) este un sistem fundamental de solutii
pentru (xgo) (sunt solutii particulare pentru (xgo) si functii liniar independente). Atunci solutia
generald a ecuatiei (xgo) este

T, (t;c1, ..., cq) = cre! + cotel + cze™ + cqcost + cssint, Vt € Rsicy, ..., cq € R.
Etapa 2 : Se determind o solutie particulard a ecuatiei neomogene (xgy).
Metoda variatiei constantelor (mult calcul, apar determinanti, derivate, integrale; nu se justifica
folosirea). Deoarece (21, ..., 24) este un sistem fundamental de solutii pentru (xgo) se cautd z, de
forma

z, (1) = wp (t)\e;—i—ug(t)iej/—i—m(t)&;i—i—u;;(t)@—l—%(t)w,w €R,

z1(t) z2(t) z3(t) z4(t) z5(t)

unde u, : I — R, ¢ € {1,2,3,4}, sunt solutii ale unui sistem functional. Din cauza expresiilor
functiilor x1,...,x4 cat si a ordinului ecuatiei (deci si a determinantilor - de ordin 4 - ce apar in
rezolvarea sistemului)=- este greu de aplicat Metoda variatiei constantelor.
Metoda coeficientilor nedeterminati : Se observa ca ecuatia (xgy) are coeficienti constanti, nu
are termenul liber un cvasipolinom (de forma (7)) dar are termenul liber o combinatie liniara de cvasipolinoame
(vezi mai jos). Se cautd z;, cu Teorema 1 si Teorema 2:

ty=_1 -2 + 1 -sint+_ 1 - t*
f ( ) ~—~— \f/+v Qr}./ij N~~~
a  fi@®) 2 fa(t) e f3(t)
Pentru fiecare ¢ € {1,2, 3} se determina solutii particulare x,, corespunzitoare pentru
Teorema 2

(¢pni) 2@ —2@ — o'tz = fi(t),t e R =

xp(t) =1 -ap (t) +1-ap, (t) +1-2p, (t),Vt € R este solutie particulard pentru (xgn;).
Etapa 2.1 : Fie (xgn1) ® — 2@ — 2/ + 2 = t2e!,t € R,
Se observa ca

g2t 1t | 42 .
filt)y=te"=e t* cos(0t) + 1 sin(0t) | ,Vt € R,
Pi(t) Q1(t)
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adica fi este de forma (7), cu a =1, 3 =0, Py (t) =2, Q1 (t) = 1. Cum X = 1 + 0i este ridacina
caracteristicd de multiplicitate m (\) = 2 = s = se cautd o solutie particularad pentru (xgn1)
folosind Teorema 1, b) de forma
zp, (t) = t2e! (Ay (t) cos (0t) + By (t)sin (0t)) = t2e! Ay (t),Vt € R,

unde A; si Bj sunt polinoame de grad cel mai mare dintre gradele lui P; si @1, adicd 2. Se
determing coeficientii y1;,4 € {0,1,2} ai polinomului A (t) = pg + pqt + pot® impunand ca z,, si
fie solutie particulara a (xgn1).

1|z, (¢ ) = ¢ (pot® + i t® + M2t4))

—1 |y, (8) = € (uot? + pt® + pot®) + € (2ugt + 3yt + 4pugt?)
0 | (t) = e (ot + pyt® + pgt?) + 2¢* (2t + 3pyt? + 4puqt?) +

[\

€' (2ug + gt + 1245t2)
0 -|apr () = e (uot? + pat® + pot®) + 3¢ (2ugt + 3u1t? + 4ust®) +
3et (2pg + 64yt + 12p9t2) + € (6 + 24p9t)
-1 ‘951(0%) (t) = €' (pot® + puyt® + pgt*) +de’ (2pt + 3y 8> + dpnt®) +
6e’ (219 + 601t + 1209t%) + det (6p1y + 24p9t) + €' (24p15t)
1 ‘:1:1(,51) (t) = et (uot? + pnt® + potd) + 5et (2t + But? + 4pot?) +
10e® (29 + 6401t + 12019t%) + 10€® (6111 + 24p9t) + et (247t
+ in (*ENl)‘ el = (1—1—141)€ (uot® + pt3 + pot?) + (-1 — 4+ 5) €’
- (2pt + 3u1t2 +4pat?) + (=6 + 10) €' (20 + 6pugt + 1209t) +
(—4 +10) €' (6py + 24pqt) + (=1 +5) e (24uqt) ,Vt € R
Se tmparte prin e!, apoi identificim coeficientii puterilor lui ¢t =

9 (0=0

th: | 0=0 1o = %
2 1 =48u, = Mlz%l
t3: 0=24p +6-24p, M2:4—18

the | 0 =8ug+ 36u; +4-24p,
S-a obtinut
zp, (t) = %" (5 + Tt + 45t%) ,Vt € R
Etapa 2.2 : Fie (xgn2) 20 — 2@ — o/ 4z =sint,t € R.

Se observi ci fy (t) = sint = €% \Q./COS (1) + \1/_/8111 (1t)| ,Vt € R,
Py(t) Q2(t)
adica fa este de forma (7), cua=0,8=1, P,(t) =0, @Q2(t) = 1. Cum A = 0 + 1i este radacind
caracteristicd de multiplicitate m (\) = 1 = s = se cautd o solutie particulard pentru (xgn2)
folosind Teorema 1, b) de forma
Tpy (t) = e (Az (t) cos (1) + B (t) sin (1t)) ,Vt € R,
unde As si Bs sunt polinoame de grad cel mai mare dintre gradele lui P, si QQ2, adicd 0. Se determina
polinoamele constante As (t) = g si B2 (t) = v impunand ca z,,, sa fie solutie particulard a (xgn2).
1 |zp, (£) =t (pgcost + vosint)

=1 -|xp, (t) = (g cost +vosint) +t (—pgsint + vg cost)
0 -|ah, (t) =2(—pgsint + vgcost) + ¢ (—pgcost — vosint)
0 -|xp (t) = 3(—pgcost —vgsint) +t (ugsint — vg cost)
-1 :Bg(;é) (t) =4 (pgsint — vgcost) + t (pgcost + vgsint)
1 95;(02) (t) =5 (pugcost +vosint) + ¢ (—pgsint + vg cost)
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+ in (*EN2)‘ sint = (pot — po — Vot + 4vg — pgt + Spg + vot) cost+
+ (vot — vo + pot — 4pg — vot + brg — pgt) sint, Vi € R

Cum (cost,sint),Vt € R sunt functii liniar independente pe R (au W = 1) = identificim coeficientii
lor=

cost : {0:4u0+41/0 :>{M0:—81

sint : 1= —4puy + 4vo
Se putea ajunge la doud egalitati de polinoame din care sa fi identificat si coeficientii puterilor lui
t. S-a obtinut

Tpy (t) =t (FLcost + §sint),Vt € R.

Etapa 2.3 : Fie (xgn3) 20 —z@® _ oy x =12t eR,

1
Vozg

vy 2 .
Se observi ci f3 (t) =12 = €% L cos (0t) + \lf_lsm (0t) | ,Vt € R,
Ps(t) Qs(t)
adici f3 este de forma (7), cu a = 0, B =0, P3(t) = t2, Q3(t) = 1. Cum X = 0 + 0i nu este
radacind caracteristici = se cautd o solutie particulara pentru (xgy3) folosind Teorema 1, a) de
forma
Ty (1) = €% (A3 (t) cos (0t) + B3 (t) sin (0t)) = A3 (¢),Vt € R,
unde Az si B3 sunt polinoame de grad cel mai mare dintre gradele lui P3 gi @3, adica 2. Se
determina coeficientii 1,7 € {0,1,2} ai polinomului As (t) = pg + pqt + pot? impunand ca z,, s
fie solutie particulard a (xgn3).
1 Japs (1) = 1o + pat + pat?

+in (xpn3)| 12 = (o — p1) + (111 — 20) t + pot®, VL € R
Identificim coeficientii puterilor lui ¢t =

£0 . 0=pg— g po =2

the 9 0=y =20y =1 py =2

2 L 1=p o =1
S-a obtinut

Tp, () =2+ 2t + 12Vt € R.
Atunci o solutie particulara pentru (xgy) este

zp (t) = 12! (& + Ft+ 5t2) + 1t (FLcost + $sint) + 1 (2+ 2t +¢2) vt € R.
Etapa 3 : Solutia generald a ecuatiei neomogene (xgy) este data de

z(t;c1,...,ca) = 2o (L1, oy ca) + 2, (8) ,VE€ER sl cq,.0eq €R.
Se inlocuieste z, (¢; 1, ..., c4) de la Etapa 1 si x,, (¢) de la Etapa 2.

b) o™ + 2" =2 + 1 + 3tel;
Indicatie: Vt € R,

fit)=12+1=€% | (£ +1)cos(0t) + 1 _sin(0t) | ; fo(t) = 3te! = el [ 3¢ cos(0t) + _1 sin(0t)
X0 Q1(t) Ps(t) Q2(b)
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1
C) x(4) Y, Y, Y R Vot g tet 4 5 cost;
Indicatie: Vt € R,

1 1
P 1 : ) _ T :
filt)y=te' =e t cos(0t)+ 1 sin(0t) | ;fa(t) = 5 cost =e 5 cos (1t) + 0 sin(1t)
Pyi(t) Q1(t) M Q2(t)
Pa(t)
d) 20 —z® =¢tet —1;
Indicatie: Vt € R,

et Lt : ) 10| _ :
filt)y=te' =e t cos(0t)+ 1 sin(0t) |;fa(t)=—-1=¢€ 1 cos (0t) + 1 sin(0t)
Pi(t) Q1(t) Pa(t) Q2(t)
e) A se vedea Curs.

Problema Cauchy asociata unei ecuatii diferentiale liniare neomogene/omogene de
ordinul n cu coeficienti constanti cu datele D = (I, f,¢9,x0) constd in determinarea unei
functii 2 : I — R de clasd C", unde I C R este un interval nevid deschis, tg € I,z9; € R, i =0,n— 1
pentru care

PC (D) { (1) 20 () + a1z () + .+ @12’ (t) +anz (t) = f(t),t €1
(CI) z(to) = w00, 2’ (to) = 20,1, -, 2"V (to) = zo,n-1-
Functia = se numegte solutie a problemei Cauchy PC (D).
Rezolvare (exactd): Pentru ¢ € I, variabild independenta din domeniul de definitie a solutiei, se
cautd x (t;cq, ..., cn), solutia generald pentru ecuatia (1). Apoi se impun asupra solutiei generale
conditiile initiale.

Exercitiul 5. Sa se determine solutia urmétoarelor probleme Cauchy:

2" —~2t,
a) { CT : 2(0) = 0,2/(0) = 1,2"(0)

b){m”—5m’+4m:0, {33"+3:E + 2z =0,

CI :z(0) =5,2/(0) = CI:z(0)=1,2/(0) = —1;

d) { " — 42’ + bx = 2t2et, { " + 2:L'” +27 +x =t,
CI:z(0) =2,2'(0) = CI:z(0) =2/'(0) = 2"(0) = 0;

£) { 2 — 2 = -2t ) { ac”—i—4:13 = sin 2t,
CI:z(0)=0,2'(0) =1,2"(0) = 2; CI:z(0)=0,2'(0) = 0;

h) 2" 32" — 3 — 3z =0, i) PP 1 7
CI:2(0) = 0,2/(0) = 1,2"(0) = —1; C1I  2(0) C_Osltm,(o) _

Rezolvare : a) Fie (xgy) 2" — 2’ = =2t,t € R.
Ecuatia (xgn) este o ecuatie diferentiald de ordin 3, liniara, cu coeficientii constanti a; = 0,
az = 0, a3 = —1, neomogend cu termenul liber f : R — R, f(t) = —2t. Pentru t € R, variabild

independenta din domeniul de definitie a solutiei, se cautd z (¢;cy, ..., c3), solutia generald pentru

ecuatia (xgn).

Etapa 1 : Se determina solutia generald a ecuatiei omogene atagate ecuatiei (xgy), adicd a ecuatiei
(xpo) 2" —2' =0,t € R.

Pasul 1 : Se atageaza ecuatiei diferentiale (xpo) ecuatia ei caracteristicad
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AM=0cum(\) =1,
()pc) = A=02XA-1)A+1)=0=< X=1cum(\) =1,
A3 =—-1lcum(A3) =1.
Pasul 2 : Pentru fiecare radécina a ecuatiei caracteristice se gisesc corespunzator solutii particulare
liniar independente ale ecuatiei omogene (xpo), dupd algoritmul dat
A1 =0cum(\) =1~z (t) = e,
ey =1cum(Ng) =1~ 29 (t) = e,
ed3=—-1lcum(A3) =1~ a3(t) =e 1t
Pasul 3 : Conform algoritmului de la Pasul 2, (z1,z2,23) este un sistem fundamental de solutii
pentru (xgo) (sunt exact 3 solutii particulare pentru (xgo) si functii liniar independente). Atunci
solutia generald a ecuatiei (xpo) este
T, (t;c1,02,c3) = c11 + coel + cge™t YVt € Rsi ¢, 0,03 € R.
Reprezentand grafic pe I = R pentru
(01, C2, 03) = (1, 0, 0), (01, Cc9, 63) = (0, 1, 0), (Cl, Co, Cg) = (0, 0, 1)
cu magenta (solutiile particulare din sistemul fundamental) si pentru
(61,62,03) = (1,1,1),(01,62,03) = (—1,1,1),(61,02,63) (1 -1 1),(0 62,63) (1,1,—1),
(Cl, Co, 03) = (—1, —1, 1) s (Cl, Co, Cg) = (1, —1, —1) s (01, Co, 63) ( 1, 1, 1) y (Cl, Cc2, C3) = (—1, —1,
cu albastru, se obtine

Etapa 2 : Se determind o solutie particulara a ecuatiei neomogene (xgy ).
Metoda variatiei constantelor : Deoarece (x1,x2,x3) este un sistem fundamental de solutii
pentru (xpo) se cautd x, de forma
zp, (1) = uy (t)\l//—i—m(t)\ei/—i—m(t)a,w €R,
1(t) z2(t) z3(t)
unde v} : R — R, i € {1,2,3}, sunt solutii ale sistemului

uy (t)-1+uh(t) el +uz(t)et =0
ul (t) -0+ uh () et + uf (¢) (— _) 0
(1) 0+ u (1) !+ (1) -
Calculam . .
1 e e
A@t)=W (t;z1,22,23) = | 0 e —e? | =2#£0,Vt€R.
0 e et

0 et et
A(t)=10 el —e7t | =4t,Vt € R.
—2t et et

-1,
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1 0 et
As(t)=10 0 —e 7t | = =2te”!,Vt € R.
0 -2t et
1 e 0
Az(t)=|0 e 0 = —2te!,Vt € R.
0 e —2t
Atunci
uy (t) = AAI(%) =2t uy () = 2+ ky
up (1) = 2 = —te™ [(Vdt=S up(t)=(t+1)et +hk
ué t) = ?((tt)) — —tet us (t) = — (t — 1) et + k‘g
Deoarece se cautd o solutie particulara x, se alege k1 = 0, ko = 0, k3 = 0. S-a obtinut
zp(t) =t 14+ (t+1)e -+ (—(t—1)e) e VteR=z,(t)=t*+2,VtER

Metoda coeficientilor nedeterminati : Deoarece (xpy) are coeficienti constanti si termenul
liber un cvasipolinom (vezi mai jos) atunci se poate cauta z, si cu Teorema 1. Intr-adevar,

ft)=—2t=¢e" (;?Qcos (0t) —i—\l{_/
P(t) Q1)
adici f este de forma (7), cua =0, 3 =0, P(t) =3, Q(¢t) = 1. Cum A = 0 + 0i este radacina
caracteristicd de multiplicitate m (A) = 1 = s = se cautd o solutie particulard pentru (*gy) folosind
Teorema 1, b) de forma
zp () = te® A ((t) cos (0t) + B (t)sin (0t)) = tA (), Vt € R,
unde A si B sunt polinoame de grad cel mai mare dintre gradele lui P si @), adica 1. Se determina
coeficientii p;,4 € {0,1} ai polinomului A (t) = pg + g4t impunand ca x, s fie solutie particulara

sin (0t) | ,Vt € R,

a (*EN)
0 | (t) = pot + pyt
-1 |, (8) = po + 204t
0 oy () =2
1 |l (t) =

+ in (*EN)’ —2t = —py — 21, Vt € R
Identificim coeficientii puterilor lui t =

0 f 0= —pg Ho =
£ {—2——2u1 ;‘{Ml—1

S-a obtinut
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zp (t) =2, Vt € R.

X

Era posibil sa se obtina solutii particulare diferite prin cele doud metode.

Etapa 3 : Solutia generald a ecuatiei neomogene (xgy) este data de
x (t;c1,c,c03) = o (tic1,c2,¢c3) + 25 (), VL € Rsic1,c2,c3 € R.

Se inlocuieste z, (¢;¢1, ..., c4) de la Etapa 1 si una din z, (¢) de la Etapa 2. Se obtine
x (tjc1,co,03) = 11 + coel +cze P+ 12 +2,Vt € Rsicp,c2,c3 €R.

sau
x (t;gl,gg,gg) =cl+ Eget + vageit + tQ,Vt eRgi c1,Co,C3 € R.

Etapa 4 : Pentru a determina solutia problemei Cauchy ((xgx ), CI) se impun asupra solutiei gasite
x conditiile initiale

0)=0
z(t) =c1l +coel +czet+ 12 +2 ﬂT3(:)> c1l 4+ +c3e 0 4+0242=0

'(0)=1
x’(t)2026t+03(—e*t)+2t$(:; 0260—1—03(—6*0)—1—2-0:1 =
1/0:2
m"(t):026t+03e*t+2x(é) c2e? + 3670 4+2=2
c1+cx+c3=-2 g =—2
co—c3=1 = 02:%
ca+c3=0 03:%1
Sau
~ - - 0)=0 ~ -
z(t) =1l + cael + Cze™t + 12 o 1l + e + 3¢ 0+ 02 =0
~ ~ '(0)=1 ~
:U’(t):026t+03(—e*t)+2t$($ 0260—1—03(—6*0)4—2-0:1 =
- . ”0:2~ -
:c”(t)zczet+03e*t+2x(=g Coe? +C3e70+2=2
ci+cat+c3=0 c1=0
52—5321 = 522%
Co+c3=0 ey =5
Atunci

z(t)=3e' + Fe P+t =sht+ 12Vt € R,
este unica solutie a ecuatiei (xgy) ce verificd CI date.
Reprezentand grafic pe I = R pentru
(017 C2, 03) - (17 07 0)7 (clv Co, C3) - (07 17 0)7 (Cla Co, C3> - (07 07 1)
cu magenta (solutiile particulare ale EN corespunzitoare celor din sistemul fundamental) si pentru
(Cl7 C2, 03) - (17 17 1) ) (cla Co, 63) - (_17 17 1) ) (Cl, Cc2, C3) - (17 _17 1) ) (cla Co, 63) - (17 17 _1> )
(c1,e2,¢3) = (=1,-1,1),(e1,¢2,¢3) = (1, =1, =1), (1,2, ¢3) = (1,1, =1), (1, c2,¢3) = (=1, -1,
cu albastru, si pentru

_1)’
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(Cla C2, C3) = (O’ 07 0)

cu portocaliu (solutia particulard a EN cu metoda variatiei constantelor), si pentru
(Cla €2, 03) = (07 %7 _71)

cu verde (solutia problemei Cauchy), apoi analog pentru (¢, ¢a,¢3), se obtine

h), i) A se vedea Curs.
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