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SEMINAR NR. 7, REZOLVARI
EDCO, ATA

4.2. Sisteme de n ecuatii diferentiale de ordinul 1, liniare, avind coeficienti constanti

Forma generala a unui sistem de n ecuatii diferentiale de ordinul 1, liniare, neomogen/omogen,
avand coeficienti constanti, sub forma normala:

33,1 (t) = a11x1 (t) + aiox2 (t) + ...+ a1nTn (t) + b1 (t)
:EIQ (t) = a9171 (t) + agox9 (t) + ...+ agnxy (t) + by (t)

,tel (1)

xl (t) = ap1x1 (t) + anaza (t) + ... + appxy () + by (1)
unde I C R este un interval nevid deschis, a;; € R, ¢,j € {1,...,n}, sunt numere reale numite
coeficienti constanti, iar b; : I - R4 € {1,...,n}, sunt functii continue numite termeni liberi.
Dacd b; : I — R sunt functii identic nule Vi € {1,...,n}, atunci (1) se numeste sistem omogen
SO; daca Ji € {1,...,n} ai. b; : [ — R este functie neidentic nuld, atunci (1) se numeste sistem
neomogen SN. Functiile z; : [ = R,j € {1,...,n} sunt functiile necunoscute ale sistemului. O

functie x : I — M1 (R) @ R", x(t) = ~ (21 (t) ...,y () de clasd C! ce verifica (1)

Ty, (t)
se numesgte solutie pentru sistem. A se vedea Curs pentru notatiile A, b.
Rezolvare: Pentru ¢ € I, variabila independenta din domeniul de definitie a solutiei, se cauta

x1 (t;c1y ey Cp)
x:I— M« (R)an’X(t7§> _ x9 (t;Cl,...,Cn) ,
T (L €1y ey Cn)

solutia generald pentru SN.
Metoda eliminarii direct pentru SO, SN: ca in exercitii

Metoda cu valori proprii (la SOj; indirect si pentru SN): ca in exercitii

Etapa 1 : Se determind solutia generald a SO atagat sistemului (1), notata x, (¢;¢) :

x) (t) = annz1 (t) + arowa () + ... + a1y ()
:BIQ (t) = a9171 (t) + agox9 (t) + ...+ agnxy (t)

,t €1, chiar t € R (2)

xl (t) = a1z (t) + angza () + ... + apnzy (1)
Pasul 1 : Se atageaza ecuatia caracteristicd a matricei A si se rezolva. Adica se determina valorile
proprii in C ale matricei A, precum gi multiplicitatea lor algebrica.
e Se determind polinomul caracteristic al matricei A,
Py () =det (A — Ayl gay
Pa(A) = (=1)" ()‘n — AT () 5%)‘, unde J; este suma minorilor principali de ordin
7 al matricei A,01 =147A,0p =
eSe rezolvd ecuatia caracteristicd a matricei A,

Pa(A) =0/
Este o ecuatie algebrica polinomiald de grad n avind coeficienti reali, in necunoscuta A, care admite
exact n raddcini complexe. Se determing, precizand si multiplicitatea lor.
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Pasul 2. Se determin& un sitem fundamental de solutii ale SO / o matrice fundamentald a SO.
aplicabil dacd A ~ D in R. Se determina subspatiile proprii ale matricei A, precum si
dimensiunile lor (in C chiar-NU pentru EDCO in acest an universitar)

modul 1.1. Daca A este diagonalizabild in R, pentru fiecare radéicing a EC se gisesc corespunzator
solutii particulare liniar independente ale SO, dupa un algoritm precizat la exercitii.

Daca A nu este matrice diagonalizabild in R, chiar dacad este diagonalizabilda in C sau este
cvasidiagonalizabild (este asemenea cu o matrice Jordan), nu se foloseste in cadrul acestui curs /
seminar modul 1 pentru a gési corespunzator solutii particulare liniar independente ale SO.

Se gaseste o baza, un sistem fundamental de solutii ale SO,

B =(x1,X9,---,X,,) not (01, P2 - ©p) » adicd exact n solutii particulare ale SO, liniar independente.
modul 1.2. O matrice fundamentald a SO este:
11 () z12(t) o @10 (1)
Ssau X (£ Xy, Xy x,) = | P2 () m22() ... @25(1)
Tn (1) Tnz2(®) oo Tun ()

-sau X (t) = !4, unde
a) Daci A € M,, (R) este matrice diagonalizabild in R (Ochiar si in C), adici IP € M,, (R)
inversabild, matrice modald (cu vectori proprii ai A pe coloane), cu

M0 .0
tAo
A= PDP~! atunci|e' = PetP? P~1 unde etPr = 0 ¢ w0
0 0 .. e

De mentionat ca dacd \; apare pe diagonala matricei D de mj ori, adica apare o celula diagonala de
ordin m; = m (A1) cu A; pe diagonals, atunci pe diagonala matricei e!” apare o celuld diagonald
corespunzitoare de ordin m; cu e pe diagonal.

Ob) Daci A € M,, (R) este matrice cvasidiagonalizabild (poate fi adusd la o form# Jordan),
adicad 3P € M,, (R) inversabild, matrice modald (cu vectori proprii ai A pe coloane), cu

A= PJP~! atunci

1 = = ... 0 ——
2 (n—1)!
tn—2 o
0o 1 — 1
1l (n —2)! o
-3
etd = Pet/ P~ unde et = | 0 0 1 . 0 " et =
(n —3)!
6t‘]‘9
t
0o 0 0 .. 1 1
0 0 0 .. 0 1

Pe baza teoriei de la ecuatii diferentiale de ordin n, liniare si omogene, se cauta n solutii
particulare liniar independente ale SO, ca in exercitii.
Pasul 3 : Solutia generald a SO
-sau este o combinatie liniara de cele exact n solutii particulare liniar independente determinate la
Pasul 2

’50 (tic1yeen) = a1xy (8) + .+ enx,, (1) ,VE €15l ¢, ..., cn €R,
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1,5 (1)
unde X‘] (t) rcn;tat gpj (t) = .’1727_7(t) 7\7] c {1, ceny TL} —index.

n.j ()
-sau este o combinatie liniars de coloane ale matricei e/,

x,(t;c) =t e, Vt €1, c € Mpx1 (R) ~ R™
Etapa 2 : Se determind o solutie particulara a SN, notata x,, (t) =7.
Metoda variatiei constantelor Teoretic se poate folosi la orice sistem, practic apar dificultati

in aplicare cand sistemul este de ordin mare si apar de calculat (fard calculator) determinanti
functionali de ordinul respectiv, integrale.

11 (t) w12(t) o w1 ()
Teoremd.Fie e sau X (£ x,,%y,...,%,) = | 2! () w22(t) o w2 (?) o matrice funda-
Pt () na(t) - n ()

mentald a sistemului diferential omogen (2), cu solutia generald a SO
X, (tic) = ax; (t) + ... +enx, (t),VEelsic,...,cnp € R

(daci se d& e/, atunci x4, X, . .., X,, sunt coloanele matricei e

Atunci o solutie particulard x,, () pe I a sistemului diferential neomogen (1) este de forma

x, (1) =u1 (1) x; (t) + ... +un (1) x, (1), Vt € L.
unde v} : T — R, ¢ € {1,...,n}, sunt functii-solutii ale sistemului
u’l (t) 1,1 (t) + ...+ u; (t) Tin (t) =b (t)
uy (t) o () + ... +ul, (t) x2p (t) = b2 (t)

tA).

(8 s (8) 4 oo+t (8) o () = b (1)

Se integreaza rezultatele, se inlocuiesc expresiile lui u;, i € {1,...,n} si se obtine x,,.

Metoda coeficientilor nedeterminati (asociatd uneori cu principiul superpozitiei): Se aplica

numai pentru sisteme neomogene cu coeficienti constanti pentru care termenii liberi sunt cvasipolinoame
de acelasi tip sau combinatii liniare de cvasipolinoame.

Teorema Fie SN (1) cu b avand pe coloana cvasipolinoame de acelasi tip, adica

bi (t) = e (P; (t) cos (Bt) + Q; (t)sin (Bt)) ,Vt e R,i =1,n

unde o, 8 € R, iar P;, @); sunt polinoame, i = 1, n.

Dacd A = a + (i este rddicind a EC, cu multiplicitatea m (A\) = s ( s = 0 dacd A = a +
Bi nu este radacing a EC), atunci SN admite o solutie particulard de forma
T1,p (t)
x, (t) = , cu
Tnp (1)

Tip (t) = e (A; (t) cos (Bt) + B; () sin (Bt)),Vt € R.
A; 1 B; sunt polinoame de grad egal cu cel mai mare dintre gradele lui P; gi @); la care se aduna
s, lar coeficientii lor se determind impunand ca x,, sa verifice SN.
Teorema Fie SN (1), cu b combinatie liniard de coloane de functii continue (pot fi cvasipolinome
in particular), adica

b(t)=2b, (t)+..+5b, (1), ¥t €Ts5i ... e € R.|
unde b, € C'(R;R") (in particular b; pot fi de forma (7)). Daca, pentru Vi € {1,...,r}, x, sunt
solutii particulare pentru (SN;)
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X (t)=A-x(t)+b;(t),t € R|
atunci
x,(t) =ax, (t)+..+¢ex, (1), VteRsi ..., €R.
este solutie particulara pentru EN.
Etapa 3 : Solutia generald a sistemului diferential neomogen SN (1) este
x(t;c) = x,(t;c) +x,(t),t €1, c € Mux1 (R) ~R™
unde X, (t; ¢) este solutia generala a sistemului diferential omogen (2) si x, (t) este o solutie par-
ticulara a sistemului diferential neomogen (1).

Exercitiul 1. Sa se rezolve urmaétoarele sisteme diferentiale liniare:
¥=z+y

Z(t)=xz@t)+y(t)+0

Y (t)=—2z(t)+4y () +0

este sistem de n = 2 ecuatii diferentiale de ordin 1, liniare, cu coeficientii constanti, dati de

_ 1 (0 x (t) 5 .
A= ( 9 4 ) ;,omogen, cu b (t) = < 0 ) , cu ( y () > =? functii necunoscute.

I. Metoda eliminarii
Pasul 0: Din prima ecuatie a (SO) =

{ @)y (1) =4 (1)~ (1) 0
y'(t) =a"(t) —a' (1)
Se inlocuiesc y si ¥’ in a doua ecuatie a SO (se elimind y, 3y’ din a doua ecuatie a (SO)) =

2’ (t) —a' (t) = =2z (t) +4 (2’ (t) —z (1)) =

(xpo)x” (t) — b’ (t) + 6z () = 0.

Ecuatia (xpo) este o ecuatie diferentiald de ordin 2, liniard, cu coeficientii constanti —5, 6,
omogend. Pentru ¢t € R, variabild independentd din domeniul de definitie a solutiei, se cauta
Zo (t; c1, c2), solutia generald pentru ecuatia (xgo).

Pasul 1 : Se atageaza ecuatiei diferentiale (xpp) ecuatia ei caracteristicd

(+0) A2_5/\+6:0<:>(>\—2)(A—3):0=>{ A =2 cum (M) =1,

Rezolvare : Sistemul (SO) { ,t €R,

A2 =3 cum () = 1.
Pasul 2 : Pentru fiecare radécina a ecuatiei caracteristice se gisesc corespunzator solutii particulare
liniar independente ale ecuatiei omogene (*xgo)
edi=2cum(\) =1~ 21 (t) =e?
ey =3cum(Ng) =1~ 29 (t) = &3
B = (x1,x2) este un sistem fundamental de solutii pentru (xgo).
Pasul 3 : Solutia generald a ecuatiei (xgo) este
z, (tjer,c0) =cp-e? 4 ey €3, Vt € Rsicy,co €R.
Pasul 4 : Se inlocuiesc x, 2’ in (o) y (t) =2’ (t) — z (t) =
Yo (ticr,co) =cp-e? 24 ca-e3t -3 —cp-e? —cy- ¥
Concluszie: Solutia generald a SO este

To(ticr,c2) \ [ cr-e? 4 co et . et te et B
Yo (tici,c) ) \er-eX +2cp-€3 )~ 1T\ e 2T\ 2 ) T

=c1- €%+ 2¢y - 3.
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1 1
:Cl.e2t. (1) +62.e3t. <2>

S~—— S~——
vect. pr. al A vect. pr. al A
coresp. lui Ay =2 coresp. lui Ay =3

Reprezentand grafic pe = si y pe I = R pentru (c1,¢2) = (1,0) si (¢1,c2) = (0,1) cu magenta
(corespunzatoare solutiilor particulare din sistemul fundamental) gi pentru

(c1,02) = (1,1),(c1,e2) = (1, 1), (e1,¢2) = (=1,1), (c1,2) = (=1, 1),

(c1, 02) =(1,2),(c1,¢2) = (27 1) ) (017 c2) = (_17 2), (Cl, ) = (_27 1)

(c1,02) = (1,-2), (c1,¢2) = (2,-1), (c1,e2) = (=1, =2), (e1, ¢2) = (=2, 1)
cu albastru, se obtine:

X

Comentariu: Solutiile z si y sunt de acelasi tip, de aceeasi form# (combinatii liniare de e? si €3t),
deoarece sunt legate in SO i, ca solutii, prin constantele de indexare (c1,c2).

II. Metoda cu valori proprii

Pasul 1 : Se atageaza ecuatia caracteristici a matricei A si se rezolvd. Adicd se determind valorile
proprii in C ale matricei A, precum si multiplicitatea lor algebrica.

eSe determind polinomul caracteristic al matricei A, P4 ().
1-Xx 1

PAOT=det @30 | 17 1 5h 6
Pa) = (D (X~ 0A + 8]l 32— 53 46, unde
B=TEA 1 —sla=tea- | ) |

eSe rezolva ecuatia caracteristicd a matricei A (este aceeasi cu cea a ecuatiei caracteristice pentru
(*£0))-

Pi(\) =0 (x50) )\2_5)\4—6:0(:)()\—2)(/\—3):0:{ ;;ggzg&;:

Se observa cé toate radacinile caracteristice sunt din R, adicd sunt valori proprii ale matricei A
in R.

Spectrul matricei A este o (A) = {2,3}.

Raza spectrald a matricei A este p (A) = max{|2|,|3|} = 3.
Pasul 2. Se determind un sitem fundamental de solutii ale SO / o matrice fundamentald a SO.
aplicabil daci A ~ D in R (pentru n = 2 si rddacini caracteristice reale si distincte=
A ~ D in R). Se determina subspatiile proprii ale matricei A, precum si dimensiunile lor.
A1 = 2| Se cautéa vectorii proprii corespunzatori valorii proprii A\; = 2, adica
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x = ( 1 > € Max1 (R), X # Oy, () a-1(A —2D) X = O0q,, (i), adicd

1—2 )1+ 22=0 T =«
—21:1+4 2)ze =0 ro=a€R

(A) = {x € Max1 (R);x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii A\; =2} U {Qngl(R)} =

X€M2x1 X=<a>:a<1>,0¢€R =
« 1
——

u%:vl

[ :> dlmR 5’)\1 (A) =1= ()\1)
S cauta vectorii proprii corespunzatori valorii proprii Ao = 3, adica

P < > S M2><1 (R), X 75 Qszl(R) ai(A — 3]2)5 = QMQ><1(R)’ adica

.%'1 +x9=0 r1 =0
1+4 3)as =0 2 =28 €R
(A = {x € Max1 (R);x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii Ay = 3} U {gngl(R)} =

x € May1 (R);x = ( 2% > =,6< ; ),BGR =
——

ul=ve

= [(uf)] = dimpg S/\2 (A) =1=m ()\2) .

Cum toate radacinile caracteristice ale matricei A sunt din R (sunt valori proprii) si cum mul-
tiplicitdtile geometrice (dimensiunile subspatiilor proprii) coincid cu multiplicitatile algebrice ale
valorilor proprii, atunci, conform teoremei Jordan, matricea A este diagonalizabila, adica

2 0 : . . 11 . <

D = ( 0 3 > € M3 (R) matrice diagonala i 3P = < 1 o ) € M3 (R) matrice modals,
astfel incit A ~ D, adici A=P-D-P 1sau D= P !-A.-P. Matricea modald P este formats
din coloanele vectorilor proprii, baze in Sy, (A) respectiv Sy, (A). Mai mult, matricea modala P
este nesingulara, deoarece respectivii vectori proprii formeaza o bazd in Max1 (R), cu P =¢ Ag.
modul 1.1. Deoarece A este diagonalizabili,

=2 m() =1 x ()" ) (b) = ( ggg > :e2t< ; ) _ < Z’Z )
-

Vi

o =3, mN) =1~ x,(t) "L @, () = <§zg§ > :e3t< ; ) - < ;;t >
——’

V2
B = (x;,X5) este un sistem fundamental de solutii ale SO.
modul 1.2. O matrice fundamentala este

62t 6375
sau X (1) = X (53x,,%) = ( 2 90 > |

11 e 0 11\
. _ A _ ptDp-1 _ _
sau X (t) =e PV p <1 2><0 e3t><1 2>

N

=
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(11 et 0 2 =1\ [ 2?3 B2
- ( 1 2 ) ( 0 e ) ( -1 1 )‘ < 2e? — 2¢3 23t — 2t )
Pe baza teoriei de la ecuatii diferentiale liniare de ordin 2, se cautd solutii particulare
liniar independente ale (SO):
oA =2¢c R cum(\) =1~ secautd o solutie particulard a SO de forma
o= (20Y - (o)
y (1) aze?® )
Se determina aj, as, impunand ca z gi y sd verifice (SO)
a1e2t -2 = q1e? 4 age®
{ ase®t -2 = —2q1€? + 4aqe?t
Se imparte fiecare ecuatie prin e?':
{(12)a1+a2:0 :>{a1:oz
—2a1+(4—-2)az =0 as=a€R
S-a gasit

()= (G ) =e (1),
)

Se cauta o solutie particulara=

a=1~x ()" %(t):(iig):e%(i)'

ed2 =3 € R cum(Ay) =1~ se cautd o solutie particulard a SO de forma

z(t)\ [ ase®
()= (o)
Se determind a3, as (numere, altele decat constantele de indexare), impunénd ca x, y sa verifice
(50)
ase3t - 3 = azed 4+ aqe®
{ ase3t -3 = —2a3e3 + daye®

Se imparte fiecare ecuatie prin e3:

(1—3)a3+a4:0 N az = f3
—2a3—|—(4—3)a4:0 as =26 € R
S-a gdsit

(500 = (st ) = (2)
)

Y2 (t)
Din algoritm, se obtin 2 solutii liniar independente, adicad B = (x;,X5) = (¢1, ¢y) este un sistem
fundamental de solutii ale (SO).
Pasul 3. Solutia generald a SO este:
-sau X, (t;¢) = X (t;X1,X9) - € = 1% (1) + caXy (t) ,t € R, 1,2 € R.

To (ter,e2) \ | o (1 a1\ c1e%t 4 coedt
( Yo (t;c1,¢2) ) - e 1) e 2 )\ cre® + 2cpe® tER e ek

sau X, (t;c) = ¢ Vel c= ( El > € Moy (R) ~ R?,
2

To (tye1,02) 2e2t — 3t g3t _ g2t c1
Yo (ticr,ca) )~ \ 2e% —2e30 2e3t — 2 co )’

Comentariu.

tER,

—este acelasi sistem ca la Sy, (4).

,tER =

—este acelagi sistem ca la Sy, (A).
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b) Fiecare componentd a matricei fundamentale este o combinatie liniara de functiile €% si 3.

c) Modul cu determinarea matricei fundamentale X (¢; x;, X, . .., X,,) se foloseste usor pentru n
oarecare (chiar n = 3,4,5,...) cand A este diagonalizabild, cu modul 1.1; se poate folosi programul
Scientific WorkPlace sau Matlab sau altele, pentru a determina automat forma Jordan ( diagonald)
a matricei A si vectorii proprii, pe coloanele matricei P.

d) Modul cu determinarea matricei fundamentale e*4 se foloseste ugor pentru n oarecare (chiar
n =3,4,5,...) cand A este diagonalizabild, cu modul 1.2; este utila folosirea programului Scientific
WorkPlace sau altele, pentru a determina automat forma Jordan (diagonald) a matricei A, adicd
D, P, P~! pentru a determina automat produse cu matrice si alte calcule matriceale.

e) Dacd in fenomenele de modelat au semnificatie atat valorile proprii cat si vectorii proprii, la
pasul 2 se foloseste modul 1; dacd au semnificatie doar valorile proprii, la pasul 2 se poate folosi
modul 2.

f) Modul 2 de la Pasul 2 se foloseste cu pondere in cazul in care matricea A nu este diagonal-
izabild in R si n = 2,3. Pentru n > 4, dacd A are o radacind caracteristicd de multiplicitate > 2,
atunci modul 2 devine greoi, cu rezolvare de sisteme algebrice liniare omogene de ordin mare.

g) De mentionat, fard demonstratie, ca in cazul in care matricea A are radacini caracteristice
complexe A\ = o443, atunci componentele matricei fundamentale vor contine si e® cos 3t, e*! sin 3t.

' = —2x — by
b

AL=—2cum ()\l)_ , este diagonalizabila in R.

Indicatie. A are valorile propru{ Mo = 3 cum ()

' =6z + 2y
C){ Y =-3x+y

Indicatie. A are valorile proprii

' =3z + 2y
d){ y = -3z —4y

{ A =deum(dy) = , este diagonalizabila in R.

1
Ao =3 cum () = 1.

Indicatie. A are valorile proprii

=x+y
e){ y = —2x + 4y;

{ A =2cum (M) =1, , este diagonalizabild in R.

Ao = =3 cum(A) = 1.

Indicatie. A are valorile proprii

f){ ¥ =xz—y

{ Av=Leum(Ay) = i’ , este diagonalizabila in R.

A2 =5 cum(Ag)

y =y —4x

. s . . 1
Indicatie. A are valorile proprii ’

¥ =—x+8y
g){ Y =14y

, este diagonalizabila in R.

{ Al=—-lcum(A\) =
=1.

)\2 =3 cu m()\g)

Indicatie. A are valorile proprii

x' = 3z + 6y

{ Ar=3cum(\) =1, , este diagonalizabild in R.

)\2 = -3 cu m()\g) = 1.

A =2cum(h) = 1’ , este diagonalizabild in R.

Indicatie. A are valorile propru{ X2 =5cum(Ag) =
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W[ =2z -5y
i
. ' (t) = 2z (t) — by (¢)
Rezol : Sist 1 (SO
ezolvare : Sistemul ( ){ W () =0- 2 (8) + 2y (1)
este sistem de 2 ecuatii diferentiale de ordin 1, liniare, cu coeficientii constanti, dati de
(2 =5 (0 z(t) \ _, .
A= < 0 9 ) ,omogen, cu b (¢) = ( 0 ) . Are ( Y (1) > =7— functii necunoscute.
I. Metoda eliminarii

Pasul 0: Din prima ecuatie a (SO) =

() y (1) = & (@' ()~ 22 (1))| 2 )
Y (t) = =5 (2" (t) — 22/ (1))
Se inlocuiesc y si 3’ in a doua ecuatie a SO (se elimind y,y’ din a doua ecuatie a (SO)) =

L@ (t) =22/ (t) =0 -z (t) + 24 (2/ (t) — 22 (1)) =

2 (t) — 22" (t) =2 (o' (¢t) — 22 (1))

(xpo) 2" (t) — 42’ (t) + 4z (t) = 0.

Ecuatia (xpo) este o ecuatie diferentiald de ordin 2, liniard, cu coeficientii constanti —4, 4,
omogena. Pentru ¢t € R, variabild independenta din domeniul de definitie a solutiei, se cauta
Zo (t; c1, ¢2), solutia generald pentru ecuatia (xgo).

Pasul 1 : Se atageazd ecuatiei diferentiale (xgo) ecuatia ei caracteristica

(,pc) =4 +4=02(A=-2%=0={\ =2cum()) =2
Pasul 2 : Pentru fiecare radécind a ecuatiei caracteristice se gésesc corespunzéator solutii particulare
liniar independente ale ecuatiei omogene (xgo)

o)\1:2cum()\1):2«~>{ zy (t) = e*

T (t) = te?
B = (x1,x2) este un sistem fundamental de solutii pentru (xgo).
Pasul 3 : Solutia generald a ecuatiei (xgo) este
T, (tje1,c0) =c1-e® + ey te? YVt € Rsicp,co €R.
Pasul 4 : Se inlocuiesc z, 2’ in (o) =

Yo (t;c1,00) = %5 (01 et 24 ¢y - (th + te?t. 2) -2 (01 et 4y - teZt)) =

= L (e ).

Concluszie: Solutia generald a SO este

zo(tier,e2) \ _ [ - et 4 ¢y - tet . e2t e te2t B
Yo (¢ €1, ¢2) ¢ -0+ ey e "{o 2 Le
1 t
:cl.th_ <O> +C2_62t‘<1>'
—— -5

vect. pr. al A
coresp. lui Ay =2

Reprezentand grafic pe = i y pe I = R pentru (c1,c2) = (1,0) si (¢1,c2) = (0,1) cu magenta
(corespunzatoare solutiilor particulare din sistemul fundamental) gi pentru

(c1,e2) = (1,1), (c1,¢2) = (1, 1), (e, e2) = (=1,1), (1, ¢2) = (-1, 1),

(c1,¢2) = (1,2), (c1,02) = (2,1), (e1,¢2) = (—1,2), (c1,¢2) = (=2, 1)

(c1,e2) = (1,-2), (c1,02) = (2,—1), (c1,¢2) = (=1, =2), (c1, e2) = (=2, 1)
cu albastru, se obtine:

tER,
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Comentariu: Solutiile z si y sunt de acelasi tip, de aceeasi form# (combinatii liniare de e?* si te?!),
deoarece sunt legate in SO si, ca solutii, prin constantele de indexare (c1,c2) .

II. Metoda cu valori proprii

Pasul 1 Se atageazd ecuatia caracteristicd a matricei A gi se rezolva. Adicad se determing valorile
proprii in C ale matricei A, precum gi multiplicitatea lor algebrica.
eSe determind polinomul caracteristic al matricei A, P4 ().

[Py (\) =det (A= ML) 2—-A 5 ‘—)\2—4/\+4sau

0 2—A
PaN) = (=D* (V= 61A+02) 32 _ 43 4+ 4, unde
Pr=TrA— 212 — 457 = det A —5‘:4.

2
0 2
eSe rezolva ecuatia caracteristica a matricei A,
PN =0& (xgc)A=22=0={\ =2cum(N\) =2
Se observa ca toate radacinile caracteristice sunt din R, adicd sunt valori proprii ale matricei A.
Spectrul matricei A este o (A) = {2}.
Raza spectrald a matricei A este p(A) = max {|2|} = 2.
Pasul 2. Se determind un sitem fundamental de solutii ale SO / o matrice fundamentald a SO.
aplicabil dacd A ~ D in R (pentru n = 2 gi radécini caracteristice reale egale= A ~ D
in R, ci A~ Jin R ). Se determina subspatiile proprii ale matricei A, precum si dimensiunile lor.
|A\1 = 2| Se cautd vectorii proprii corespunzatori valorii proprii A\; = 2, adica

x N

X = ( x; > € Maxi1 (R), x # QM2X1(R) al.(A—20)x = QMQM(R)a adics

(2-2)z1 —522=0 1 =a€cR
021+ (2—-2)22 =0 29 =0

) = {x € Max1 (R);x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii A\; =2} U {QM2><1(R)} -

« 1
Yo )er) -
——

u%:vl

(uf)] = dimg Sy, (A) =1#2=m(\).
nu este diagonalizabild, dar este cvasidiagonalizabild. Se poate scrie, folosind SWP, A =
1

=

Sy, (4

Il
——

I
m

<
X

z
I
|

VN

ool
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2 =5\ 0 1 2 0 0 =5

(62 )=(50)(32) (V)
dar nu va fi continuat exercitiul cu modul 1.
Pe baza teoriei de la ecuatii diferentiale liniare de ordin 2, se cauta solutii particulare
liniar independente ale (SO):
e\ =2 € R cum(A) =2~ se cautd o solutie particulard a SO de forma

(xz@®)\ [ (a1 +azt)e*

e0=(500 )= (oo )
Se determina ag, ..., a4, impunand ca x,y si verifice (SO) :

{ aze® + (a1 + ast) €* - 2 = 2 (ay + ast) €®* — 5 (a3 + aqt) e*

ase® + (a3 + aqt) €* - 2 = 2 (a3 + aqt) e* ,t € R,

Se imparte fiecare ecuatie prin e? si se identifici coeficientii polinoamelor din cele dous ecuatii:
t9: 2a1 = 2a; — 5 =a€elR
. as + 2a1 al as as + 5as = 0 a1 o c
t 2a9 = 2a9 — bay e d Bas—0 L) @= —50
10 . a4 + 2a3 = 2a3 " 4__0 a3 =B €R
tli 2a4:2a4 47 a4:0
S-a gasit

(x@)\ [ (a=5pt)e\ 5[ 1 —5te?t
(’D(t)_<y(t)>_< (ﬁ+0t)€2t =ae 0 +B 1€2t .
N——
Se cautd doud solutii particulare Li. ale (SO

a=18=0=x 0" w0 = (2

— _ 2t
a=08=1mx0" no= (20 )= ()= (3)

de solutii ale (SO).
Pasul 3. Solutia generald a SO este:
-sau X, (t;¢) = X (t;X1,X9) - € = 1% (t) + caXy (t) ,t € R, 1,2 € R.

T, (t;cr,c2) e?t —5te2 \ [ cre — begtet
<yo(t;61,62) >_01< 0 )Tzl e =\ ey 0 coed tER, ¢, €R.

-sau x, (t;c) = et - c-NU.

[ P =x+2y
J){ Y = y
Indicatie. A are valorile proprii{\; = 1 cu m (A1) = 2, nu este diagonalizabila in R/ C.
' =3x—Ty
Indicatie. A are valorile proprii{A; = 3 cu m (A1) = 2, nu este diagonalizabild in R/ C.
) ¥ =2zr+y
Yy =4y —x
Indicatie. A are valorile proprii{\; = 3 cu m (A1) = 2, nu este diagonalizabild in R/ C.
o=z 1
m){ /1 2y
Y =37

Indicatie. A are valorile proprii{)\l =1

5 cum (A1) =2, nu este diagonalizabila in R/ C.
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' =2x — 3y
n){ Yy =3z + 2y

Rezolvare : Sistemul (SO) { iy E ; _ ?jg §+ ;’;j Eg ,t € R,

este sistem de 2 ecuatii diferentiale de ordin 1, liniare, cu coeficientii constanti, dati de

(2 =3 (0 z(t) ) _, .
A= ( 3 9 > ,omogen, cu b (t) = ( 0 ) . Are ( Y (@) > =7— functii necunoscute.
I. Metoda eliminarii
Pasul 0: Din prima ecuatie a (SO) =

(0) y (1) = L5 (' (1) — 20 (¢ \*
y'(t) = _%,(x (¢ ) 22" (
Se inlocuiesc y si ¥’ in a doua ecuape a SO (se elimind y,y’ din a doua ecuatie a (SO)) =

}3 (" (t) — 22’ (t)) = 3z (t) + 2}3 (' (t) — 2z (t)) =

' (t) — 22 (t) = =9z (¢t) + 2 (2 (t) — 2z (¢))

(xpo) 2" (t) — 42’ (t) + 13z (t) = 0.

Ecuatia (xgo) este o ecuatie diferentiald de ordin 2, liniard, cu coeficientii constanti —4, 13,
omogend. Pentru ¢ € R, variabild independenta din domeniul de definitie a solutiei, se cauta
Zo (t; c1, ¢2), solutia generald pentru ecuatia (xgo).

Pasul 1 : Se atageaza ecuatiei diferentiale (xpo) ecuatia ei caracteristica

(+pC) >\2_4)\+13:O<:>()\—2)()\—3):O:>{ i;zgfgz 2328321
Pasul 2 : Pentru fiecare radécina a ecuatiei caracteristice se gisesc corespunzator solutii particulare
liniar independente ale ecuatiei omogene (xgo)

_ 2t
Mo =243 cum(Az) =1 { n ((?) - Z%;Ojg’f
B = (x1,x2) este un sistem fundamental de solutii pentru (xgo).
Pasul 3 : Solutia generald a ecuatiei (xgo) este:
T, (tc1,c0) = c1 - e* cos 3t + co - €?!sin3t,Vt € R si ¢, c2 € R.
Pasul 4 : Se inlocuiesc z, 2’ in (o) y (t) = 25 (2/ (t) — 22 (1)) =
Yo (ticr,ca) = 5 (af () — 22 (1)) =
= 2L (c1- (€* - 2cos 3t + €% (sin3t) (—3)) + c2 - (€* - 2sin 3t + €* (cos 3t) - 3) — 2 (c1 - €% cos 3t + ¢z - €2 sid
L (e1 - (2€? cos 3t — 2% cos 3t + €% (sin3t) (—3)) + ca - (€* - 2sin3t + € (cos 3t) - 3 — 2¢* sin 3t))
= }3 (cl . (—3€2t sin St) +co - (—l—e% (cos 3t) 3)) =
= ¢ - €2tsin 3t — ¢y - €2t cos 3t.
Concluzie: Solutia generala a SO este
zo(t;cr,c2) \ [ e et cos 3t + cg - e?t sin 3t -
< Yo (t;c1,02) > - < c1 - e2tsin3t — co - €2t cos 3t ) o
2t 2

. ( Lot ) . < Syt ) HER, o100 € R

Reprezentand grafic pe = si y pe I = R pentru (c1,c2) = (1,0) si (¢1,c2) = (0,1) cu magenta
(corespunzitoare solutiilor particulare din sistemul fundamental) gi pentru

(c1,e2) = (1,1),(c1,02) = (1, —1), (e1,¢2) = (=1,1), (c1, ¢2) = (-1, _1)7

(61762) (1 2) (61702) (27 1) (ClaCZ) = (_172)3(Cla62) = (_271)

(c1,e2) = (1,-2), (c1,02) = (2,-1), (c1,¢2) = (=1, =2), (c1,2) = (=2, 1)
cu albastru, se obtine:
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‘f/‘rl‘ l‘ H
\f\\g \
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Comentariu: Solutiile z si y sunt de acelasi tip, de aceeasi formi (combinatii liniare de e cos 3t
si €' sin 3t), deoarece sunt legate in SO si, ca solutii, prin constantele de indexare (c1,ca) .

II. Metoda cu valori proprii

Pasul 1 Se atageazd ecuatia caracteristicd a matricei A gi se rezolva. Adicad se determing valorile
proprii in C ale matricei A, precum gi multiplicitatea lor algebrica.
eSe determind polinomul caracteristic al matricei A, P4 (A).

[Py (\) =det (A=) 2-A =3 ‘—)\2—4/\—&—133&11

3 2—A
’PA (A) = (_1)2 ()‘2 — oA+ 52)‘: A2 — 4\ + 13, unde
B=TrA- 2 42— 40 =det A —3‘:13.

2
3 2
eSe rezolva ecuatia caracteristica a matricei A,

Pi(A) =0 (xp0) /\2—4>\+13:0:>{

AM=2+3icum () =1,
A2 =2—3icum(i) =1

Se observa ca radicinile caracteristice sunt din C\ R, nu sunt valori proprii ale matricei A in
R, ciin C.
Pasul 2. Se determind un sitem fundamental de solutii ale SO / o matrice fundamentald a SO.
aplicabil dacd A ~ D in R (pentru n = 2 gi rad&cini caracteristice complexe conjugate=-
A~ D in C). Aici A nu este diagonalizabild in R. Se poate diagonaliza ca in Exemplul 4.2.4 din
Curs sau se poate folosi SWP pentru a determina forma Jordan (chiar diagonald) in C.

<2 —3>_<1 1 ><2—3i 0 )< —§i>

32 ) i —i 0 2+3i 3

Nu se va continua rezolvarea cu modul 1.
Pe baza teoriei de la ecuatii diferentiale liniare de ordin 2, se cauté solutii particulare

N[ =0 —=

liniar independente ale (SO):
oMo =2=%3i € R cum(Ai2) =1 ~sse cautd doud solutii particulare Li. ale SO de forma
(1) = ( x (t) > _ < are? cos 3t + aze? sin 3t >
1 y (1) age? cos 3t + ase? sin3t )
Se determina ay, as, as, aq, impunand ca x,y sa verifice (SO) :
ay (Qth cos 3t — 3e?t sin 3t) + ag (QeZt sin 3t + 3e% cos 3t) =
=2 (ale% cos 3t + age®! sin 3t) -3 (age% cos 3t + aqe® sin 3t)
as (2€2t cos 3t — 3e?t sin 375) + a4 (2€2t sin 3t + 3e? cos 3t) =
=3 (ale% cos 3t + age®! sin 3t) +2 (age% cos 3t + aqe® sin 3t)

Se imparte prin e? :



Gabriela Grosu / EDCO 14

ay (2 cos 3t — 3sin3t) + ag (2sin 3t + 3 cos 3t) = 2 (aq cos 3t + ag sin 3t) — 3 (as cos 3t + a4 sin 3t)
a3 (2cos 3t — 3sin 3t) + a4 (2sin 3t + 3 cos 3t) = 3 (ay cos 3t + ag sin 3t) + 2 (a3 cos 3t + a4 sin 3t)
Se identifica coeficientii functiilor liniar independente (cos 3t,sin3t) (au W = 3) :

cos 3t : 2a1 + 3as = 2a1 — 3ag 3as + 3as =0 a1 =

sin 3t : —3a1 + 2a9 = 2a9 — 3a4 —3aq +3a4 =0 N as = —

cos 3t : 2a3 + 3a4 = 3a1 + 2a3 3aq —3a4 =0 az=a€cR

sin 3t : —3as + 2a4 = 3as + 2a4 3as + 3as =0 as =P ER
S-a gasit

z(t)\ [ Be*cos3t+ aesin3t . e? sm 3t L8 2t cos 3t
y(t) )\ —ae?cos3t + Be? sin 3t —e? cos 3t e*sindt )
Se cauta doud solutii particulare Li. ale (SO)

(S
a=08=1x ()" ¢ (t) = < Eg > - ( i )
2 (t)

notez 3 €2t sin 3¢
a=1,8=0~x(t) = ¢y(t) = <y2(t)>_<62tcos3t>‘

Din algoritm se obtin 2 solutii liniar independente, adicd B = (51, 52) este un sistem fundamental
de solutii ale (SO)..
Pasul 3. Solutia generald a SO este:

-sau X, (t;¢) = X (t;X1,X9) - € = 1% (1) 4+ caXy (t) ,t €R, ¢1,c2 € R.

To (tic1,c2) | . €2t cos 3t np €2 gin 3t B
Yo (tier,ea) ) — T\ esin3t 2\ —eXcos3t )

2t 2t
_ < cre’ cos 3t + coe“* sin 3t > LER, c1.c0 €R.

c1e2t sin 3t — coe®! cos 3t

-sau x, (t;c) = et - c- NU.

¥ =x—2y
of ¥

y =2r+y
Indicatie. A are valorile proprii{ i; i 1 i_ ;2 ZE :’nl 83 z 1’ , nu este diagonalizabild in R, este

diagonalizabila in C.
¥=x+y
AM=2+icum(\) =1,
1

No=2—icum(hy) = , nu este diagonalizabila in R, este

Indicatie. A are valorile proprii{
diagonalizabila in C.

¥=z+y
q){ y' = —bx + 3y

Indicatie. A are valorile proprii{ A =2+2i cum(h) ’

1
)\2:2—2icum()\2):1.

, nu este diagonalizabila in R, este

diagonalizabilz‘i in C.

r){ = —x — by

Yy =z+y
AL =420 cum (il) - , nu este diagonalizabila in R, este

=1
A2 = —2icum (X)) = 1.

2) =

Indicatie. A are valorile proprii{

diagonalizabila in C.

Exercitiul 2. Si se rezolve urmatoarele sisteme diferentiale liniare:
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¥=3x—y+z
a) yY=x+y+z=z
2 =dx —y+4z

3z (t) —y (t) +2(1)

() +yt)+2(0) tek,

=4z (t) —y (t) + 42 (1)

este sistem de n = 3 ecuatii dlfer ntiale de ordln 1, liniare, cu coeficientii constanti, dati de

' (t)
Rezolvare: Sistemul (SO) y’( )
2 (1)

e

3 -1 1 0
A= 1 1 1 |,omogen,cub(t)=1| 0
4 -1 4 0

Are n = 3 necunoscute | y(¢) | =7

Metoda cu valori proprii

Pasul 1 Se atageazd ecuatia caracteristicd a matricei A gi se rezolva. Adica se determing valorile
proprii in C ale matricei A, precum gi multiplicitatea lor algebrica.
eSe determind polinomul caracteristic al matricei A, P4 (A).
33— -1 1
PaA)=det(A-AB)| 1 1-Xx 1 |=-N4+82-17TA+10
4 -1 4-AX

Py(\) = (—1)3 ()\3 — 5A2 £ o) — (53) , unde §; este suma minorilor principali de ordin i ai

matricei A, adica

[01=TrAE3+1+4=58;

3 1 31 11
5o — _ 17
2 '1 1 1,2+‘44 J“|—14273 17
3 -1 1
Sa=detA=| 1 1 1 |=10
4 -1 4

Py(A)=—(A* = 8X2+17A — 10) .
eSe rezolva ecuatia caracteristicd a matricei A,
Al=1€eRcum(A\)=1;
PiaAN) =0 -A=-1)A=2)(A=5)=0&<¢ Aa=2€Rcum(X)=1;
)\3:5€Rcum()\3)—1,
Se observa ca toate radacinile caracteristice sunt din R, adicd sunt valori proprii ale matricei A.
Spectrul matricei A este o (A) = {1,2,5}.
Raza spectrald a matricei A este p (A) = max{|1],|2|,|5|} = 5.
Pasul 2. Se determind un sitem fundamental de solutii ale SO / o matrice fundamentald a SO.
aplicabil dacd A ~ D in R (pentru n = 3 si rdddcini caracteristice reale gi distincte=
A~ D in R). Se determind subspatiile proprii ale matricei A, precum si dimensiunile lor.
|A\1 = 1] Se cautd vectorii proprii corespunzatori valorii proprii A\; = 1, adica

I
X = o GMSX]'(R)’X#QMSXI(R) a'i'(A_]'IB)X:QMle(R)’ adica
L3
B3-—1x;—x2+23=0 1= —

z1+(1-—1Dza+a23=0 = z2=—« =
4:E1—332+(4—1).733:0 rs=a €eR
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Sy (A) = {x € M3x1 (R);x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii Ay = —1} U {QMSXI(R)} =

- -1
=¢(xeEM31R);x=[ —a | =a|l -1 |,a€eR
a 1
ul=v;
= [(u%)] = dimg S)q (A) =1= m()\l)

|A2 = 2| Se cautd vectorii proprii corespunzatori valorii proprii Ay = 2, adica
T
X = i) 6M3X1(R)’X#QM3X1(R) a.i.(A—?Ig)XZQngl(R), adica

—2 1 — 2z +23=0 r1 = —f3
a,’1+ 1—2 To+ax3=0 = T9 = 203 =
dry —x9+ (4 —2)z3 =0 r3=30€R
N (A) = {x € M3y (R); x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii Ag = 2} U {QM3><1(R)} =
( 3
-8 -1
={xeEMsa(R);x=1| 28 | =8| 2 |,B€R
35 3
U%ZVQ

[(u})] = dimg Sy, (4) =1 =

m(Az) .

A3 = 5| Se cautd vectorii proprii corespunzéatori valorii proprii A3 = 5, adica
Z1
x=| xz2 | € Msx1(R), K#Qngl(R) a.i.(A—513)§:QM3X1(R), adica

(3 5x1—x2+x3—0 T =7
{x1+ (1-5)a2+23=0 = Tg ="y =
4:1:1—1132+4 5) z3 =0 r3 =37y €R
A (A) = {x € M3x1 (R);x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii A3 =2} U {eMsxl(R)} =

¥ 1

=qxeMspaRy;x=|( v | =91 |,7eR) =
3y 3
u‘i’:v:;

[(u3)] = dimg Sy, (A) =1 =

m (As) .

Cum toate radacinile caracteristice ale matricei A sunt din R (sunt valori proprii) si cum mul-
tiplicitatile geometrice (dimensiunile subspatiilor proprii) coincid cu multiplicitatile algebrice ale
valorilor proprii, atunci, conform teoremei Jordan, matricea A este diagonalizabild, adica
100 -1 -1 1
0 2 0 | € M3(R) matrice diagonala ¢i 3P = -1 2 1
0 05 1 3 3
modald, astfel incit A ~ D, adici A=P-D-P ! sau D=P~!.A.P. Se precizeazi ci matricea

D = € M3 (R) matrice
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modald P este formata din coloanele vectorilor proprii, baze in Sy, (A) respectiv Sy, (A), Sx, (A).
Mai mult, matricea modala P este nesingulara, deoarece respectivii vectori proprii formeaza o baza
in ./\/l3><1 (R) , Cu P =C As.

modul 1.1. Deoarece A este diagonalizabilg,

z1 (t) -1 —elt
=LmA)=1wx )" o t)= nu@) | =t -1 |=[ ¢
21 (t) 1 elt
N—_——
V1
xa (1) -1 —e?t
o=2mN\)=1wx ()" T (t)=| 1a(t) | =e2| 2 | = 2¢*
zZ2 (t) 3 36215
————
va
T3 (t) 1 .
o3 =5, m(A3) =1~ x5 (t) note o3 (t)=| ys(t) =edt|l 1 | = e’
z3 (t) 3 365t
——
v2
modul 1.2. O matrice fundamentald este
elt g2t oot
sau X (t) = X (£ X1,X9,X3) = | —elt 2e2 €5

1t 2t 5t
e 3e 3e
sau X (t) = et = PetP Pl =

|
—

-1 -1 1 e 0 0 -1 -1 1
= -1 2 1 0 e 0 -1 2 1 =
1 3 3 0 0 € 1 3 3
¢ 1 11
= -1 2 1 0 €e* 0 -3 L0 |=
5¢ 5 11
b Ty B 1t ha A 1
fe + ze®" + 5e” et — ze c€ 7€ — g€
_ _§2t 125t T 8o S5 1 1
= 4e 37 + 1 3¢ + 3€ e 7€ 7€
i Bt g2t 12 ot o2t _ % ot % o5t % et + % o5t
Pe baza teoriei de la ecuatii diferentiale liniare de ordin 3, se cautd solutii particulare
liniar independente ale (SO):[...] Se ajunge din nou la modul 1.1- vezi Curs, Exemplul 4.2.2.

Pasul 3. Solutia generald a SO este:
-sau X, (t;¢) = X (X1, X9, X3) - € = c1X; (f) + coXo (t) + c3%3 (1), € R, c1,¢0,c3 €R.

Zo (t;c1, 2, C3) -1 -1 1
t: _ 1t -1 2t 2 5t 1 R
Yo (t;c1,c0,c3) | =cre + coe + c3e ,C1,C2,c3 € R.
2o (t; €1, €2, C3) 1 3 3
—_————
Vi V2 V2
C1
saux,(t;c)=ed - cVtel,c= [ ¢ | € Mpx1 (R) ~R?,
c3
Zo (t; 1,2, C3) % + ée% + let _ Le2t %e“ %e5t Lot c1
X — | i, 2%, B 5t 1t 2t 5t 1.5t 1t
Yo (t;c1,c2,¢3) | = | 7€ —|— 12 se + 5e* — ze %e — 4€ co
) 5 5t ot w 1w t . 3. 5t
2o (t;c1,C2,C3) 465 et — et — 65 7€ + 165 c3

OMetoda eliminérii- greoaie pentru n > 3.
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Pasul 0: Din prima ecuatie a (SO) =

(
(1) 2" (t) = 3z (¢) — (,) z (1)

F3
(1) 2" (8) = 3" (t) =3/ () + &' (1)] & ()
(12) 2" () = 32" () — " (t) + 2" (¢)

v
z
Din a doua si a treia ecuatie a (SO) =
{(2)?/(75) z(t) +y ) +z)] g
(3) 2/ (t) =4dx (t) —y (t) + 42 (t
Folosind SO si (21), (31), se elimind v/,

dt
)

(11) = 2" (1) =3Bz () —y(t) +2 () -
=12z (t) — b5y (t) + 62 (¢)

(12) = 2" () =3@32" (1) —y' () +2' (1) — (@' () + ¢ () + 2/ (1) + (42’ (t) — ¢ (t) + 42" (¢))
=122/ (t) — 5y’ (t) + 62’ (t) =
=12Bx(t)—y@t)+2z(t) =5 () +y{t)+2(t)+6@x(t)—y(t)+4z(t)) =
= 55z (t) — 23y (t) + 312 (¢)

(
o () = 35(8) ~ y () + 2 ()
S-a obtinut ¢ z” (t) = 12z (t) — 5y (t) + 62 (¢) ,t €R.
z (t) = bbx (t) — 23y (t) + 31z (t)
Deoarece rang ( _é (15 > = 2, din primele doud ecuatii ale sistemului se poate exprima in mod
unic y, z in functie de z, 2/, 2"
{ —y () + 2 (t) =" (t) — 3z (¢) N { (o1) y () = =" (t) — 62’ () + 6z (¢)
=5y (t) + 6z (t) = 2" (t) — 12z (¢) (02) z (t) = 2" (t) — 5’ (t) + 3z (¢)
Se inlocuiesc y, z in din (01), (02) in expresia lui 2" =

z" (t) = bbx (t) — 23 (2" (t) — 62’ (t) + 6z (t)) + 31 (a” (t) — ba' (t) + 3z (t)) =

(xpo) " (t) — 82" (t) + 17 (t) — 10z (t) = 0.

Ecuatia (xpo) este o ecuatie diferentiald de ordin 3, liniard, cu coeficientii constanti —8, 17,
—10, omogena. Pentru t € R, variabild independenta din domeniul de definitie a solutiei, se cauta
Zo (t; c1, c2, c3), solutia generald pentru ecuatia (xpo).

Pasul 1 : Se atageazd ecuatiei diferentiale (xgo) ecuatia ei caracteristica
AM=1lcum () =1,

()pc) X =824+ 1TA—10=0 A -1 (A=-2)(A=5)=0=<% X =2cum(\) =1,

A3 =5 cum(Ag) = 1.
Pasul 2 : Pentru fiecare radécina a ecuatiei caracteristice se gisesc corespunzator solutii particulare
liniar independente ale ecuatiei omogene (xgo), dupd algoritmul dat

edi=1lcum(\) =1~ 21 (t) = el

ey =2cum(Ng) =1~ 29 (t) = e,

el =5cum(\3) =1~ z3(t) = .

B = (z1,x2,r3) este un sistem fundamental de solutii pentru (xgo).

Pasul 3 : Solutia generalé a ecuapiei (xgo) este
z, (t;c1, co,c3) = cretl 4 coe®t + 3¢, Vt € Rsi ¢, c2,c3 €R

Pasul 4 : Se 1nloculesc xo, xl, :co

~

T, (t) = crel’ + coe?t + c3e™
2! (t) = crel’ - 1+ coe? -2+ c3ed - 5 =
o (t) = crelt - 1+ coe? - 4 + c3edt - 25.

unCl
{ (01) =y (t) = cre™ - 1 + coe?t - (—2) + c3e - 1 _

z(t) = crelt - (=1) + coe? - (=3) + ¢3¢ - 3
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b)

Indicatie. A are valorile proprii

c)

Indicatie. A are valorile proprii

d)

Indicatie. A are valorile proprii

e)

Indicatie. A are valorile proprii

f)

Indicatie. A are valorile proprii

Indicatie. A are valorile proprii{

T, (t;c1,c0,03) = cle” + coe?t —l— cse
— 2c9e?t + c3e®
302th + 3cze™

)=
Yo (t;c1,co,c3) = crett
o (t;c1,c2,03) = —crelt
c3)
)

N

Zo (t;c1,C2,C3

2o (t;c1, €2, €3) )

Yo (t; 1,2, 3

¥=x—-2y—=z
y=-z+y+z
7=z -z

' = -3z +4y — 2z
Y= =z +z
2= 6x—6y+52

=z—-y+z
y=z+y—z
2 =2r—y

¥ =2r—y+=z2
Y =x+2y—2z2
Z=x—y+2z

¥ =3r—-y+=z2
y=x+ty+z
2 =dx—y+4z

rezolvare in Curs.

h)

¥ =dr—y—=z
Y =x+2y—z
Z=x—y+2z

= 016

5t

1
+ coe?t —2
1 -3

A3 =2 cum(A3)

Al=1lcum(\) =1,
)\2:2cum()\2):1,
Az =3cum(A3) =1,
Al=1lcum(\) =1,
)\2:2cum()\2):1,
Az =bHcum(A3) =1,

M =—-1eRcum(A

1)
A=2€Rcum(N) =

WVt e R i c1,c0,c3 ER =

, este diagonalizabild in R.

, este diagonalizabild in R.

, este diagonalizabild in R.

, este diagonalizabila in R.

, este diagonalizabila in R.

1

19

+ec3e® | 1 | ,VteRsicer,ca,c3 €R.

, este diagonalizabila in R -
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A =3 cum(d) = ?’ , este diagonalizabila in R.

Indicatie. A are valorile proprii{ N =2 cum (Ag) =
¥ =3r—-2y—=z2

i) ¢ =3z —4y—3z
2 =2x — 4y

)\1 =2 Cum()\l) :2,

A 5cum(Ag) =1 " este diagonalizabild in R.
2 = — 2) =

Indicatie. A are valorile proprii{

¥ =-2r+y—2z
DS YV =x—-2y+22
2 =3x—3y+ 52
Al=—-lcum (A1) =2,

No=3cum(hg) =1  ©ote diagonalizabild in R.
2= 9) =

Indicatie. A are valorile proprii{

¥=z4+y+z
k) ¢ =2x+2y+ 22
2 =dx+4y+4z

L. . . A1 =0cum(\) =2, . C e s
Indicatie. A are valorile propru{ No=Tecum(ha) =1 este diagonalizabila in R.
) =x1 + x4
Th = T2
D xh = +x3—2
3 = 3 T4
Ty = a1 — 223 + Dy

Al=0€Rcum(A)
Indicatie. A are valorile propriiq Ao =1 € R cu m (A2)
A3 :6€Rcum(>\3)

L
2; , este diagonalizabild in R -rezolvare
1

I

in Curs.
=r—-y+=z

m){ y=x+y—=z
2= —y+ 2z

A= Leuwm(h) = ?’ , nu este diagonalizabil nici in R, nici

Indicatie. A are valorile propru{ o =2 cum(ho) =

in C.

' =x+42y—3z

n) yY=z+y+2z
2=z —y+4z;
o' (t) = (t) +2y () — 32 ()
Rezolvare: Sistemul (SO)< ¢/ (t) = (t) +y(t) +22(t) ,tE€R,
Z(t)=z(t)—yt)+42(t)
este sistem de 3 ecuatii diferentiale de ordin 17 liniare, cu coeficientii constanti, dati de

1 2 -3 0 x(t)
A= 1 1 2 ,omogen, cub(t)=1| 0 |.Are | y(¢) | =7— functii necunoscute.
1 -1 4 0 z(t)

Metoda cu valori proprii

Pasul 1 Se atageazd ecuatia caracteristicd a matricei A gi se rezolva. Adica se determing valorile
proprii in C ale matricei A, precum gi multiplicitatea lor algebrica.
eSe determind polinomul caracteristic al matricei A, P4 (A).
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1—X 2 ~3
PaA)=det(A-AG)—| 1 1-X 2 |=-X+6X2—12)\+8sau
1 —1 4 — )\

Py(\) = (1) (A* = 6127 + 62X — 63) |, unde §; este suma minorilor principali de ordin i ai

matricei A, adica

:1+1+4:6;

1 2 1 -3 1 2
8o = — 19.
2 )11,+‘1 41,3+‘_142,3 %
1 2 -3
1 -1 4

Pa(A)=— (A —6)7+121—8).
eSe rezolva ecuatia caracteristicd a matricei A,
PaN)=0s-A-2°=0s{ N =2eRcum(\)=3;
Se observa ca toate radacinile caracteristice sunt din R, adicd sunt valori proprii ale matricei A.
Spectrul matricei A este o (A) = {2}.
Raza spectrald a matricei A este p (A) = max {|2|} = 2.
Pasul 2. Se determind un sitem fundamental de solutii ale SO / o matrice fundamentald a SO.
aplicabil dacd A ~ D in R. Se determin& subspatiile proprii ale matricei A, precum si
dimensiunile lor.
A1 = 2| Se cautéa vectorii proprii corespunzatori valorii proprii A; = 2, adica

z1
x=| z2 | € Msx1 (R), X#QMZ’)xl(R) a.i.(A—QI::,);zQMM(R), adica
1—2 )1+ 2x9 — 323 =0 T = —Q
ZL’1—|— (1—-2)xa+223=0 = To = « =
x1—x2+(4—2)x3=0 r3=a€R
A (A) = {x € M3y (R);x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii A\; =2} U {QMSXI(R)} =
4
—Q -1
={x € Ms (R);x= o =« 1 ,a€eR 3 =
o 1

u%:vl

= [(u1)] = dimgp S), (A) =1#3=m(\1).
Conform teoremei Jordan, matricea A nu este diagonalizabild nici in R, nici in C.
Folosind calculatorul, programul Scientific WorkPlace, se poate scrie forma Jordan A = PJP~!

1 2 =3 0 0 1 2 00 0 -1 1
1 1 2 = -3 -1 -1 1 2 0 -1 2 =31,
1 -1 4 -2 -1 -1 01 2 1 0 0

dar nu se continua in acest material cu modul 1.
Pe baza teoriei de la ecuatii diferentiale liniare de ordin 3, se cautd solutii particulare
liniar independente ale (SO):
e\ =2 € R cum(\) =3 ~>se cautd trei solutii particulare Li. ale SO de forma
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x (t) (a1 + tag + t?c3) e
y(@t) | = (as+tas+t2ag) e*
z (t) (a7 + tag + tzag) et
Se determind aq, ..., ag (numere, altele decat constantele de indexare), impunand ca x, y, z s verifice
(SO) :
(ag + 2tcs) e + (al + tag + t203) eXt.2 =

= (a1 + tas + t203) et 42 (a4 + tas + t2a6) et —3 (a7 + tag + tQag) et
(as + 2tag) €* + (ag + tas + t?ag) €' - 2 =

= (a1 + tas + t203) et + (a4 + tas + t2a6) et 42 (a7 + tag + tzag) et
(as + 2tag) €* + (a7 + tag + t?ag) €' - 2 =

= (al + tag + t203) et — (a7 + tag + t2a9) et 4+ 4 (a7 + tag + tzag) eZt;
Se imparte fiecare ecuatie prin e? si se identifici coeficientii:

Y. as + 2a1 = a1 + 2a4 — 3ay (a1 + as — 2ay4 + 3ar =0
th . 2c3 4+ 2a9 = ao + 2a5 — 3asg as + 2c3 — 2as 3ag =0
2 2c3 = c3 + 2ag — 3ag c3 — 2ag +3a9 =0
t0 as + 2a4 = a1 + a4 + 2a7 al — a4 — as + 2a7 =0
th: 206 + 2a5 = a9 + a5 + 2ag & a2 — a5 — 2a¢ + 2ag =0
2. 2a6 = c3 + ag + 2ag c3 — ag + 2a9 =0
10 . ag + 2a7 = a1 — aq + 4ay al —ay + 2a7 — ag =0
th: 2a9 + 2a8 = as — a5 + 4ag as — as + 2ag — 2ag9g = 0
2 2a9 = c3 — ag + 4ag L c3 — ag + 2a9 =0
110 -2 0 0 3 0 0 0 1 000O0O0 1 -1 —-2]0
Oo12 0 -2 0 0 3 0 0 01 0 0O0O0O O 1 =210
0 01 O 0O -2 0 0 3 0 001 00O0 O O 1 0
100 -1 -1 0 2 0 0 0 0o 00100 -1 0 =20
0100 -1 -202 0/]0/[%%[ooo0010 0 -1 010
0 01 O 0O -1 0 0 2 0 Oo0 0001 O O =110
100 -1 0 0 2 -1 0 0 0O 00O0O0OO0OO0O O O 0
010 0 -1 0 0 2 =20 0O 00 0OO0OO0O O O O 0
0 01 O 0O -1 0 0 2 0 000 O0O0OO0OO0O O O 0
a; = —a+ [+ 2y
ai + a7 —ag — 2a9g =0 22::ﬂ+2’7
az +ag — 2a9 =0 ai;av—i—%y
c3 +ag=0 N a5 = 3
ay —ar —2a9 =0 a6 =
as a _as_aioo ar=a€R
6 9= ag=p R
ag=7v€R
S-a gasit
z (t) (—a+B+2y+t(=B+2y)+t2(—7)) e*
et)y=1 y(t) = (04—1—27+tﬁ+t27)62t =

z (t) (o + 18+ t2y) e
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-1 1—-¢ —$?
=ae?| 1 | +pBe% t +ye?t | 2 .
1 t t2
N —

Vi
Se cauta trei solutii particulare Li. ale (SO) =

. 1 (t) —1
a=1,8=07=0~x ()" (t)=| n(t) | =e*{ 1 |
Z1 (t) 1

. i) (t)

a=0,8=1,7=0~%,(t) "= @, () = y%?
(t)

(t)

xs (t —t2
a:O,ﬂ:(),’y:lwgg(t)mgezgog(t): y3 (¢ =e2t | ¢2 )
23 (t) t2

Din algoritm se obtin 3 solutii liniar independente, adicd B = (x;, Xy, X3) este un sistem funda-
mental de solutii ale (SO).
Pasul 3. Solutia generald a SO este:

X, (t;c) = X (t; X4, X9, X3) - € = c1X; (£) + c2Xy (1) + c3X5 () ,t € R, c1,¢2,c3 € R.

Zo (t; 1, C2,C3) -1 1—t —t2
Yo (ta C1,C2, 03) = Cle2t 1 + 6262t t + 6362t t2 ,C1,C2,C3 € R.
Zo (t7 C1,C2, 03) 1 t t2

——

Vi
x, (t;c) = ett - c—NU.
OMetoda elimindrii- greoaie pentru n > 3.
Pasul 0: Din prima ecuatie a (SO) =

{ (1) 2’ (t) = @ (t) + 2y (t) = 32 (1)] 4 )

(
(11) 2" (t) = 2’ (t) + 2y (t) — 32" (t)| & ()
(12) 2™ (t) = 2" (t) +2y" (t) — 32" (¢)
Din a doua si a treia ecuatie a (SO) =
{ (2)y (1) ==(t) +y(t)+22(t§||,§lt(

(21) ”(t =a'(t) +y
(3) 2 (t) = (t) —y (t) + 4z (¢ %( :>{ ' (t) —y

) )
) (31) 2" (t) =
: 1
(t (

Folosind SO si (21), (31), se elimind ¢/, y”, 2/, 2" din (11), (12) =
(1) = o (£) = (x (8) + 2 (1) — 32 (1) + 2 (@ (1) + y () +22.(8)) — 3w (8) — y (£) + 42 (1))
=0-2(t) + Ty (t) — 112()
(1) = & (1) = (" (t) + 29" (8] = 327 (1)) + 2 (2" () + 4/ (£) + 22" (1)) = 3 (2" (8] — ¢/ (1) + 42 (1))

=0-2' (t)+ 7y (t) — 112 () =
=0 (z(t) +2y(t) =32 (1) + 7(x (1) +y (t) + 22 (1)) — 11 (z (1) —y () + 42 (1)) =
= —4z (t) + 18y (t) — 30z (t)

() == (t)+ 2y (t) — 32 (2)

"#)=0-x(t)+Ty(t)—11z(t) ,teR.

"(t) = —4x (t) + 18y (t) — 30z (1)

S-a obtinut {

Deoarece rang

N8 8 8
N

|

w

7 _11 ) = 2, din primele doua ecuatii ale sistemului se poate exprima in mod

unic y, z in functie de z, 2/, 2"
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=32" (t) + 112/ (t) — 11z (¢)

{ 2y (t) =32 (t) =2’ (t) —x () (o1)y (¢)
—2a" () + Ta' () — Tz (t)

Ty (6) — 11z () = 2 () — 0 2 (¢) ;‘{ (02) 2 (1)
Se inlocuiesc ¥, z in expresia lui 2/ =
2 (t) = —dx (t) + 18 (=32" () + 112’ (t) — 11z (¢)) — 30 (—22" (¢) + 72’ () — Tz (t)) =
(xpo) 2" (t) — 62" (t) + 122/ (t) — 8z (t) = 0.
Ecuatia (xgo) este o ecuatie diferentiald de ordin 3, liniard, cu coeficientii constanti a; = —8,
as = 12, ag = —8, omogend. Pentru t € R, variabild independentd din domeniul de definitie a

solutiei, se cauta z, (t; c1, c2, c3), solutia generald pentru ecuatia (xgo).
Pasul 1 : Se atageazd ecuatiei diferentiale (xgo) ecuatia ei caracteristica
(,pc) N2 —6X2 4120 -8=02 (A—-2°=0={\ =2cum(\) =3.
Pasul 2 : Pentru fiecare radécina a ecuatiei caracteristice se gésesc corespunzéator solutii particulare
liniar independente ale ecuatiei omogene (xpo), dupa algoritmul dat
zp (t) = e
e =2cum(\) =3~ x9(t) =te?
z3 (t) = t2e?.
Pasul 3 : Conform algoritmului de la Pasul 2, (z1,z2,23) este un sistem fundamental de solutii
pentru (xgo) (sunt solutii particulare pentru (xgo) si functii liniar independente). Atunci solutia
generald a ecuatiei (xgo) este
T, (t;c1,c2,c3) = cre® + cote® + c3t?e?!,Vt € Rsi c1,co,c3 €R
Pasul 4 : Se inlocuiesc x,, ), 2.

T, (t) = c1e? + cote® 4 c3t?e?

a, (t) = c1€® - 2+ co (%' + 2te®) + c3 (2te* + 2t%e*)

a) (t) = cre® - 4+ cp (4e* + 4te®) + cg (2€* + 8te?' + 4t%e?') .
Atunci

01) =y (t) = c1e® - (—1) + ¢z (—e* — te?") + c3 (—6€*" — 2te? — t2e2!) N
=z (¢

)
{ 09) (t) = c1e® - (=1) + cg (—€* — te?) + c3 (—4e? — 2te® — t2e?)
T, (t;c1, 2, c3) = cre?t + cote® + cgt?e?
{ Yo (t;c1,ca,c3) = cre® - (—1) + o (—e2Z€ — te%) + c3 (—662t — 2te?t — t2€2t) ,
2o (t;c1,c0,¢3) = c1e?t - (—=1) + ¢z (—th - tezt) 4 c3 (—462t — 2te?t — t2€2t)
Vit € Rsicp,co,c3 € R,

¥ =2r—y—=z
o) ¥y =22—y—2z

Z=2z—x+y
Indicatie. A are valorile proprii{A\; = 1 cu m (A1) = 3, nu este diagonalizabild nici in R, nici in
C.

x = —y

P){ ¥ =4z +4y
2 =-2rx+y+22
Indicatie. A are valorile proprii{A\; =1 cu m (A1) = 3, nu este diagonalizabild nici in R, nici in
C.
' =2x+vy
Qi ¥Y=x+3y—=z
2 =—x+2y+3z
Al=2€Rcum(A\)=1;
Indicatie. A are valorile proprii ¢ A2 =3 —i€ C\ R cum(X2) =1; , nu este diagonalizabild in
A3 =341 E(C\R cu m()\g) =1;
R, dar este diagonalizabild in C— a se vedea rezolvarea in Curs.
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=r—-y—=z2
r)y ¥=x+y
2 =3z +z
/\1 =1cu m()\l) =1
Indicatie. A are valorile proprii¢ A2 =14 2i cu m(A\2) =1 , nu este diagonalizabild in R, dar
Ad3=1—-2icum(A3) =1
este diagonalizabila in C.

d=x—y+z
s)R vV= 2y—=z
Z = Y+ 2z

AMM=lcum(A)=1
Indicatie. A are valorile propriiq Ay =2+ i cum(A2) =1 , nu este diagonalizabild in R, dar
Ad3=2—icum(A3)=1

este diagonalizabild in C.



