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SEMINAR NR. 8, REZOLVARI
EDCO, ATA

4.2. Sisteme de ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti constanti

Exercitiul 3. S& se rezolve urmatoarele sisteme diferentiale liniare:
a){ ¥=x—y+e

Yy =2x —y + cost;
?t)=xt)—yt)+e
y' (t) =2z (t) —y(t) + cost ’
este sistem de n = 2 ecuatii diferentiale de ordin 1, liniare, cu coeficientii constanti, dati de

1 -1 el z (t)
i = i :?
A < 9 _1 > , neomogen, cu b (t) < >, cu n = 2 necunoscute < y (1) > /

cost

Rezolvare : Sistemul (SN) { teR,

I. Metoda directa, in SN, a eliminarii
Etapa 0: Din prima ecuatie a (SN) =
{ (0) y(t) = —a' (t) + = (t) +¢'| g ()
y () =—a"(t) +a' (t) + ¢
Se inlocuiesc y si ¥’ in a doua ecuatie a (SN) (se elimind y,y" din a doua ecuatie a (SN)) =
—2" (t)+2' (t) + e =2z (t) +2' (t) —z (t) — €' + cost =
(xgn) 2" (t) + z (t) = 2¢e* — cost.
Ecuatia (xgn) este o ecuatie diferentiald de ordin 2, liniard, cu coeficientii constanti 0, 1,

neomogena cu termenul liber

[:TI—TR, f(t)=2e" — cost.
Pentru ¢t € I = R, variabild independenta din domeniul de definitie a solutiei, se cauta z (¢; ¢, ¢2),
solutia generald pentru ecuatia (xgy).
Etapa 1: Se atageaza si se rezolva EO

(*EO) x” (t) +x (t) =0.
Pasul 1 : Se atageazd ecuatiei diferentiale (xgo) ecuatia ei caracteristicd

(k)pc) NP +1=0 A=) A+i)=0= {M\2="4icum(N2) = 1.
Pasul 2 : Pentru fiecare radécind a ecuatiei caracteristice se gésesc corespunzator solutii particulare
liniar independente ale ecuatiei omogene (xgo)

_ Ot oo

a0 teum ) =1 | B0t

B = (x1,x2) este un sistem fundamental de solutii pentru (xgo).
Pasul 3 : Solutia generald a ecuatiei (xpo) este

Ty (t;c1,c2) =1 - cost + co - sint, vVt € Rgi c1,c0 € R.
Etapa 2 : Se determind o solutie particulara a ecuatiei neomogene (xgy),z, =7.
Metoda variatiei constantelor pentru EN: Deoarece (z1,x2) este un sistem fundamental de
solutii pentru (xgo) se cauta x, de forma

zp (1) = w (t)@—i— U2 (t)érg,w el,

z1(t) z2(t)
unde u; : T — R, ¢ € {1,2}, sunt solutii ale sistemului
uy (t)cost + ub (t)sint =0
{ uy (t) (—sint) + uh (¢) (cost) = 2e! — cost
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cost sint

A — . — = 1 ]I.
(t) W<t7xlax2) —sint cost I 7é 07Vt €
0 sint . ‘s
A (t) = ' 9¢t — cost cost | = costsint — 2e’sint, vVt € L.
| cost 0O _ ‘ 9
Ay (t) = “sint 2 — cost '—2(cost)e cos“t,Vt € IL.
Atunci A
uy (t) = Al((t)) = costsint — 2¢'sint, [ ()dt = { uy (t) = (cost) el — Fcos2t — el sint + ki,
uly (t) = AAz(tt) = 2(cost) et — cos?t. us (t) = (cost) el — isin 2t — %t + elsint + k.
Deoarece se cauta o solutie particulara x, se alege k1 = 0, k2 = 0. S-a obtinut

e
zp (t) = ((cost) e’ — Fcos2t — efsint) cost + ((cost) e’ — 3sin2t — 3t + e'sint) sint =
:et(coszt—sintcost+sintcost—|—sin2t)—%COSthost—isinZtsint—%tsint:
. lcos3t+cost {cost— cos3t
= e — — - 7
4 2 4 2

=el — Zcost — %tsint,Vt el

1gaim 4 —
— §tsmt =

Metoda coeficientilor nedeterminati pentru EN: Se observa ci ecuatia (xgy) are coeficienti
constanti, nu are termenul liber un cvasipolinom dar are termenul liber o combinatie liniara de cvasipolinoame.

f)=_1 -2 +(—1)-cost.
a fi(d) 2 f2()
Pentru fiecare ¢ € {1,2} se determina solutii particulare x,, corespunzitoare pentru

Teorema 2

(tene) " (t) +x(t) = fi(t),teR =
xp(t) =1-xp, (t) +1-2p, (t),Vt € R este solutie particulard pentru (xgn;).
Etapa 2.1 : Fie (xgn1) 2 () + 2 (t) = 2¢',t € R,

Se observi ci fi (t) = 2¢! = elt \2,_/(:08 (0t) + \1/8111 0t) | ,vt e R,
Pi(t) Qu1(t)
adica fi este de forma (7),cua=1,5=0, P, (t) =2, @1 (t) = 1. Cum A = 1+ 0i nu este rddacing
caracteristici= s = 0 = se cautd o solutie particulard pentru (x*gp1) folosind Teorema 1,
zp, (t) = % (Ay (t) cos (0t) + By (t)sin (0t)) = et Ay (t),Vt € R,

unde A; si By sunt polinoame de grad cel mai mare dintre gradele lui P; si @1, adica 0. Se determina
coeficientii 1 ai polinomului A (t) = 1y impunand ca x,, s fie solutie particulard a (xgn1).

L ’xpl (t) = MOet

0 -|af, (t) = poe!

1 - ’xgl (t) = ppe’

+ in (*ENl)‘ 2e’ = 2et g, Vt € R

Se imparte prin e!(identificim coeficientii puterilor lui t-nu)= p, = 1
S-a obtinut z,, (t) = 1ef,Vt € R.
Etapa 2.2 : Fie (xgn2) 2" (t) + x (t) = —cost,t € R.

Se observa ci fa (t) = —cost = €% | (—=1)cos (1) + _0
~—— ~~
Pay(t) Q2(t)

adicd fo este de forma (7), cu @« =0, 8 =1, P,(t) = —1, Q2(t) = 0. Cum A = 0+ 17 este

ridacind caracteristicd de multiplicitate m (A) = 1 = s = se cautd o solutie particulard pentru

(*gn2) folosind Teorema 1, de forma

sin (1t) | ,Vt € R,



Gabriela Grosu / EDCO 3

Tpy (t) = t1e% (Ag (t) cos (1t) + Ba (t) sin (1t)), Vt € R,
unde As si Bs sunt polinoame de grad cel mai mare dintre gradele lui P, si QQ2, adicd 0. Se determina
polinoamele constante Az (t) = 1 si B2 (t) = vo impunand ca x,, sd fie solutie particulara a (xgn2).
1 -|zp, (t) =t (pgcost+ vosint)
0 -|a], (t) = (pocost + vosint) + t (—pgsint + vo cost)
1 - ‘.TZQ (t) =2 (—pgsint + vgcost) +t (—pugcost — vgsint)
+ in (*ENQ)‘ —cost = (gt + 2v9 — pgt) cost + (vot — 2y — vot)sint, Vi € R
Cum (cost,sint),Vt € R sunt functii liniar independente pe R (au W = 1) = identificdm coeficientii
lor= - 0
cost : —1 =2y =
sint : {O——2u0 :>{HO
Se putea ajunge la doud egalitdti de polinoame din care sa fi identificat si coeficientii puterilor lui
t. S-a obtinut
Tpy (t) =1t (Ocost + S sint),Vt € R.
Atunci o solutie particulara pentru (xgy) este
zp(t) =1-e'+1-Ftsint, V¢t € R.
Etapa 3 : Solutia generald a ecuatiei neomogene (xpy) este data de
z (t;c1,c2) = 0 (t;c1,c2) + 2 (8) ,VE €L 51 c1, 2 € R, adicd
x (t;c1,c0) = cpcost + casint + el — %tsint,Vt €llgicy,co €Rsau
x (t;c1,c9) = cpcost + casint + el — %cost — %tsint,Vt €lsici,co €R
Etapa 4 : Se inlocuiesc x, 2’ in (o) y (t) = —a' (t) +x (t) + el =
y(t;e1,c0) = c1 (—sint) + cpcost + e — §sint — 3t cost+

+cpcost + cysint + ef — %tsint+et =
=c; - (cost —sint) + cp - (cost +sint) + 3¢’ — Lt cost — tsint sau

t; = int b4l + Ssint— Lsint— Ltcost
y (t;c1,c2) = c1 (—sint) + cocost + e —i—ism — 5sint — tcost+
1
—l—clcost+CQSint—|—et—Ecost—%tsint—ket:

= t—sint t+ sint) + 3¢’ int — Lcost — Ltcost — Lesint
= ¢y - (cost —sint) + cg - (cost 4 sint) + ef — sint — - cost — gtcost — gtsint.
Concluzie. Solutia generald a (SN) este

z(tier,c2) \ _ ( z(te1,c2) :clcost—l—czsint—i-et—%tsint
y(tier,ea) )~ \ c1-(cost —sint) +co - (cost +sint) + 3e’ — Stcost — stsint )’
Vtelsicy,c €R.

)

1
< z (t ey, c2) ) _ ClCOSt+CQSth+€t—ZCOSt—%tSint

. 1 1
y(t;cr,e2) c1 - (cost —sint) + co - (cost +sint) + 3e! — —sint — — cost — 2t cost — 2tsint

4 4
Vtelsic,c eR

Reprezentand grafic pe z, si y,, aldturi pe = si y, pe I = R pentru (¢1,c2) = (1,0) si (c1,c2) =
(0,1) cu magenta (corespunzatoare solutiilor particulare din sistemul fundamental) si pentru

(c1,e2) = (1,1),(c1,e2) = (1, -1), (e1,¢2) = (=1,1), (e1,¢2) = (=1, -1),

(c1,02) = (1,2), (c1,¢2) = (2,1), (1, ¢2) = (—1,2), (c1,¢2) = (—2,1)

(c1,¢2) = (1,-2), (c1,2) = (2, -1), (c1, 62) =(-1,-2),(c1,¢2) = (=2,-1)
cu albastru si pentru (ci, c2) = (0,0) cu portocaliu solutia particulard obtinutd cu metoda variatiei
constantelor, se obtine:
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II. Metoda cu valori proprii pentru SO/SN

Etapa 1 : Se determina solutia generald a SO atagat sistemului SN:
ol (t) =z (t) —y ()
SO { ,tel=R
SO ) =20ty —y (1)
Pasul 1 : Se atageaza ecuatia caracteristicd a matricei A si se rezolva. Adica se determina valorile
proprii in C ale matricei A, precum gi multiplicitatea lor algebrica.
eSe determind polinomul caracteristic al matricei A, P4 (A).

1—AX -1
| Pa(A) = det (A - AD) = o =N
Py ()\) = (—1)2 ()\2 — 01\ —1—52) , unde
m=TAk1-1=ofm=dual=|} T} |-1

eSe rezolva ecuatia caracteristicd a matricei A,

PA () — 05 (spc) 1 — 0 { R

Se observa cd radacinile caracteristice sunt din C \ R, nu sunt valori proprii ale matricei A in
R, ci in C.
Pasul 2. Se determing un sitem fundamental de solutii ale SO / o matrice fundamentald a SO.
aplicabil dacd A ~ D in R (pentru n = 2 si rad&cini caracteristice complexe conjugate=-
A~ D in C). Aici A nu este diagonalizabild in R. Se poate diagonaliza in C, ca in Exemplul 4.2.4
din Curs, sau se poate folosi SWP pentru a determina forma Jordan (chiar diagonald) in C.

1 -1\ _ [ 1 1 —i 0 t+3i =L

(2 o)=Cooo ) 00 ) (R )
Nu se va continua rezolvarea cu modul 1.
Pe baza teoriei de la ecuatii diferentiale de ordin 2, liniare, omogene, se cauta solutii 2
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particulare liniar independente ale SO:
o2 =0=E1i € Rcum(A2) =1 ~vse cautd doua solutii particulare Li. ale SO de forma

o (t) = < z (t) ) _ < a1€% cost + ase sint ) _ ( aycost + agsint )

y (1) azeV cost + ase® sint azcost + aygsint /)’
Se determina aq, as, as, a4, impunand ca z,y si verifice SO:
—aysint + azcost = (aj cost + agsint) — (agcost + aysint)
{ —agsint + agcost = 2 (aj cost + agsint) — (agcost + agsint)
Se imparte prin €% = 1 si se identificd coeficientii functiilor liniar independente (cost,sint) (au

W=1):
cost : as = ap — as ay — as — as =0 a1 =a+p
sint : a1 =ay—ag a1 + as —as4 =0 N as = —a+f
cost: a4 = 2a1 — asg 2a1 —az3—as4 =0 a3 =2a €R
sint : —a3 = 2a9 — ay 2a9 +a3 —ag =0 as =26 € R
1 -1 -1 0 |0 1 -1 -1 0 |0 1 -1 -1 0 |0
1 1 0 -1 0 pasl 0 2 1 -1 0 pas2 0 2 1 -1 0
2 0 -t -1t fo] ; (o2 1 -tfo] ;7 fo o o 0 o
0 2 1 =110 Iy — Iy 0 2 1 —-110 Iy 0O 0 0 O 0
l3—1 I3 — 12
Iy lg =12
Se poate si
1 -1 -1 L
1 1 0 | =0, 11 ) =25#4#0=>
2 0 -1
=-ecuatiile 1, 2 principale; a1, a2 necunoscute principale samd.
S-a gasit

<a:(t) ) _ ( (a+ B)cost + (—a+ f)sint > :a< cost — sint > +6< cost+sint>

y (t) 2accost 4 2fsint 2cost 2sint
t

cost + sint
2sint ’

a=05=1=x0" 0= (1)) -
za(t) ) _

a:1,5:0~»><2(t)n%t"p2(t>:<yg(:)) <COSt—sint).

2cost
Din algoritm, se obtin 2 solutii liniar independente.
B = (x;,X5) este un sistem fundamental de solutii ale SO.
Pasul 3. Solutia generala a SO este:
-sau X, (t;¢) = X (4%, X9) - € = 1% () + c2X5 (1) ,t €R, 1,2 € R.
z, (t;c1,co cost 4+ sint cost —sint
<yo((t;cl,02)) >:Cl< 2sint >+C2< 2cost )’tER’ c1,¢2 €R.
sau x, (t;c) = 4 - c—Nu
Etapa 2 : Se determina o solutie particulara a SN, x,, () =7.
Metoda variatiei constantelor pentru SN - teoretic, mereu aplicabild; practic apar dificultati

in aplicare cand sistemul este de ordin mare si apar de calculat (fard calculator) determinanti
functionali de ordinul respectiv, integrale.

Se cauta de forma

x, (t) = u1 (£) % (t) +uz (t) X (), VE € R,
unde u} : T — R, ¢ € {1,2}, sunt functii-solutii ale sistemului
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uy (t) (cost + sint) + ub (t) (cost — sint) = e
uy () (2sint) + uf (t) (2cost) = cost
cost +sint cost —sint

At) =W (tx, %) = | 5 5 cos ¢ =240,Vt € R.
t oo
Ay (t) = 2ost (QJOCSotst sint ’ = 2¢et cost + costsint — cos? t,Vt € R.
: t
Ay (t) = ;Ossuij st zost ’ = cos?t +sintcost — 2e’sint, Vt € R.
Atunci
0 Aq(t) 2¢t cost + costsint — cos? t
0 As(t) cos?t + sintcost — 2el sint f() dt =
2= A T

2
up () = %e cost + Lelsint — §cos2t - §Sln2t - %t + ky
up (t) = 5e' cost — e sint — g cos2t + gsin2t + 1t + ko
Deoarece se cauta o soluyle particulara z,, se alege k1 = 0, ko = 0. S-a obtinut

xp (1) 14 1 1. 1 cost +sint
(yj(t) ) (2 cost+ s1nt—§cos2t—§sm2t—1t) 5 sin ¢ +

t —sint
—i—(% tcost — 1 GSIHt—7COSQt+8SH12t+ t) cos sin

,VteR
2cost
Metoda coeficientilor nedeterminati pentru SN Deoarece SN are coeficienti constanti si ter-

menul liber avand pe coloane combinatie liniara de cvasipolinoame de acelasi tip atunci se poate
cauta x, cu Teoremele 4.2.7 si 4.2.8 din Curs. Intr-adevar,

b(t):(z;st>:1'<Sost>+1'(8t):

B e% (0 cost + 0sint) el (1 cos (0t) + 0sin (0t))
=1 ( e (1cost + Osint) > 1 < 1% (0 cos (0t) + 0sin (0t)) >
. Zt)=x@)—y{t)+0

.Fle(SNl){y'()—Zsc() Yy ) (6) & cos ,t €R.

Cum A\ = 0+ este rddacina caracteristici cu m (i) = 1 = s = 1 = se cautd o solutie particulara
pentru SN; de forma .
o xp (1) [ €Y (A1 (t)cost + By (t)sint)
0= (0 ) = (o (a6 eomt £ pityame) ) €%
unde A; si B; sunt polinoame de grad 0+1. Se determina coeficientii polinoamelor A; (t) = pg ;+4q ;t
si Bi (t) =vo,;+vi,t, i€ {1,2}, impunand ca
[ (poq + pyqt) cost + (voq + vi,it)sint
x, (0= {lon |
[ig2 + 1 2t) cost + (o2 + vit)sint
piy g cost — (pg 1 + py1t) sint + vy ysint + (vo1 + vit) cost =
= ((mo.1 + py1t) cost + (vo1 +viat)sint) — ((pgo + p19t) cost + (vo2 + viat) sint) +0
picost — (pgg + fig ot) sint +v1gsint + (vo2 + v1ot) cost =
=2 ((po1 + py1t) cost + (voq +viat)sint) — ((po2 + sy 9t) cost + (vo2 + viat) sint) + cost
IdentificAm coeficientii functiilor liniar independente (cost,sint) (au W = 1)
cost: [ g+ (o1 +viat) = (pos + prat) — (o2 + f2t)

) sd fie solutie particulara a SNy.

sint: ) —(poq +piat) +vin = (Voa +viat) — (vo2 + viat)
cost: | (vou+viit) =2 (pg1 + pit) — (Hoo + pyt) +1
sint: | = (no2 + miot) +v12 =2 (o +viat) — (o2 +v12t)

Identificim coeficientii puterilor lui ¢ =
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0 ( M1+ V0,1 = Mo — Moo Mo — H1,1 — Mo 2 — V0,1 =
th: V11 = M11 — M2 M1t —H12 — V1,1 =0
9 —Ho1 + Vi1 = Vo1 — Vo2 Ho,1 +vo1 — V1,1 — Vo2 =0
th. —H11 = V11 — V12 N M1 + v —v12=0
0 Vo1 = 2pg,1 — o2 + 1 249 1 — Ho,2 — Vo1 =-1
the | via =200 — o 241 — M1 — V1 =0
10 . —Mo2 + V% = 2V0’1 — V0,2 Ho,2 + 21/071 — Vo2 — V12 = 0
the P =211 — V12 M2 —2v11 +rv12=0
1 -1 -1 0 -1 0 0 0 0 100000 0 O0/|-1
o1 0 -1 0 -1 0 O 0 01 000O0O O O 0
1 0 0 0 1 -1 -1 0 0 O 01000 1 0]-=-2
o1 0o O 0o 1 o0 -1 0 Gauss | 0 001 0 0 0 O 0
2 0 -1 0 -1 0 0 0 -1 ~ 000010 —-10 1
0o 2 0 -1 0 -1 0 O 0 000 O0O0T1 0 O 0
0 O 1 0 2 0O -1 -1 0 000 0O0OO0O O 1 0
o 0 o 1 0 -2 0 1 0 000 00O O O 0
to1 = —1
p11 =0
Po2 = —2
2 =0
Vo1 = 1
Vil = 0
vo2 =0
Vi2 = 0

De mentionat ca s-a folosit SWP pentru calcul.
Comentariu. De precizat cé, in loc de notatia universala
x () = ( (10,1 + p11t) cost + (o1 + vi1t)sint >

- (M0,2 + ,umt) cost + (vo2 + vi2t)sint
se poate folosi orice alt set de litere, precum

x (1) = < (a1 + bit) cost + (c1 + dit)sint >
=P (ag + bat) cost + (ca + dot) sint
S-a obtinut

_( (m1+mnit)cost + (p1 + qit)sint s amd
~\ (ma +nat) cost + (p2 + gat)sint ) "

x (1) = (—=1+0t)cost+ (1 +0t)sint \ [ sint—cost
=3\ (=24 0t)cost + (0 +0t)sint ) —2cost
) t)=x(t)—yt)+e
Fie (SN
oFie (53] 10 2500y "y 1o
Cum A = 1+ 07 nu este rddacina caracteristici= s = 0 = se cauta o solutie particulara pentru
SNy de forma
Ty, () o [ et (A1 (t)cos (0t) + By (t)sin (0t)) et A (t)
Xy, (t) = =1 1t . = 5 ,Vt € R,
Yps (1) e'’ (Az (t) cos (0t) + Ba () sin (0t)) e'As (t)
unde A; si B; sunt polinoame de grad 0. Se determind coeficientii polinoamelor A; (t) = pq;,
i € {1,2}, impunand ca
t
X, (t) = < et’uovl ) sa fie solutie particulara a SN».
€ o2
{ oy = €e'pgy — €'pg g+ el
e'too = 2€' kg — €'pigp + 0
Se tmparte prin e’ si identificim coeficientii puterilor lui ¢ =

) solutie particulara a SNVy.

,teR.
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{ Hoi=#Ho1— ko2 t1l { o1 =1
Mo = 2401 — Moz + 0 o2 =1
S-a obtinut

et

X, (t) = ( ot > ,Vt e R.
O solutie particulard a SN este

x,(t)=1-x, () +1-x,, (), adica

sint — cost et

o1 (M) 1 (4 ) hen
Etapa 3 : Solutia generald a sistemului diferential neomogen SN este

x(t;c) =x,(tc) +x,(t),t €R, c € My (R) ~ R?,
unde x, (t; ) este solutia generald SO si x,, (t) este o solutie particulard a SN.
b) ¥ =3r—y

Yy = 5x +y+sint

' (t)=3x(t)—y(t)+0
y' (t) =5z (t) +y(t) +sint ’
este sistem de n = 2 ecuatii diferentiale de ordin 1, liniare, cu coeficientii constanti, dati de

(3 —1 (0 _ x (t) _ 9
A= < 51 >,neomogen, cub(t) = < sint > Are n = 2 necunoscute ( Y () > =7

I. Metoda directa, in SN, a eliminarii
Etapa 0: Din prima ecuatie a (SN) =
{ (0) () =~/ (t) + 33 (1) 4 ()
y'(t) = —a" () + 32" (t)
Se inlocuiesc y si ¥’ in a doua ecuatie a (SN) ( se elimind y,y’ din a doua ecuatie a (SN)) =
—2" (t) + 32/ (t) =bx (t) — 2’ (t) + 3z (t) + sint =
(xpn) 2’ (t) — 42’ (t) + 8z (t) = —sint.
Ecuatia (xpn) este o ecuatie diferentiald de ordin 2, liniard, cu coeficientii constanti —4, 8,

Rezolvare : Sistemul (SN) { teR,

neomogend cu termenul liber

f:I—=R, f(t) = —sint.
Pentru ¢ € I = R, variabild independenta din domeniul de definitie a solutiei, se cauta z (¢; ¢, ¢2),
solutia generald pentru ecuatia (xgy).
Etapa 1: Se atageaza si se rezolva:

(xpo) 2" (t) — 42’ (t) + 8z (t) = 0.
Pasul 1 : Se atageaza ecuatiei diferentiale (xgo) ecuatia ei caracteristicd

(kpc) N> —4A+8=0={\2=2+2i cu m(\2) = L.
Pasul 2 : Pentru fiecare radécind a ecuatiei caracteristice se gésesc corespunzator solutii particulare
liniar independente ale ecuatiei omogene (xgo)

_ 2t

da=2s2 among =1 { 20 et
Pasul 3 : Conform algoritmului de la Pasul 2, (z;, z2) este un sistem fundamental de solutii pentru
(*po) (sunt solutii particulare pentru (xgo) si functii liniar independente). Atunci solutia generald
a ecuatiei (xpo) este

T, (tc1,c0) = c1 - €* cos 2t + co - €t sin2t,Vt € R si ¢, c2 € R.
Etapa 2 : Se determind o solutie particulard a ecuatiei neomogene (*gy).
Metoda coeficientilor nedeterminati pentru EN: Deoarece (xgy) are coeficienti constanti ,
iar termenul ei liber este cvasipolinom
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f () =€ (0cos (1t) + (—1)sin (1t))
se poate aplica metoda coeficientilor nedeterminati.

Adica f este de forma (7), cu a =0, 5 =1, P(t) =0, Q(t) = —1. Cum A = 0 + 17 nu este
ridacind caracteristicd = s = 0 = se cauta o solutie particulard pentru (xgy) folosind Teorema 1,
b) de forma

zp (t) = €% (A (t) cos (1t) + B (t) sin (1t)),Vt € R,
unde A si B sunt polinoame de grad cel mai mare dintre gradele lui P si ), adica 0. Se determin&
polinoamele constante A (t) = pig 1 si b (t) = vo impunand ca ), si fie solutie particulara a (xgN).

8 |z, (t) = pgcost + vosint
—4 @l (t) = —pgsint + vocost
1 |z (t) = —pgcost — vosint
+ in (*ENl)‘ —sint = (8ug — 4vg — pg) cost+
+ (8vo + 4py — vo) sint, Vi € R
Cum (cost,sint),Vt € R sunt functii liniar independente pe R (au W = 1) = identificim coeficientii=
c.ost: {027/1,0—4V0 :>{ ?
sint : —1 =4py+ v Vo = g5
Se putea ajunge la doua egalitati de polinoame din care sa fi identificat si coeficientii puterilor lui
t. S-a obtinut

xp (t) = 52 cost + 5L sint,Vt € R.

Metoda variatiei constantelor pentru EN : Deoarece (z1,22) este un sistem fundamental de
solutii pentru (xgo) se cautd z, de forma

zp (1) = uy (t) € cos 2t + ug (t) ¥ sin 2t, Vt € 1,

z1(t) x2(t)
unde u} : I — R, ¢ € {1,2}, sunt solutii ale sistemului
{ uf (t) e cos 2t + ub (t) €2 sin2t = 0

) (t) (2€* cos 2t — 2e* sin 2t) + uf (t) (2€* sin 2t + 2e* cos 2¢) = —sint

2 2t

e?t cos 2t €2t gin 2t

_ ) _ oAt
Al) =Wtz ) = 2¢% cos 2t — 2e*' sin 2t 2e% sin 2t + 2e? cos 2t 70, vt € L.
0 2t sin 2t 2% /. .
Art) = ' —sint 2e*sin2t+ 22 cos2t | C (sin22) (sint), vt € T
et cos 2t 0 o .
Ba(8) =1 902t cogat — 9e2sinat —sing |~ C (0820 (sint), vt € L.
Atunci At
uj (t) = AAl(t) = 172 (sin2t) (sint), () dt =
(1) = 528 = =Le=2 (cos2¢) (sint) .

(
(
up () = —6—156*2'5 ( 10cos® t + 8sintcos? t + 14cost — smt + 1 51n3t) + k1,
{ ug () = 1§06_2t (3OCOS t + 2sintcos?®t — 29 cost — 2 smt + 35 sm3t) + ko.
Deoarece se ¢ uta 0 soluyle particulara acp se alege k1 =0, ko = O S-a obtinut
zp (1) = —5= (— 10 cos3t + 8sintcos?t + 14 cos sint + sin 3t) (cos 2t) +
—1—130 (30 cos>t 4 2sint cos?t — 29 cost — smt +3 Sln3t) (sin2t) = ...,Vt € L.
Etapa 3 : Solutia generala a ecuatiei neomogene (* EgN) este data de
z(t;c1,c2) = o (tc1,c2) +2p (), VE €1 51 ¢1,¢c2 € R, adica
x(t;c1,c0) = c1 - €2 cos 2t + co - €2t sin 2t + g—é cost + g—g sint,Vt € I si c1,c0 € R.
Etapa 4 : Se inlocuiesc z, 2’ in (o) y (t) = —2' (t) + 3z (t) =
Yo (t;c1,00) = —cq - (2€2t cos 2t — 2%t sin 2t) —cy- (2€2t sin 2t + 2e%t cos 2t) + % dgint — cos t+

>
~
=
=
w‘
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+3 - (01 €2t cos 2t + ¢y - €2t sin 2t + = 3 4 cost + = 3 smt)
=c1- (e% cos 2t + 2% sin 2t) +co - (e% sin 2t — 2e? cos 2t) 65 sint — ﬁ cost.
Concluzie: Solutia generald a (SNN) este
< x (t;c1,c2) ) B ( c1 - €2t cos 2t + co - €2t sin 2t + ﬁcost + & T sint B
y(t;er,e2) ) e (e% cos 2t + 2e2! sin 2t) +c - (e% sin 2t — 2e2t cos 2t) 65 sint — = cost > N

3
cos 2t sin 2¢ cost + =F sint
= ( cos 2t + 2sin 2¢ ) ez e < sin 2t — 2 cos 2t > + < (1?5 sint — i335cost > '

Reprezentand grafic pe z, si y,, aldturi pe = si y, pe I = R pentru (¢1,c2) = (1,0) si (¢1,c2) =
(0,1) cu magenta (corespunzitoare solutiilor particulare din sistemul fundamental) si pentru

(017 02) (1 1) (61702) = (1> _1) ) (61702) = (_1’ 1) ) (cl’ 02) = (_L _1) )

(c1,e2) = (1,2), (c1,¢2) = (2,1), (e1,02) = (=1,2), (c1,¢2) = (=2,1)

(01702) = (17 _2) ) (01762) (27 ) (01762) = (_1’ _2) (61’02) = ( 2, _1)
cu albastru si pentru (ci, c2) = (0,0) cu portocaliu solutia particulard obtinutd cu metoda variatiei
constantelor, se obtine:

l
P

-

II. Metoda cu valori proprii pentru SO,SN-tema.

_ 2t
c){ = Y+ 2e

Yy ==z + 22t

! _ 2t
Rezolvare : Sistemul (SN) { v () = y () +2e ,t R,

y' (t) =z (t) + t2e%
este sistem de n = 2 ecuatii diferentiale de ordin 1, liniare, cu coeficientii constanti, dati de

0 1 2e
A= < L o > , neomogen, cu b (t) = < 1202t >

I. Metoda directa, in SN, a eliminarii-se poate aplica, tema.

II. Metoda cu valori proprii

FEtapa 1 : Se determing solutia generald a SO atagat sistemului SN:



Gabriela Grosu / EDCO 11

2 (t) = (t)+0
(“”{y%wzxaf/ 1o PEI=R

Pasul 1 : Se atageaza ecuatia caracteristicd a matricei A si se rezolva. Adica se determina valorile
proprii in C ale matricei A, precum gi multiplicitatea lor algebrica.
eSe determind polinomul caracteristic al matricei A, P4 (A).

PaN =det(A— L)L | 9—A 1 | _ 2
Pit) =dei(Ab) | O O_A‘ -1
’PA (\) = (_1)2 ()‘2 — A+ 52)‘: A2 — 1, unde

G =TiA-0+0=0f=doid= || | |=-1.

eSe rezolva ecuatia caracteristicd a matricei A,
Pa(d) =0 (bme) A2 —1=06 A—1)(A+1)=0= { i; - 1_;11(2?79(122) L
Se observa ca toate radacinile caracteristice sunt din R, adicd sunt valori proprii ale matricei A.
Spectrul matricei A este o (A) = {1,—1}.
Raza spectrald a matricei A este p (A) = max {[1],|-1|} = 1.
Pasul 2. Se determind un sitem fundamental de solutii ale SO / o matrice fundamentald a SO.
aplicabil daci A ~ D in R (pentru n = 2 si raddécini caracteristice reale si distincte=
A ~ D in R). Se determind subspatiile proprii ale matricei A, precum si dimensiunile lor.

|A1 = 1| Se cauta vectorii proprii corespunzatori valorii proprii A\; = 1, adica
x ) N
X = < x; > € Maxa (R)7 X # QM2X1(R) a.l. (A — 1[2)§ = Qszl(R)7 adics

(0—1)z1+22=0 1=«
{ml—i-(O—l)xg:O = z9=a R =

Sy (A) = {x € Max1 (R);x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii Ay =0} U {Qszl(R)} =

_ xewmdmnx:<j):a<})ﬂeR -
——

1

u;=vi
= [(u%)] = dimR S>\1 (A) =1=m ()\1) .
A2 = —1| Se cautéa vectorii proprii corespunzéatori valorii proprii Ao = —1, adicd
T . .
X = ( x; > € Moxi (]R)7 X # GMZXI(R) a.l.(A + IIQ)X = 0M2><1(R)7 adica

=

04+1)z1+22=0 _fm=-p
z1+(04+1)z2=0 ro =0 €R
Sy, (A) = {x € Max1 (R);x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii Ay = —1} U {Bszl(R)} =

= xeszl(R);X=<_ﬁ’3)=B<_11),BGR =
N——

= [(u%)] = dimg S)\z (A) =1=m ()\2) .2: 2

Cum toate radacinile caracteristice ale matricei A sunt din R (sunt valori proprii) si cum mul-
tiplicitatile geometrice (dimensiunile subspatiilor proprii) coincid cu multiplicititile algebrice ale
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valorilor proprii, atunci, conform teoremei Jordan, matricea A este diagonalizabila, adica
1 0 . : . 1 -1 .

D = < 0 —1 ) € Ms (R) matrice diagonala gi AP = < 11 ) € Ms (R) matrice modala,
astfel incit A ~ D, adici A=P-D-P !sau D= P !.A.P. Matricea modald P este formats
din coloanele vectorilor proprii, baze in Sy, (A) respectiv Sy, (A). Mai mult, matricea modala P
este nesingulard, deoarece respectivii vectori proprii formeaza o bazd in Maxq (R), cu P =¢ Ag.
modul 1.1. Deoarece A este diagonalizabilg,

.Al:1,m<A1>=1wxl<t>m§z%<t>:(;Eg):elt< ! > - ( Zﬁ >
——

=m0 0= (50) = ()< ()
—_——

B = (x;,%,) este un sistem fundamental de solutii ale SO.
modul 1.2. O matrice fundamentala este

ot et
ssau X (1) = X (6%, Xq) = ( o et ) :

1 -1 e 0 1 -1 !
} tA tD p—1
sau X (t) =e Pe'” P (1 1)(0 et><1 1)

C(d )
o %et — %e_t %6t + %e_t ’
Pe baza teoriei de la ecuatii diferentiale liniare de ordin 2, se cautd solutii particulare
liniar independente ale (SO): Este aplicabil, cu rezultatul de la modul 1.1. - tema.
Pasul 3. Solutia generala a SO este:

-sau X, (t;¢) = X (£;X1,X9) - € = 1% () + c2X5 (1) ,t €R, 1,2 € R.

Lo (t) C1, 02) et —e_t Clet _ CQE_t
- = R R.
< Yo (t; c1, c2) > “ ( e )Tl e cret + et ) EERCLC2E
sau X, (te) = e Vel c= ( 21 ) € Moy (R) = R?,

Zo (tic1,c2) \ %et + %e‘t %e
< Yo (t; c1, ¢2) > B < 3¢ —get 3e

Se va utiliza in continuare X (¢;x,X,) .

Etapa 2 : Se determina o solutie particulard a SN, notata x,, (t) =7

Metoda variatiei constantelor pentru SN - teoretic, mereu aplicabild; practic apar dificultati

in aplicare cand sistemul este de ordin mare si apar de calculat (fard calculator) determinanti
functionali de ordinul respectiv, integrale.

Se cautd de forma

x, (1) =u1 (1) %1 () + u2 (1) x5 (), VE € R,
unde v} : I — R, 7 € {1,2}, sunt functii-solutii ale sistemului

{ uy (t) (') + ub (t) (—e™t) = 2¢*

uy (8) () + ) (1) () = 26

t ot
A=W (tx;x)=| 5 5 [=240WeR

262t _e—t

t2 €2t —t

Ay (t) = .

= 2e! + 2!, Vt € R.
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= t?2e3 — 23Vt € R.

’ _ As(t) _ 2et4t2et
A S0 T et (0@ [ O G
up (t) = Zof = B up (t) = — 576 (—9t% + 6t + 16) + ko
Deoarece se cauta o solutie particulard x,, se alege k1 =0, k2 = 0.
S-a obtinut

<yp(t) )‘ 7€ (t 2t+4) el 54€ ( 9t +6t+16) ot _
1 2
~(S9s- ke

vVt € R

2t (252 _ 10, | 46

¢ (3t.—s>.t+27)>’ o . -
Metoda coeficientilor nedeterminati pentru SN Deoarece SN are coeficienti constanti si ter-

menul liber avind pe coloane combinatie liniara de cvasipolinoame de acelasi tip atunci se poate

cauta x,, cu Teoremele 4.2.7 gi 4.2.8 din Curs. Intr-adevir,

b () = < 2¢% ) _ < 2t (2 cos (0t) + Osin (0t)) >
= t2e? e*! (* cos (0t) + Osin (0¢))
adica este de forma din teoreme.
Cum A = 2+ 0i nu este riadaciné caracteristici= s = 0 = se cauta o solutie particulard pentru

SN de forma
xp (1) et (Aq (t) cos (0t) + By (t) sin (0t)) e? Ay (t)
Kp (t) = = 2% . == 2 ,\V/t € R,
yp () e (A (t) cos (0t) 4+ Ba (t) sin (0t)) et As (1)
unde A; si B; sunt polinoame de grad 2. Se determina coeficientii polinoamelor A; (t) = pg; +
piy it + pot?, i € {1,2}, impunand ca
%, (t) = e* (o, + pyat + pipt?)
TP € (pog + p ot + g ot?)
o2 T K12 K22
€2 (pgy + pyat + poat?) + € (g g + 209 1t) = e* (g, + b1 pt + pig ot®) + 2%
€2 (pog + p ot + pig0t?) + € (10 + 200 5t) = €* (g1 + 11t + pip1%) + t7e*
Se imparte prin e? si identificim coeficientii puterilor lui t =

) s fie solutie particulard a SN.

0 ( 2pp1 + 11 = pog + 2 24,1+ p11 — Ho2 =2 po1 = 5
the | 2y + 2000 = 211+ 2p9 1 — K12 =0 gy =—3
20) 2p91 = pgp N 24z 1 “Hep =0 ) po1= 3
0 ) 2u02+ H12 = Hoa o1 — 2000 — H12 =0 [ = 50
the | 2pg 0+ 2005 = g P = 2499 = 2p99 =10 o= —7%
2\ 2p99 = pigq +1 Mo 1 — 299 =—1 Moo = 2

210 -1 0 0] 2 100000O0] &

022 0 -1 01 0 010000 -3

002 0 0 —1| 0 |Gas| 001000 g

100 -2 -1 01/ 0 000100%

010 0 -2 -2/ 0 000010 -

001 0 0 -2| -1 0 00 0O01 %

S-a obtinut
12t 2
_ 57€7(62t° — 24t 4 9)
x, (t) ( £e2 (4612 — 30t + 18) VEER.
De mentionat ca polinoamele se pot considera de coeficienti numerele reale a,b,c,d, e, f sau
ui, U2, ..., Ug, pentru a nu fi dificild scrierea coeficientilor.
Etapa 3 : Solutia generald a sistemului diferential neomogen SN este
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x(t;c) =X, (t;¢) +x, (1) ,t € R, ¢ € Mayy (R) ~ R?,
unde x, (¢;c) este solutia generald SO si x,, (t) este o solutie particulara a SN.
2’ = 3z + 2y + 4edt
d)q o/ _
Yy =x+2y
il B le 23 :Z 81; B i’ , este diagonalizabila in R.
2 = 2 .
b (t) = 4e’ \ [ e (4cos (0t) + Osin (0t))
=7 \o —\e*(0cos (0t) + 0sin (0t))
2 =2z — 4y + 3é!
e) r_ t
y' = — 3y + 16te

Indicatie. A are valorile proprii{

Al=1lcum () =1,
)\2 =—-2cu m()\g) =1.
b (t) = < 3et > _ < e’ (3 cos (0t) + 0sin (0¢)) >

= 16te! e’ (16t cos (0t) + Osin (0t))
f){ 2 =+ 2y + 16tet
y = 2x — 2y + 2t%e

Indicatie. A are valorile proprii{

Indicatie. A are valorile proprii{ A

)
b (t) = < 16te! ) _ < e’ (16t cos (0t) + Osin (0t)) )
= 2t2¢t e' (2t2 cos (0t) + 0sin (0t))
2’ = b — 3y + 23
){ Y =x+y+5e?
)\1 =2 Cum()\l) = 1,
Ao =4 cum(A2) = 1.

b(t):<?Z&t>:1.<ge3t>+1-<get>:

B 3t (2 cos (0t) + Osin (0t)) e~ (0 cos (0t) + 0sin (0t))
=1 ( e3t (0 cos (0t) + 0sin (0t)) ) 1 ( e~ (5cos (0t) + 0sin (0t)) >
= y + 2¢t
v ==z + 2

, este diagonalizabila in R.

Indicatie. A are valorile proprii{

h)

)\1:1 cum()\l)zl,
Ao = —1cum(A) = 1.

o= () =1 (i) () -
{}- e i DR G )
i) ; : a:x+_y J?: E:I—e‘te

Indicatie. A are valorile proprii{

Indicatie. A are valorile proprii

2 —_
2e3t 2e3 0
0= (e )= (5" )+r(Ge)
e3t (2 cos (0t) + 0sin (0t
e’ (0 cos (0t) 4 Osin (0t

, este diagonalizabila in R.

lop

~— —
N—

S~—
+
—_
Q. ®

o~

—~
]

Q

@]

w0
—~
]

~
N—
+

]

w0

—-

=
—~
]

~
S~—
~—

t (5 cos (0t) + Osin (0t)) )

, este diagonalizabila in R.

, este diagonalizabila in R.

, este diagonalizabila in R.

14
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N ¥ =2z +y+ 2
J Y =x+ 2y — 3et

Indicatie. A are valorile proprii{ , este diagonalizabila in R.

)
)
0= ()1 (2 ) (%) -
< (oo oo ) o (oo, )
k){ 5’ - ix+_y34z-/ 5+e%f

lop

A =2cum () =1,
A2 =4 cum(A2) = 1.

b(t):<?Zi):l.<ge3t>+1.<26_t>:

B 3t (2 cos (0t) + Osin (0t)) et (0cos (0t) + 0sin (0t))
=1 ( 3t (0 cos (0t) + Osin (0t)) ) 1 ( et (5cos (0t) + 0sin (0t)) )

[— —
1){ T = y — bcost

, este diagonalizabila in R.

Indicatie. A are valorile proprii{

Yy =2x 4y + sin 2t
)\1:2cum()\1):1,
Ao =—1cum (X)) =1.

—5cost —5cost 0
(t)_<sin2t >_1'<0 >+1'<sm2t>_

. e% (—5cost + 0sint) e €0t (0 cos (2¢) + Osin (2¢))
N e (0cost + Osint) eV (0 cos (2t) + 1sin (2t))
m) ' =x—y+2sint
y' =4z +y — 3tcost

Indicatie. A are valorile proprii{ , este diagonalizabild in R.

lon

M +2i cum (A1) 1’ , nu este diagonalizabila in R, este

Indicatie. A are valorile propru{ Mo = 1—2i cum (M) =

diagonalizabild in C.
2sint % (0 cost + 2sint)
b(t) = = ot :
—3tcost e’ (—3tcost + 0sint)
I 9 t
n){ ' =2z —y+ 2te

/ t
Yy =z + 2e
Indicatie. A are valorile proprii{A\; = 1 cu m (A1) = 2, nu este diagonalizabild nici in R, nici in

C.
[ 2te" \ [ €'(2tcos (0t) + 0sin (0¢))
b(t) = < 2¢! ) N < e’ (2 cos (0t) + 0sin (0t)) >

v =2x+y+e
)y .1 _ _
y =—x + 2t
Indicatie. A are valorile proprii{A\; = 1 cu m (A1) = 2, nu este diagonalizabild nici in R, nici in

0-(3)-() o+ (3)-

B el (1 cos (0t) + 0sin (0t)) eV (0 cos (0t) + 0sin (0t))
=L ( et (0 cos (0¢) + Osin (0f)) ) 1 ( €% (21 cos (0F) + O'sin (07)) )

lop
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) ' =3x —2y+2
P o = 20—y + 15/t
. ' (t) =3z (t) — 2y (t) + 2
. N
Rezolvare. Sistemul (SN) { o () = 25 (1) — y (1) + 15Tt
este sistem de n = 2 ecuatii diferentiale de ordin 1, liniare, cu coeficientii constanti, dati de

(3 =2 (2 B z(t) ) _,
A= ( 5 _1 > , neomogen, cu b (t) = < 1547t ) , cu m = 2 necunoscute ( Y (1) > =1
I. Metoda directa, in SN, a eliminarii

Etapa 0: Din prima ecuatie a (SN) =

(0) y (1) = &5 (@' (1) = 32.(£) - 2)| & 0
Y () = 45 (2 () — 32/ (1))
Se inlocuiesc y gi ¥’ in a doua ecuatie a (SN) (se elimind y,y" din a doua ecuatie a (SN)) =
L@ (t) = 32’ (t)) =2z (t) — L5 (2 (t) — 32 (t) — 2) + 15V/te! =
2" (t) = 32" (t) = —4x (t) — (2’ (t) — 3z (t) — 2) — 30\/te!
(kpn) 2" (t) — 22" (t) + z (t) = 2 — 30v/tet.
Ecuatia (xgyn) este o ecuatie diferentiald de ordin 2, liniard, cu coeficientii constanti a; = —2,
az = 1, neomogena cu termenul liber
f:T—=R, f(t)=2—30Vte.
Pentru ¢ € I, variabild independentd din domeniul de definitie a solutiei, se cautd x (¢; c1, c2), solutia
generald pentru ecuatia (xgy).
Etapa 1: Se atageaza gi se rezolva EO
(xpo) " (t) — 22" (t) + z (t) 2" (t) + x (t) = 0.
Pasul 1 : Se atageaza ecuatiei diferentiale (xpo) ecuatia ei caracteristicd
(,pc) N =204+1=0A-1)=0={\ =1cum(\) =2
Pasul 2 : Pentru fiecare radécina a ecuatiei caracteristice se gésesc corespunzitor solutii particulare
liniar independente ale ecuatiei omogene (xgo)
o)\lzlcum()\l):2~/»{ {L‘l(t):elt7
zo (t) = tell
Pasul 3 : Conform algoritmului de la Pasul 2, (z1, z2) este un sistem fundamental de solutii pentru
(*ro). Atunci solutia generald a ecuatiei (xgo) este
T, (t;c1,c2) = c1 - el 4+ co - tel', Vt € Rsi ¢, € R.
Etapa 2 : Se determind o solutie particulard a ecuatiei neomogene (xgy).
Metoda coeficientilor nedeterminati pentru EN: Se observa ci ecuatia (xgy) are coeficienti
constanti, dar nu are termenul liber un cvasipolinom.
f(t)=2-30Vte,
deci nu se poate aplica.
Metoda variatiei constantelor pentru EN: Deoarece (z1,z2) este un sistem fundamental de
solutii pentru (xgo) se cautd z;, de forma
zp (1) = up (t)ét_/JruQ (t)@,w el
z1(t) x2(t)
unde u} : I — R, ¢ € {1,2}, sunt solutii ale sistemului
uf (t) et 4+ ub () tet =0
{ uf () (') +ub (t) (et + tel?) = 2 — 30v/te!

et tel
el (1+1t)e =et#0Vtel

,t €I C]0,00]

A(t) = W(t;fL‘l,(EQ) =
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_ 0 tet . 3 ot t
A (t) —' 2 30VEet (141)et = 30t2e*" — 2te’,Vt € L.
et 0
Ay (t) =1 2 _ 30y/7et = 2¢! — 30V/te?, vt € L.
Atunci

5
; uy (t) = 2e™t + 2te™t + 12t2 + ky,
Mol ot J()dt= T, 3
uh (t) = gy =2¢7" = 30v/1. ug (t) = —2e~" — 20t2 + k.
Deoarece se cautd o solutie particulara z, se alege k1 = 0, k3 = 0. S-a obtinut

xp (t) = (26_t +2te”t + 1275%) et 4 (—Qe_t - QOt%) tell =
— 21 2t +12t5et — 2t — 20t3¢t =2 — 8t3et, Wt € 1L
Etapa 3 : Solutia generald a ecuatiei neomogene (xgy) este data de
x(t;c1,c2) = o (tc1,c2) + 2 (8) ,VE €1 51 c1, 2 € R, adica
x(tjcr,c0) =c1-elt +co-tel +2 — 8tget,Vt €lgicr,co €R.
Etapa 4 : Se inlocuiesc z,2’ in (o) y (t) = 25 (2/ (t) — 3z (t) — 2) =
. _ 1 ¢ t ty St i3t t t o2 t) _
y(t;c1,c2) = =5 (cre’ + c2 (e —|—te) 20t2e’ — 8tze! — 3 (cre’ + cote’ + 2 — 8ize 2) =

= %2 (—2clet + coet — 2cotel — 20t2¢t + 163 ¢t — 8) =

= crel + ¢ (—% + t) et + IOt%et — Stget +4,Vt €lsicy,co €R.
Concluzie. Solutia generala a (SN) este
< x (t;c1,c2) > B clet+02tet+2—8tget
y(tici,co) B cret + co (—%4—2&) et—|—10t%et—8tget+4
Reprezentand grafic pe z, si y,, aldturi pe x gi y, pe I pentru (¢, c2) = (1,0) si (c1,¢2) = (0,1)
cu magenta (corespunzitoare solutiilor particulare din sistemul fundamental) si pentru
(Clv 02) = (17 1) ) (61702) = (17 _1) ) (61702) = (_L 1) ) (Cl’ 02) = (_1a _1) )
(017 C2> - (17 2) ) (Chc?) - (27 ) ) (617 02) - (_17 2) ) (Clv 02) - (_27 1)
(c1,¢2) = (1,-2),(c1,¢2) = (2,-1),(c1,c2) = (=1,-2),(c1,¢2) = (—2,—1)
cu albastru si pentru (c1, c2) = (0,0) cu portocaliu solutia particulard obtinutd cu metoda variatiei
constantelor, se obtine:

,Vtelsicy,coeR.
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Metoda cu valori proprii

Etapa 1 : Se determind solutia generald a SO atasat sistemului SN:

x' (t) =3z (t) — 2y (t)
wm{y%ﬂ:%@%ﬂ@)’tER

Pasul 1 : Se atageaza ecuatia caracteristicd a matricei A si se rezolva. Adicd se determina valorile
proprii in C ale matricei A, precum gi multiplicitatea lor algebrica.
eSe determina polinomul caracteristic al matricei A, Pa (\).

PiN=det(A— QL |3~ 2 |_,2_
PADT=det(A=AL]- | > A 2 o aagd
’PA (A) = (‘1)2 ()‘2 — 1A+ 52)‘, unde

eSe rezolva ecuatia caracteristicd a matricei A,

PiA) =0 (¢gc) A—=1)?=0= {1 =1cum(\) =2

Se observa ci toate radacinile caracteristice sunt din R, adica sunt valori proprii ale matricei A.

Spectrul matricei A este o (A) = {1}.

Raza spectrala a matricei A este p(A) = max {|1]} = 1.
Pasul 2. Se determing un sitem fundamental de solutii ale SO / o matrice fundamentald a SO.
aplicabil dacd A ~ D in R (pentru n = 2 gi radécini caracteristice reale egale= A ~ D
in R, ci A~ Jin R ). Se determind subspatiile proprii ale matricei A, precum si dimensiunile lor.
|A\1 = 1] Se cautd vectorii proprii corespunzatori valorii proprii A\; = 0, adica

X = ( ) S M2><1 ( ), X 75 0M2><1(R) a.i.(A - 1[2)§ = 0M2><1(R)? adica

(3-1) x1—2x2—0 Lln=a N
2z1 4+ (-1 —=1)xz2 =10 ro=a €R
M (A4) =

{x € May1 (R);x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii A\ = 1} U {0M2X1(R)} =

(07

_ xengl(R);X:<a>=a< : >,aeR _ [(ub)].

1_
u;=vi

dimRS)\l (A) =1 75 2= m(>\1)
Atunci A nu este diagonalizabild nici in R, nici in C.
Ar fi asemenea cu o matrice Jordan, dar nu se continud cu acest mod.
Pe baza teoriei de la ecuatii diferentiale de ordin 2, liniare, omogene, se cautd solutii 2
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particulare liniar independente ale SO:
oA =1€Rcum(A) =2~ se cautd doud solutii particulare 1.i. ale SO de forma

x (t) (a1 + tas) €t >
t) = = .
o= 50 ) = (o i
Se determina ay, ..., aq, impunand ca x,y sa verifice SO:
{ azel + (a1 + tag) et = 3 (a1 + taz) et — 2 (as + taq) €' teR

a4et + (CL3 + ta4) et =2 (CLl + tag) et — (CL3 + tCL4) et
Se tmparte fiecare ecuatie prin e~* si se identifica coeficientii:

0 . —_— — _— _— pu—
tl : as + a1 = 3a1 — 2as 201 —as — 2a3 =0 %y — as — 2as —0
th as = 3as — 2ay4 2a9 — 2a4 =0
0 & & as —a4 =0
t aq4 +az = 2a1 — asg 201 — 2a3 —ag =0 % % —an = 0
th . a4 = 2a9 — a4 2a9 — 2a4 =0 L 3 47
2 -1 =2 0 |0 . 2 -1 =2 0 |0 ) 2 -1 -2 0
01 0 —-1]0 | " 01 0 —-1]0]| " 0 1 0 -1
2 0 -2 -11]0/) & 01 0 —-11]0/) & 00 0 0
12 l2
Is—10 I3 — 12
a1 =2a+f3
20,1—@2—2@3 =0 . a2:2ﬂ
as —as =0 a3 =2 €R °
ag =28 €R
Se poate si
2 -1 =2 9 _1
0 1 0 |=0, 001 1= 2#0=
2 0 =2
=-ecuatiile 1, 2 principale; a1, as necunoscute principale samd.
S-a gasit
z(t)\ [ Qa+p+28t)et \ (2 f 142t
(y(t))( @at2styet )= o )OO g )
——
2vy

)

am0am 1m0 = (20 ) e (152) < (05204

B = (x4,X,) este un sistem fundamental de solutii ale SO.
el (1+2t)e : < st LA
X (t;xq,%Xy) = ot 91t este o matrice fundamentald pentru SO, alta decat e

8
=
=
S~—
~
I

a

-
7N
= =
S~
Il
7 N
[ W

a=18=0~x(t) e (1) = ( y1(t)

(eOA _

I5), deoarece
et (1+2t)e
W (t;x1,%9) = et ( 2tet)

Pasul 3. Solutia generald a SO este:
X, (tie) = X (6 x1,X9) €= 1%y () + 2%y (1), ER, c1,c2 €R.

To (t5c1,¢2) ) _ el (1+2t)¢t
< Yo (t;c1,¢2) > _cl< ot )T 2tet steR, e, € R

Etapa 2 : Se determina o solutie particulara a SN, notata x,, (t) =7.

= —e2 £0,Vt
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Metoda variatiei constantelor pentru SN - teoretic, mereu aplicabild; practic apar dificultati

in aplicare cand sistemul este de ordin mare si apar de calculat (fird calculator) determinanti
functionali de ordinul respectiv, integrale.
Se cauta de forma
x, () = w1 (£)x; (£) + 0 (£) x5 (1), ¥t € R,
unde v} : T — R, 7 € {1,2}, sunt functii-solutii ale sistemului
{um( )+ () ((1+20) ef) =2
uj (t) (') + ub (¢) (2te?) = 15v/tet

t
Alt) =W (txx) = | % 2| g vieRr
t
Ay (t) = ' i5\/e %ef 20€ | _ gpet — 306362t — 15/%e2 vt € R.
Ay (t) = ' Zt 15viet | = 15v/te?t — 2¢t vt € R.
Atunci .
A Atel — Se2t 1 2t
uy (t) = Al((tt)) = 30t2e€2t i 15/t 4 30t2 — 4te~!
- (1) dt
Ay (t)  15\/te?t — 2¢! _ J

wp () = de™t + dte™t + 10t + 123 + ky
up (t) = =2~ — 10t + ky
Deoarece se cauta o solutie particulard x,,, se alege k1 = 0, k3 = 0. S-a obtinut

< Z((f)) ) - (15\/’E+30t§ —4t€_t) ( Ei > + (—2e‘t - 10t%) ( ;; 2t) ¢! ) Vel

Metoda coeficientilor nedeterminati Nu se poate aplica, deoarece sistemul neomogen SN are

coeficienti constanti, dar nu are termenii liberi cvasipolinoame.
Etapa 3 : Solutia generald a sistemului diferential neomogen SN este

x(t;c) =X, (t;¢) +x, (1) ,t € R, ¢ € M3y (R) ~ R,
unde x, (¢;¢) este solutia generald SO si x,, (t) este o solutie particulara a SN, adica

x(t;er,c2) ) el (1+2t)el
(y(t;chcz))_cl<6t)+c2<2tet +
t t
+ (15\/E+ 3013 — 4te’t> ( “ ) + <—2e’t - 10t%) ( ;;{ 2t)e ) :

Viel, c e Moy (]R) ~ R2,

¥ =—x+2y
3t

2t+1

DY = 3ptay+

AL=1lcum <§1> - i’ , este diagonalizabild in R.

Indicatie. A are valorile propru{ Ao =2cum(Ag) =

0
b(t) = e3t nu are pe coloand cvasipolinoame.

62t+1

t_
r) 63 1




Gabriela Grosu / EDCO 21

A =0cum(\) =1,

No=—Tcum(g) =1 ° este diagonalizabild in R.

Indicatie. A are valorile proprii{

2
b(t) = et 3 1 nu are pe coloana cvasipolinoame. A se vedea Curs.
et —1
) x = y+tg?t—1
Yy =—x +tgt

Al=icum(\) =1,

Ao = —i cum(\a) = , nu este diagonalizabila in R, este

Indicatie. A are valorile proprii{
diagonalizabila in C.

tget—1 .
b (t) = < & > nu are pe coloand cvasipolinoame.

tgt
t) 33,:1' y+cost
Yy =2x—y+1

A =icum(\) =1,

N = —i cum (Ag) = , nu este diagonalizabila in R, este

Indicatie. A are valorile proprii{
diagonalizabila in C.

1
b(t) = < ‘130575 > nu are pe coloand cvasipolinoame.

x—2x Y 2 =z + 2y + 16tet ' =2z +4y — 8

u) _ V) r_ . W) r_ 3
20 +y + 18t y =2z — 2y Yy =3z + 6y -+t

33—23:—3y—t ) ¥ =x—y+2sint ' =2x—y _

X){ Yy =x —2y+ 2sint ’y){ Yy =2x—y 7) y = + 2et

ar) ' = 4x — 3y + 2 cost b1) ' =2z +y+2€! c1) ¥=x—y+8t
Y\ ¢ =22 —y—sint U Y = x4 2y — 3et 1 y =br—y

dr) ' =2x—vy e1) ' =2x +y+tel
YV v =—2+2y—5etsint "V ¢ =22 +1

Exercitiul 4. S& se rezolve urmatoarele sisteme diferentiale liniare:
' =4x —y— 2+ 2sin2t

a) v =x+2y—2z—3¢
Y= —y+2z+tel

' (t) =4z (t) —y(t) — 2 (t) + 2sin 2¢
Rezolvare: Sistemul (SN)<{ o/ (t) = 2 () + 2y () — 2 () — 3¢€! ,t R,
2 (t) = (t) —y(t) + 22 (t) + te'
este sistem de m = 3 ecuatii diferentiale de ordin 1, liniare, cu coeficientii constanti, dati de
4 -1 -1 2sin 2t x (t)
A= 1 2 -1 |,neomogen,cub(t)= [ —3¢ ,cu | y(t) | =?—functii necunos-
1 -1 2 te! z (1)

cute.
I. Metoda cu valori proprii pentru SO, SN

Etapa 1 : Se determina solutia generald a SO atagat sistemului SN:
ol (t) =4z (t) —y () — 2 (t) +0

(50) y’(t) z(t)+2y(t)—z(t)+0 ,teR

) —

Z(t)==(t)—y)+22(t) +0
Pasul 1 Se ata@eaza ecuatia caracteristicd a matricei A si se rezolvd. Adicd se determina valorile
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proprii in C ale matricei A, precum si multiplicitatea lor algebrica.
eSe determind polinomul caracteristic al matricei A, P4 (A).
4-X -1 —1
PaA) =det (A=A | 1 2-) -1 |[=-A4+8\2-21A+18.
1 -1 2=

Pa(N) = (—1)3 ()\3 — N+ G\ — (53) , unde §; este suma minorilor principali de ordin 7 ai

matricei A...
eSe rezolva ecuatia caracteristicd a matricei A,
PA()\):0<:>—(>\—3)2()\—2):0<:>{ ;;:ggﬁzﬁmng
Se observa ca toate radacinile caracteristice sunt din R, adicd sunt valori proprii ale matricei A.
Spectrul matricei A este o (A) = {3,2}.
Raza spectrald a matricei A este p (A) = max{|3|,|2|} = 3.
Pasul 2. Se determind un sitem fundamental de solutii ale SO / o matrice fundamentald a SO.
aplicabil dacd A ~ D in R. Se determing subspatiile proprii ale matricei A, precum gi
dimensiunile lor.
|A\1 = 3| Se cautd vectorii proprii corespunzatori valorii proprii A\; = 3, adica

T

X = ) €M3X1(R)a§#0M3X1(R) a.i.(A* (*1) I3)§:0M3x1(R)a adica

(4 33317m27$3—0 r1=a+p

x1+(2-3)za—23=0 = ro=a€R =
{331:62—‘;- 2—3):83:0 r3=p0 €R
A (A) = {x € M3x1 (R);x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii A\; =3} U {BMSXI(R)} =

)
a+p 1 1
=<¢x M3z (R);x= a =al 1 | +8[ 0 |,a,8€ER; =
B 0 1
—— ——
ui:V1 u%:VQ
= [(uf, u3)] = dimg Sy, (4) =2 =m (\).
[A2 = 2| Se cautd vectorii proprii corespunzéatori valorii proprii Ag = 2, adicd
T

X = ) Gngl(R),z#aMSXl(R) a.i.(A—213)§:0M3X1(R), adica

(4 29:1—562—563—0 T ="
{xl—i— 2-2)zg—z3=0 = Tg ="y =

x1—x2+(2—-2)z3=0 r3=7€R
N (A) = {x € Ms3y1 (R); x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii Ag = 2} U {0M3><1(R)} =

vy 1

=¢(xeMzaR);x=[ v | =71 |,7veR} =

0 1
~——
u%:v;i )
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= [(u})] = dimg S, (A) =1=m ().

Cum toate radacinile caracteristice ale matricei A sunt din R (sunt valori proprii) si cum mul-
tiplicitatile geometrice (dimensiunile subspatiilor proprii) coincid cu multiplicitatile algebrice ale
valorilor proprii, atunci, conform teoremei Jordan, matricea A este diagonalizabild, adicd

3 00 1 11
iD= 0 3 0 | € M3 (R) matrice diagonalda si 3P = | 1 0 1 | € M3(R) matrice
0 0 2 011

modali, astfel incdt A ~ D, adici A = P-D-P ! sau D = P~'. A.P. Matricea modald P
este formatd din coloanele vectorilor proprii, baze in Sy, (A) respectiv Sy, (A). Mai mult, matricea
modald P este nesingulard, deoarece respectivii vectori proprii formeazd o bazd in M3z (R), cu
P =¢ Ag.

modul 1.1. Deoarece A este diagonalizabilg,

x1 (1) 1 e3t
=3 mA) =2 % (1) " ()= | p(t) | =¥ 1| =
Z1 (t) 0 0
Vi
. x2 (t) 1 e3t
X (1) "= 0 (t) = | w2 (t) | =€ 0 | = 0
zo (t) 1 e3t
va
x3 (1) 1 e?t
Do=2,mN)=1wxs(t) " E s t)=| ys(t) | =e*| 1 | =] &
z3 (t) 1 e?t

modul 1.2. O matrice fundamentala este
o3t o3t 2

€
sau X (t) = X (X, Xp,X3) = | e 0 e
0 €3t 62t

-sau X (t) = et = PetP P71 =

11 1 Bt 00 11 1\ !
=110 1 0 et 0 1 01 =

0 1 1 0 0 e 0 1 1

263t o €2t €2t o 63t th 631&
_ e3t _ o2t o2t o2t _ o3t

637t o th 62t o e3t €2t

Pe baza teoriei de la ecuatii diferentiale de ordin 3, liniare si omogene, se cautd 3 solutii
particulare liniar independente ale SO. Se obtine ca la modul 1.1, analog cu Exemplul 4.2.5 din
curs.
pasul 3. Solutia generald a SO este:

-sau X, (t;¢) = X (t; X, X9, X3) - € = c1X; (t) + caXy (t) + c3x3 (t) ,t € R, ¢1,¢2,c3 € R.

Zo (t; 1,2, C3) 1 1 1
Yo (t;¢1,C2,C3) =ced| 1 | +ee®| 0 | +c3e®| 1 |,c1,c0,c3 €R.
Zo (t;Cl,CQ,C?,) 0 1 1

Vi V2 V3
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C1
saux, (t;ic) == - cVtel,c=| ¢ | € Mpx1 (R) ~R",
c3
Zo (t;c1, 2, C3) 23t — g2t 2t _ 3t o2t _ 3t c1
Yo (tic1,ca,c3) | = o3t _ o2t o2t o2t _ o3t cy
2o (t;¢1,¢2,C3) et — 2t 2 g3t et c3

Se va folosi x, (t;¢) = X (¢;%1,X9,X3) - C
Etapa 2 : Se determina o solutie particulard a SN, notata x,, (t) =7.
Metoda variatiei constantelor — teoretic, mereu aplicabild; practic apar dificultdti in aplicare

cand sistemul este de ordin mare si apar de calculat (fard calculator) determinanti functionali de
ordinul respectiv, integrale.

Se cauta de forma
X, (1) = w1 () X, (£) + vz (8) %5 (1) + s (1) %5 (2) , VE € R,
unde v} : I — R, 7 € {1,2,3}, sunt functii- solutu ale sistemului

ul()( ) ’l(t)(e3)+u3 )( ):251n2t

4O 1 00140 () =

u( (t) (%) + uj (t) (e*') = te!

()
eSt €3t €2t

Se calculeaz
A(t) =W (tx),X9,%3) = | €3 0 e | = e #£0,Vt € R
0 63t €2t

)+
+'UJ1

2sin2t €3 e
Ar(t)=] =3¢ 0 ¥ | =tef —2ePsin2t,Vt € R.
et o3t 2t
e3t 2sin2t e
Ay (t)=| €3t —3et e | = —2e%sin 2t — 3e%, vt € R,
0 te et
e3t et 2sin2t
As(t)=1]e 0 -3¢ = 2e5sin 2t + 3™ — te, Vvt € R.
0 3 tef
Atunci / Aq(t) tebt—2¢5 sin 2t -2t —3t
u) (t) = AA(t) = o 6t: —te™*" 4+ 2e "' sin 2t
up (t) = ) = 2SR 32t 4 93t gin 9t [ ()t
ué (t) — AAfi(%) _ 2e8sin 2j—é—$te7t—te7t _ —3€_t +te~t —2e2gin 2t
uy (t) = 5—126*2’e (26t 16 (cos2t) et — 24e ' sin 2t + 13) + ky
= uz(t) = —e3 (3e + 4 cos2t + L sin2t) + ko
us(t) =-e 2t (26 + §cos2t + Ssin2t —te!) + k3

Deoarece se cauta o soluple particulara x,,, se alege k1 = 0, k2 = 0, k3 = 0. S-a obtinut
2P (t;c1,c2,c3)
yP (t;cr,c0,c3) | =
2P (t; 1, c2, €3)
o3t

= 5—2 e 2 (26t — 16 (cos 2t) e~ — 24e~'sin2t + 13) [ €3 | —e P (%et + % cos 2t + 1% sin 2t)

3t

0
3t

_l’_
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e2t %et %COS2t— 6sm2t— Liet
+e 2t (26t + %cos 2t + % sin 2t — tet) et | = %et + 25 cos 2t + 26 sin 2¢ — lte ,VteR

e?t %et + 55 cos2t + % sin 2t — tet
Metoda coeficientilor nedeterminati Deoarece SN are coeficienti constanti si termenul liber

avand pe coloane combinatie liniara de cvasipolinoame de acelagi tip atunci se poate cduta x, cu

P
Teoremele 4.2.7 si 4.2.8 din Curs. Intr-adevir,
2sin 2t 2sin 2t 0
b(t)=| -3¢ =1-1 0 +1-| =3¢t | =
tet 0 tet
U8 (0 cos (2t) + 2sin (2t)) el (0 cos (0t) + 1sin (0t))
=1-| €% (0cos(2t) +0sin(2t)) | +1- | e (=3cos(0t) + 1sin (0t))
% (0 cos (2t) + Osin (2t)) elt (tcos (0t) + 1sin (0t))

adicd este de forma din teoreme.
() =4z (t)—y(t)—=z(t —|—231n2t

)
Fie (SN1) ¢ v/ (t) =z (¢ )+2y( )—z(t) + tER.
2 (t) =z (t) —y(t) +22() +
Cum A = 0+ 2¢ nu este radacma Caracterlsticé: s = 0 = se cautd o solutie particulara pentru
SN;p de forma

Zp, (1) e (Aq (t) cos (2t) + By (t)sin (2t))
X, ()= | yp (1) | = €” (A2 (t)cos(2t) + By (t)sin(2t)) |,VteR,
Zp, (1) % (As (t) cos (2t) + Bs (t) sin (2t))

unde A; si B; sunt polinoame de grad 0, constante. Se determind coeficientii polinoamelor A; (t) =
ph si B; (t) = v, i € {1,2,3}, impunand ca
Ho,1 cos (2t) + vo,1 sin (2t)
X, (1) = | Ho2cos(2t) +vo2sin(2t) | si fie solutie particulard a SN;.
Mo 3 cos (2t) + v 3 sin (2t)
—21g 1 8in (2t) + 2vg1 cos (2t) =
=4 (pg, cos (2t) + vo,1sin (2t)) — (pg 2 cos (2t) + vo2sin (2t)) — (pg 5 cos (2t) 4 v 3sin (2t)) 4 2sin
=219 9 8in (2t) + 21,2 cos (2t) =
= (po,1 cos (2t) + vo,1 8in (2t)) 4 2 (g 5 cos (2t) + vo 2 sin (2t)) — (g 3 cos (2t) 4 vo,3sin (2t))
—219 3 8in (2t) + 2v0 3 cos (2t) =

\ = (po 1 cos (2t) 4+ vo,1 sin (2t)) — (g9 cos (2t) + v sin (2t)) + 2 (g 3 cos (2t) 4 vo,3 sin (2t))
Identificim coeficientii functiilor liniar independente (cos 2¢,sin 2t) (au W = 2)
cos2t: ( 2v01 = 4po1 — to2 — Ho,3 (41101 — o2 — Hoz — 2v01 =0
sin 2t : —Q,UJO’I = 41/0,1 — Vo2 — Vo3t 2 2,&071 + 41/0’1 — Vo2 — Vo3 = —2
cos2t: ) 2vo2 = poy + 202 — Ho3 o1+ 2102 = Ho3 — 202 =0
sin 2¢ : —2pp2 = Vo1 + 2v02 — Vo3 2010 2 +vo1 + 2vg2 — 193 =0
cos2t: | 2vo3 = g1 — Moz T 203 to,1 — Ho2 + 2fi03 —2v03=10
sin2t: | —2,[1,073 = vp,1 — Vo,2 + 21/()73 L 2#073 +vo,1 — Vo2 + 2V073 =0
4 -1 -1 =2 0 0 |0 100000 | 5 (101 =35
2 0 0 4 -1 -1 2 010000 ]-g Hoz =~
1 2 —1 0 -2 0 0 GaNuss 001000 —o§ N o3 = —o2g
02 0 1 2 -11/0 000100/ 5 Voq = 5%
1 -1 2 0 0 =210 000010 |—5 Vo2 = —355
00 2 1 -1 2 |0 00000 1] -5 Vo3 = —355
De mentionat ca s-a folosit SWP pentru calcul (row echelon form).

S-a obtinut
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VYVt ER,

o (1) 236 cos (2t) + 26 sin (2t)
x, (t) = yp1 t) | = 2% cos (2t) + 5, 26 sin (2t) | solutie particulard a SNj.
Zp, (1) 52 cos (2t) + 55 sin (2t)
2 (£) = 4z (8) =y (1) — 2 (£) + 0
Fie (SNz) y’() ()+2y() z(t) —3¢" ,teR.
() = (t) =y (£) + 22 (1) + te!
Cum A = 1 + 07 nu este radacma caracteristici= s = 0 = se cauta o solutie particulara pentru
S N5 de forma
Tp, (1) 1 (A1 (t) cos (0t) + By (t) sin (0t)) et Ay (t)
x,, ()= | ypo (1) | = | e (A2(t)cos(0t) + By (t)sin (0t)) | = | e'Ax ()
Zp, (1 1 (A3 (t) cos (0t) + Bs (t) sin (0t)) et As (t)

unde A; si B; sunt

Se determina coeficientii polinoamelor A; (%)

Lpy (t)

Ypa ( )

Zpa ( )

e (o1 + p11t) + €'y
(oo + 1 2t) +€'piy o

(M0,3 + M1,3t) + ey g

Xp, (1) =

~

e
et

polinoame de grad 1.

e (o1 + pyat

el (M0,2 + /Lmt) sa fie solutie particulara a SNs.

e' (1o 3 + 1 3t)

Se imparte prin e’ si identificim coeficientii puterilor lui ¢ =

O poa i1 =401 — Ho2 — Hoa
¢t pia =400 — 12— H13
9 Po2 + Hi2 = o1 + 2002 — Ho3 — 3 o
th: Hio =M1+ 2019 — 13
80 Po3 11,3 = o1 — o2t 2103
th: Py =p11 — pi2t2m3+1 \
-3 1 1 1 0 0 0 1
0 0 0o -3 1 1 0 0
1 1 —1 0 —1 0 3 Gauss 0
0 0 0 1 1 —-11]0 “ 1o
1 -1 1 0 0 -1 0 0
0 0 0 1 -1 1 -1 0
S-a obtinut
Ty (1) e (3 +31)
X, )= v () | = e (3+51) | . VteR
Zpy (1) et (% — t)

—3po 1+ Ho2 + Mozt M1

= o, + pyit, 1 € {1,2,3}, impunand ca

et (pgq + pyat) — € (oo + py9t) — €' (o3 + py3t) +0
e (o1 + p11t) +2€" (oo + pyot) — €' (g3 + py 3t) — e’
e (o1 + p11t) — € (oo + 1 ot) + 2€' (1o 3 + 1113t) + te'

=0

=31y + 2+ 13 =0

Ho,1 t Ho2 — Ho,3 —M12
H11 T+ H12
Ho,1 — Ho,2 t Ho,3

1,1 — M2+

RO ORI T

4

R EII

oo R O oo
o R O O OO
_ o O O O O

[l olNoll =
[ elNell S =]

( Ho1
Ko 2
Ho,3
11
12

\ M1.3

=3

—H13=0

—t3=0
pg=—1

M‘ | M‘ | DI O
==

[

De mentionat ca s-a folosit SWP pentru calcul.

Se putea folosi si impaértirea sistemului in doud sisteme, unul din ecuatiile 1,3,5 si unul din
ecuatiile 2,4,6.

O solutie particulara a SN este

x,(t)=1-x, (1) +1-x,, (1), adicé

xp (1) 236 cos (2t) + 26 sin (2t) et (2 4+ 5H)
yp(t) | =1- 2% cos (2t) + 26 sin(2t) | +1-[ e (3+5t) |, teR
zp (1) 50 cos (2t) + 35 sin (2t) et (5 -1

Etapa 3 : Solutia generald a sistemului diferential neomogen SN este
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x(t;c) =X, (t;¢) +x, (1) ,t € R, ¢ € M3y (R) ~ R,
unde x, (¢;c) este solutia generald SO si x,, (t) este o solutie particulara a SN.
OMetoda eliminarii pentru rezolvarea SO- greoaie in acest caz pentru n > 3.

=4 —y—z
(SO ¢y =o+2y—=z
Z=r—y+2z
Pasul 0: Din prima ecuatie a (SO) =
(1) 2’ (t) = 4 (t) —y (t) — 2 (®)] g )
(1) 2" (t) = 42’ (t) — o/ () — 2 (1)
(12) & (t) = 4a” (t) —y" (t) = 2" (¢

z
Din a doua si a treia ecuatie a (SO) =
t

Folosind (SO) si (21),(31), se eliming 3y’

{ 2)y () =z(t)+2y(t) -2 (t)] () N { (20)y" () =" (t) + 2y (t) = ' (¢)
(3) 2 (1) =z (t) —y(t) +2z(t)] % 9) (31) 2" (t) =2’ (t) — ' (¢) + 22" (¢)
y", 2, 2" din (14 2) =
(1) =" (t) =44z (t) —y(t) — (1))
— 14 (1) — 5y (1) — 52 (1)
(I2) = 2" (t) =4 (42’ (t) — ¢/ () = 2" (1)) — (& (1) + 29" (¢) — &' (1)) — (¢' (1) — ¥/ (t) + 22 ()
= 142’ (t) — 5y’ (t) — 52/ (t) =
=1z (t)—y@t)—2@) =5 @) +2y @) —2(@1) =5 () —y () +22(1) =
\ = 46x (t) — 19y (t) — 192 (¢)

al (t) =4 (t) —y (1) — 2 (¢)
" (t) = 14z (t) — by (t) — 5z (¢) ,teR.
2" (t) =46z (t) — 19y (¢t) — 192 (¢)
-1 -1
-5 =5
in mod unic ¥, z in functie de z, ', z”.
Dar, din primele doua ecuatii=
z(t) = —a' (t) + 4z (t) —y (t)
{ " (t) = 14z (t) — by (t) — 5z (t
o’ (t) = 14 (t) — 5y () — 5 (=2’ (
(xpo) 2" (t) — b’ (t) + 6z (t) = 0.
Ecuatia (xgo) este o ecuatie diferentiald de ordin doar 2, nu 3, liniard, cu coeficientii constanti
a1 = —bH, ag = 6, omogena. Pentru ¢t € R, variabild independentd din domeniul de definitie a
solutiei, se cautd x, (t; c1,c2), solutia generald pentru ecuatia (xgo).
Pasul 1,2,3 : Se atageaza ecuatiei diferentiale (xgo) ecuatia ei caracteristica
Al=2cum(\) =1,
A2 =3 cum(A) =1,
Pentru fiecare radacing a ecuatiei caracteristice se gisesc corespunzator solutii particulare liniar
independente ale ecuatiei omogene (xgo), dupa algoritmul dat
o\ =2cum(\) =1~ 21 (t) =¥,
s =3cum(Ng) =1~ z2(t) = €.
(21, x2) este un sistem fundamental de solutii pentru (xgp). Atunci solutia generald a ecuatiei
(xgo) este
T, (t;c1,c0) = c1e® + coed, ¥Vt € Rsicp,c0 € R.
Pasul 4 :
T, (t) = c1€? + coe3t =

S-a obtinut

Deoarece rang < > =1 < 2, din primele doud ecuatii ale sistemului nu se poate exprima

=

)
t)+4z(t) —y(t) =

(*EC) >\2—5)\+6:0<:>:>{
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) (t) = cre? - 2+ cpe - 3 =

o (t) = cre® - 4 + cpedt - 9.

Eliminand z din primele doua ecuatii ale SO =

() =4/ () = 32 (t) ~ 3y (1) =

(c1€® -2+ o3 - 3) —y/ (t) = 3 (c1e? + c2e®) — 3y (1) =

(xen) ¥ () = 3y (t) — c1e®.

Ecuatia (xgn) este o ecuatie diferentiald de ordin 1, liniard, cu coeficientii constanti a; = —3,
neomogend. Se poate rezolva ca in Capitolul 3 sau ca in Capitolul 1. Adica se inmulteste cu factorul
integrant

() = P P N

y () e +yt) e 3 (=3)=—cre? e &

4 (y(t) - ) = —cre™ | [(dt

Yo (t;c1,c3) = c1e® + c3e3t WVt € Rsi ¢, c3 € R.

Mai mult, din prima ecuatie a SO,

z(t)=—a' (t) +4x(t) —y (t) =

2o (t;¢1,C2,03) = — (cle% 22+ cpedt 3) +4 (0162t + 6263t) — (cle% + 03e3t) =

=182 + coe®t — 33t YVt € R sicy,ca,c3 €R.

Atunci
Zo (t;c1,02,03) = cle t 4 cpedt
Yo (t;c1,ca,c3) = cre? +03e3t ,VteRsicy,c,c3€R=>
2o (t;c1, o, c3) = c1e®t + coedt — c3e®
To (t'Cl,Cg, 3) 1 1 0
Yo (t;¢1,C2,C3) =cie? | 1 |+ 0 | +ce® | 1 |,VteRsic, e, c3€R.
2o (t; €1, C2,€3) 1 1 1

De remarcat ca, in acest caz, eliminarea s-a intrerupt dupa primele doud ecuatii. z, a fost
solutia unei EO doar de ordin 2, urméand ca y sd nu fie obtinut doar prin inlocuire, ci ca solutie a
unei ecuatii de ordinul 1.

=z +1 ¥ =x+y+z—sint
b)) vV=x+y +t ;¢){ yY=x+y+z+sint
d=r+y+z+1+t 2 =x+y+2z+cost



