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4.3. Stabilitatea sistemelor de ecuatii diferentiale liniare

Notiunile de stabilitate-a se vedea Curs.

Observatia 4.3.4 (legaturi), Teorema 4.3.3. (simplu stabil-méarginire), Teorema 4.3.4. (asim-
potic stabil- limita), Teorema 4.3.7 (cu radécinile caracteristice), Teorema 4.3.9 (Hurwitz)- a se
vedea Curs.

Exercitiul 1. Fie sistemul (fizic) electric de mai jos, in care tensiunea electromotoare este E.

L
YR

00
Ry

a) Sa se descrie modelul matematic care modeleaza sistemul.

b) S& se studieze stabilitatea sistemului neperturbat.

c) S& se determine iy, §i uc stiind c&8 R =2Q, L =8H, C = 1F si E(t) = 2sint.

d) S& se determine iy, si uc stiind in plus ca iz, (0) = ue (0) = 0.
Rezolvare. a) Notand cu ig, iy, ic intensitatea curentului pe portiunile de circuit care contin
rezistorul R, bobina L, respectiv condensatorul C, si cu up, ur, uc, tensiunile corespunzatoare
rezultd, din Legile lui Kirchoff, Ohm, Faraday, urmatoarele relatii:

iR =11 +1c uR:fl{'ZR 1

uRtuL:E si uC:6~q<:>u’C:6-ic
ur = uc uy, = L- 7’,L
Notand cu z = iy, si cu y = uc (simetric fata de curs, unde s-a folosit metoda elimindrii, cu intentia
de ecuatie pentru uc), se obtine

1
/
up=uc=L-2' =y = 7Y
{uR+uL:E:>R‘(x+Cy’)+Lx’:E < (SN) y’:—lx—iy—l—i =
) C RC RC

T 0 . T 0
() -5 ) () (e
s (5) = (% %) (D) (i

A b

b) Fie sistemului neperturbat (absenta tensiunii electromotoare E ), adicd sistemul omogen asociat:

1
r = 7Y z ) 0 s x
o oo F o sea (D)= 4 ) ()
=y — R
Y=7¢" R ~
eSe determind polinomul caracteristic al matricei A, P4 ().
1

PiN=det (A=A | 0-A 1

1
~¢ ~Emc A

_\2 1
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’PA A\ = (_1)2 ()‘2 — oA+ 62)‘, unde

0 1

51:TTAZO—Rlc:—Ig'C,éQ:detA:‘ 1 _Ll
C1e e .. ¢ RC o
modul 1.- cu Teorema 4.3.7, cu radacinile ecuatiei caracteristice, daca aceasta se poate rezolva.

Se rezolva ecuatia caracteristicd a matricei A,
2 1 1

L4 /1 __ 4
{ Mg = % 5202 Le _ % <—1 + m) cum (M) =1

Deoarece
-dacd A < 0 =partea reald a radéacinilor este intotdeauna strict negativa,
-dacd A = 0 =radacinile sunt strict negative;
-dacd A > 0 =radacinile sunt strict negative (1 — 4R2% < 1),
atunci sistemul diferential neperturbat este global gi uniform asimptotic stabil.
modul 2. - cu Teorema 4.3.9, Hurwitz, daca este posibil.
Pentru n = 2, se scrie matricea Hurwitz atagatd chiar polinomului caracteristic, P4 (\), care
are coeficientul dominant pozitiv. Polinomul caracteristic are

-1
- ILC-

1 1
ag=1>0,a1 = RC:%2 = To-
Atunci, matricea Hurwitz asociatd este

1
H= (™ ) pg_(r 1),
0 a9 0 c

CuA1:a1:%>0,A2:a1'a2:ﬁ>0.

Conform criteriului Hurwitz, toate radacinile polinomului caracteristic au partea reald strict nega-
tivd, deci sistemul diferential neperturbat este global si uniform asimptotic stabil.

c) Se considera datele fizice R = 2Q), L = 8H, C' = 1F. Atunci:

(SN)<§>/_ < —01 _§;><§>+ ( si(r)lt ) @{ ;::((E)):—x(t)—éz%y(gzrsint

A b(t)
Etapa 1 : Se determind solutia generald a SO (sistemul neperturbat) atasat sistemului SN:

(S0) ( ;’ )I = ( _O% _%;2 ) ' ( ; ) < { ZfEfi _ O_J;(Zg)tééyg;((tg)

A
Pasul 1 : Se atageaza ecuatia caracteristicd a matricei A si se rezolva. Adica se determina valorile

proprii in C ale matricei A, precum gi multiplicitatea lor algebrica.
eSe determind polinomul caracteristic al matricei A, P4 ().
P () = det(A— )= | 077

8
1
-1 1=

Py ()\) = (—1)2 ()\2 — 01+ 52) , unde

1
Bi=Talo0-}--kE=dual-| b
eSe rezolva ecuatia caracteristicd a matricei A,
Pa(A)=0& (xpo) N +ix+i=0=
{ )\172 = % (—1 + Z) cu m()\l,g) =1
Pasul 2. Se determind un sitem fundamental de solutii ale SO / o matrice fundamentald a SO.

Nu, deoarece A nu este diagonalizabila in R.

_ 2 1 1
=2+t ]
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Pe baza teoriei de la ecuatii diferentiale de ordin 2, liniare, omogene, se cautd solutii 2
particulare liniar independente ale SO:
o\ = _Tl + %i € R cum(A12) =1 ~»se cautd doud solutii particulare Li. ale SO de forma

O solutie particulara a SO de forma

o) = ( z (t) ) _ ( are” i cos (1t) + age” ism(}lt) )

1
y (t) aze” 1" cos (1t) + ase” 1" sin (3
Se determiné ai, az, a3, G4, 1mpunand ca sa se Verlﬁce SO

a (—Ze 4 coslt— ie i smlt) + ag (—Ze 4 smlt—|— 1e_4tcos it) =
-1 -1 1 -1 1 B |
=0(a1e 1 cos7t+a26 i smft +§ age” 1° cos gt + age” 1" sin 4t
1 1 1
as <— i —at ) + aq ( i —at lt—i— lefitcos 1t> =

1
(ale it cos t+CL2€ 4 sm1t> —l<a36 it cos 1t—|—a4e 4 sm1t>
\

=
»M»—t

Se imparte prin e~ it si se identifica coeficientii functiilor liniar independente (cos %t, sin it) (au
w=1:
4

cos %t : —%al + %ag = 0ay + Las —2a;1 + 2a2 = a3 ap=—-a—pf
sin Zl%t : —%al — %ag = Oag + ga4 - —2a1 — 2a9 = a4 N as=a—[

cos 7t : —703 + 704 = —a1 — %ag as + a4 = —4aq az =4a €R
sin %t : —iag — ia4 = —ag9 — %a4 —a3 + aqg = —4ag as =40 € R

S-a gasit
-1 1 1.1
< x (t) ) [ (ra—=p)e"itcosgt+ (a—P)e d'singt |
4ae~ 1t cos it + 456_%t sin it

_ —e‘it cos it—i— e_it sin it —e‘it cos %t — e‘it sin %t
=« _ 1y 1 + 6 1y °

de™ 1" cos 4t de” 1" sin 4t
—efit cos %t + e*it sin it

46_%75 cos it '

a=1, B =0~ X4 (t) neLe ¥1 (t) ( gi >
)

—08=1 4 note ; 2 (t —e 1 cos %t — e itsin %t

a=0,=1wx(t) = ¢y(t) = <y2(t)> 4e*itsinit :
Din algoritm, se obtin 2 solutii liniar independente.

B = (x;,%,) este un sistem fundamental de solutii ale SO.
Pasul 3. Solutia generala a SO este:

-sau X, (t;¢) = X (4%, X9) - € = 1% (1) + c2Xo (1) ,t €R, 1,2 € R.

< T (t;c1,C2) > —e_it cos %t + e_it sin %t —e_%t cos %t — e_it sin %t >

=c

it +c2 .
Yo (t;c1,C2) 4e 4tcos%t de 4ts1nit

c1 (fefit cos it + efit sin %t) ) efit cos %t — efit sin it)
c1 (467? cos it) + co (467%)& sin %t)
teR, c1,c0 €R.
-sau x, (t;c) = et - c—Nu
Se va utiliza in continuare X (¢;x,X,) .

Etapa 2 : Se determina o solutie particulard a SN, notata x,, (t) =7.
Metoda coeficientilor nedeterminati pentru SN Deoarece SN are coeficienti constanti si ter-

menul liber avind pe coloane combinatie liniara de cvasipolinoame de acelasi tip atunci se poate

cauta x,, cu Teoremele 4.2.7 si 4.2.8 din Curs. Intr-adevar,
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b (t) = 0 (€% (0cost + 0sint)
=V Usint )\ % (0cost + 1sint) )

Cum A = 0 + 7 nu este rddacing caracteristici= s = 0 = se cautd o solutie particulara pentru

SN de forma

o mp() [ €% (A1 (t)cost + By (t)sint)
x, (t) = ( (1) ) = ( & (As (1) cost + By (1) sin) ) VEER,

unde A; si B; sunt polinoame de grad 0. Se determina coeficientii polinoamelor A; (t) = p; si

B; (t) = vo,, © € {1,2}, impunand ca, dupd renotare
[z, (%) \ [ acost+bsint | : . y
x, (t) = ( u (1) ) = < ccost + dsint ) S fie solutie particulara a SINV.
—asint +bcost =0 (acost + bsint) + 5 L(ccost +dsint) +0
—csint + dcost = — (acost + bsint) — § (ccost + dsint) +sint
Identificim coeficientii functiilor liniar independente (cost,sint) (au W = 1)

cost : b=1ic b—tc =0 a:—§
sint : —a:ld a —i—%d: b= —
cost : d——a—%c < a —I-%c—l—dzo < c:—%
sint : —c:—b—ld—i—l b—c+%d:1 d:%

01 -2 010 1 000 %

10 0 g |0 |Gaus|[ 0100 &

10 3 110 0010 _%

01 -1 5 |1 0001 3
De mentionat ca s-a folosit SWP pentru calcul. S-a obtinut

at c
A) cost t , . }
( g ?;gg 22: " i g 6558)1 Sl? ) solutie particulard a SIV.

Etapa 3 : Solutia generala a sistemului diferential neomogen SN este
x(1:0) = x, (i) + X, (£) £ € R, ¢ € My (R) = R,

unde x, (¢;c) este solutia generald SO si x,, (t) este o solutie particulara a SN.
Fara conditii initiale, circuitul este descris de:

(e -

—e‘it cos it—l—e_%tsin it —e‘it cos %t— e_%t sin %t ( i) cost + (—61) sint
=a “1y 1 +c2 1y + 5 L (32
4e” 1" cos gt 4e”1"sin gt ( 5)008 + (6 si
B cl (—efit cos it + efit sin %t) ) (efit cos %t — efit sin lt) + (—%) cost + ( ) sint
c1 (467? cos it) + co (467%‘/ sin it) + ( gg) cost + (2—2) sint

teR, cp,c0 € R

d) Se impun CI: z(0) =y (0) = 0.in solutia generald a SN =
<qaq+ym+ca1—1m (%)1+(%)0>_(0>@
c1(4-1-1)+c(4-1-0)+ (=22)- 1+ (22)-0 “\ 0

_ _ 10 2

01+62 o =0 . 01_465 13
4 — 2 =0 C2 = g5

Deci solugla problemei Cauchy SN + C1 este

< z (t;c1,02) ) _

y (t;c1,c2)

%( ef’tcoslt—ke it gin t)+645 (e 1 coslt—e i sm1t>+( é)cost—k(
—= <4e 1t cos 1t> +g<4671 sm%t) +( 65)cost+( )smt

) sint
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_ —%efit (cos %t—sin%t) —%cost—ésint teR
ée‘lt (—40 cos %t + 16 sin %t) — % cost + % sint |’
Reprezentand grafic pe z, si o, aldturi pe x si y, pe I = R pentru (c1,c2) = (1,0) si (¢1,¢2) =
(0,1) cu magenta (corespunzatoare solutiilor particulare din sistemul fundamental) si pentru
(c1,02) = (1,1),(c1,e2) = (1, 1), (c1,¢2) = (=1,1), (c1,¢2) = (—1,-1),
(c1,¢2) = (1,2), (c1,02) = (2,1), (617 c2) = (_17 2), (617 ) = (_27 1)
(c1,02) = (1,-2), (c1,¢2) = (2,—1), (c1,02) = (=1, -2) , (e1, ¢2) = (=2, 1)
cu albastru, pentru (c1,c2) = (0,0) cu portocaliu solutia particulard obtinutd cu metoda coefi-
cientilor nedeterminati, si pentru (c1,ce) = (—%, %) cu verde solutia problemei Cauchy se obtine:

|

Exercitiul 2. Fie sistemul (fizic) electric de mai jos, in care tensiunea electromotoare este F.

JAAY
-/

a) Sa se descrie modelul matematic care modeleaza sistemul.

b) S& se studieze stabilitatea sistemului neperturbat.

c) S& se determine iy, si uc stiind c& R =2Q, L = 16H, C' = 1F si E(t) = 2sint.

d) S& se determine iy, si uc stiind in plus ca iz, (0) = ue (0) = 0.
Rezolvare. a) Notand cu ig, i1, ic intensitatea curentului pe portiunile de circuit care contin
rezistorul R, bobina L, respectiv condensatorul C, si cu up, ur, uc, tensiunile corespunzatoare
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rezulta, din Legile lui Kirchoff, Ohm, Faraday, urmatoarele relatii:

i, =1tRr +1ic urp = R-ip
ur +up =uc +ur, =FE si uC:%-qﬁu’C:%-ic
UR = UC ur, =L -}

Notand cu z = iy, si cu y = uc (simetric fata de curs, unde s-a folosit metoda elimindrii, cu intentia
de ecuatie pentru uc), se obtine

R-(z-Cy)+L-2'=E & P 4 Loe
R-(z—Cy) =y RCY = Rx —y r_

s0(3)-(2 ) () ()

A b
b) Fie sistemului neperturbat (absenta tensiunii electromotoare E'), adica sistemul omogen asociat:

r = -7Y z 0 - x
oy, a, e ()= (8 o) (3)
- e = R
Y =¢c" " Rro? ‘—Af—’
Este un sistem diferential SO care are acelasi polinom caracteristic ca la Exercitiul 1, cu aceeasi

concluzie: sistemul diferential neperturbat este global si uniform asimptotic stabil.
c) Se considera datele fizice R = 2Q, L = 16 H, C' = 1F. Atunci:

e (3) -0 3 ) () o) =T

A b
Etapa 1 : Se determind solutia generald a SO (sistemul neperturbat) atagat sistemului SN:

/
0 "(t) =0z (t) — Ly (t
(SO)(x):<1 161>.<x><:>{x/() 37()1163/<)
Y 1 ~31 Yy Yy (t):ff(t)*ﬂ/(t)
—_—

Pasul 1 : Se atageazd ecuatia caracteristicd a matricei A si se rezolva. Adicd se determina valorile
proprii in C ale matricei A, precum si multiplicitatea lor algebrica.
eSe determind polinomul caracteristic al matricei A, P4 (\).

0-— )\ 5 21 1
| Pa(A) = det (A - A\D) = O [ =
2

Py(\) = (—1) ()\ — A +52) , unde

h=Taro-b=-hfn=dmal=|? T
2

eSe rezolva ecuatia caracteristicd a matricei A,
Pis(N)=0% (xgo) N2+ 32+ & =0=
{)\12—*( 1:|:0)cum()\12)*1 :>{)\1 4cum()\1)—2
Pasul 2. Se determind un sitem fundamental de solutii ale SO / o matrice fundamentala a SO.

modul 1. | Nu, deoarece A nu este diagonalizabila in R.
Pe baza teoriei de la ecuatii diferentiale de ordin 2, liniare, omogene, se cauta solutii 2

particulare liniar independente ale SO:
o\ = _Tl cu m (A1) = 2 ~»se cautd doud solutii particulare 1.i. ale SO de forma:

; 1 1
ZR:.’,U—C:I// {y+L$I:E 3'}/: —*y“‘*E

=

=t~ =
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x (t) ate 1t + agte 4! (a1 + aot) e 1!
2 (t) = = J _1; = 14 .
y (1) aze” 1" + aqte” 1 (a3 + aqt) e
Se determina aq, as, asg, a4, impunand ca z,y sa se verifice SO
al (—%e‘it) + a2 (e‘it — %te‘it) =
=0 alefit + agtefit) — %6 (agefit + a4t67it>
as (—ie*%t> + ay <e*%t - ite*%t) =

1 1 1 1
= (ale_Zt + agte_it) — 3 (age_lt + a4te_1t>

ENTEEN

\
Se imparte prin e~ it si se identifica coeficientii puterilor lui ¢ :

Y. —%al—l—aQ :Oal—l—lﬁag —a1 +4as = —%ag a1 =a+4p

tl . —laz = OCLQ - %6a4 ay4 = 4a2 a9 = ,6

10 —la3+a4:a1—%a3 < 4aq — 16ao —agz =0 = az =4a € R

tl : —7(14:&2—%@4 aq4 = 4as CL4:4B€R
S-a gasit

< x (1) ) [ (a+4p) el 4 (B) te 1! . e~ il L3 demil 4 et
y(t) ) (4a) e~at + (48) te1t B de~ it Ate~ it '
o — 1 notez . 1 (t) . 467%t + tefit
a=05=1=x 0" w0 = (2] )-( i )
(
(

_1y
notez T e 4
a=1,8=0~ X, (1) = 902(t):( 2 >:<4e_411t>

B = (x;,X5) este un sistem fundamental de solutii ale SO.
Pasul 3. Solutia generala a SO este:
-sau X, (t;¢) = X (t;%1,X9) - € = 1% (1) 4+ caXy (1) ,t € R, ¢1,c2 € R.

14 J J
Zo (t;c1,¢2) de” 1" 4 te 1 e 1
) =0 _1 + c2 _1, | =
Yo (t; c1,c2) Ate 4 de” 4
c1 (4e—it tte i) +cp (e 1t
B c1 <4te‘it) + co (46_it)
-sau x°(t;c) = et - c—Nu

Etapa 2 : Se determina o solutie particulara a SN, notata x, (t) =7
Metoda coeficientilor nedeterminati pentru SN Deoarece SN are coeficienti constanti si ter-

,t €R, c1,c0 €R.

menul liber avind pe coloane combinatie liniara de cvasipolinoame de acelasi tip atunci se poate
cauta x,, cu Teoremele 4.2.7 §i 4.2.8 din Curs. Intr-adevar,
b (1) = Lsint _ egz (Ocost + %s.int) .
0 e’ (0cost + Osint)
Cum A = 0 + 4 nu este rddacind caracteristici= s = 0 = se cauta o solutie particulara pentru

SN de forma
x () = ( T (1) ) _ ( e% (Ay (t) cost + By (t)sint)
=P yp (1) e% (Ay (t) cost + Bo (t)sint)
unde A; si B; sunt polinoame de grad 0. Se determina coeficientii polinoamelor A; (t) = pg; si
B; (t) =vo,, t € {1,2}, impunénd ca, dupa renotare
() = ( acost + bsint
ccost + dsint

),VteR,

X

- > s fie solutie particulara a SN.
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—asint 4+ beost = 0 (acost + bsint) — = (ccost + dsint) + £ sint
—csint +dcost =1 (acost + bsint) — 5 (ccost + dsint) + 0
Identificam coeﬁcientii functiilor liniar independente (cost,sint) (au W = 1)

cost : b= 160 b+%c = a=— 23889
sint : —a = d—l—s el @ —l—%gd:% o b—289
cost : d—a—§c a —%c—d: c=—3
sint: | —c=b—1d bt+c+5d=0 d=— 535;

01 = 0 _o1 1000]|-3

1 0 O 16 e G%ss 01 0O 289

103t -1]0 0010 |—355

01 1 5 |0 000 1|35
De mentionat ca s-a folosit SWP pentru calcul. S-a obtinut

cost + ( ) sint . . <

x, (t) = ( (- 2869) 28%, > solutie particulara a SN.
P (—a8g) cost + (—z5g5) sint

Etapa 3 : Solutia generald a sistemului diferential neomogen SN este

K(t;g)—x( )+X()t€R,Q€M2X1(R)2R2,
unde x, (t; ) este solutia generald SO si x,, (t) este o solutie particulard a SN.
Fara conditii initiale, circuitul este descris de

( z (t;c1, c2) ) _
y(t;c1,co)
-1 -1 —1¢ 38
— e de™ 14 ti‘te i o 6_41t +( (—@) Cost+(2893%smt ):
Ate” 1 Qe 1 (—m) cost+( 289) sint
_1y 1, _1y
c1 <4€ 1" +te 1 ) +cole 1 ) +( 289) cost + (289)511115
1 ,t €R, c1,c9 € R,
c1 (4t€ 1 > + co <4e i) ( 21869)Cost+ ( 289)smt
d) Se impun CI: z(0) =y (0) = 0.in so upla generala a SN =
(4140 1) +c2(1)+ (—55) -1+ (g85) - 0 0
6 50 And
c(4-0-1)+c2(4- 1)+ (—55) 14 (—55%) - 0 0
3
!

4 38

{ c1 + CQ 289 =0 = C1
4co — 289 =0 C2 = 55

Deci solutia problemei Cauchy SN —|— C1 este

< z (t;c1,c2) ) _
y(t‘01702)
4 —14 8
_ 7959 (46 i’ +te” 4>+@<6 4>+( s89) cost + (ggg) sint
- — 1y —1 16
4289 <4te 4 ) + @ (46 4 ) + ( 289) cost + ( 289) sint

38 _Et +3 L te_Zt 38 cost + 289 sint

e
— | 289 289 teR
16 = 2 —7t 16 30 ’
2896 4 —l— te 1" — 555 cost — 389 sint

Reprezentand graﬁc pe x, si Yo, aldturi pe z si y, pe [ = R pentru (c1,c2) = (1,0) si (¢1,c2) =
(0,1) cu magenta (corespunzatoare solutiilor particulare din sistemul fundamental) si pentru

(c1,e2) = (1,1),(c1,e2) = (1, -1), (e1,¢2) = (=1,1), (e1,¢2) = (=1, 1),

(c1,e2) = (1,2), (c1,¢2) = (2,1), (e1,02) = (=1,2), (c1,¢2) = (=2,1)

(c1,e2) = (1,-2), (c1,e2) = (2,—1), (e1,¢2) = (=1, -2), (c1, ¢2) = (=2, 1)
cu albastru, pentru (c¢1,c2) = (0,0) cu portocaliu solutia particulard obtinutd cu metoda coe-
ficientilor nedeterminati, si pentru (c1,c2) = (A i) cu verde solutia problemei Cauchy se

22897 289
obtine:
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Exercitiul 3. Fie sistemul (fizic) electric de mai jos, in care tensiunea electromotoare este E.

46
-/

a) Sa se descrie modelul matematic care modeleaza sistemul.

b) Sa se studieze stabilitatea sistemului neperturbat.
64

c) Sa se determine i1, si uc stiind cd R =2Q, L = ?H’ C =1F si E(t) = 2sint.

d) S4 se determine iz, i uc stiind in plus cd if, (0) = ue (0) = 0.
Rezolvare. a) Notand cu ig, ir, ic intensitatea curentului pe portiunile de circuit care contin
rezistorul R, bobina L, respectiv condensatorul C, si cu ugr, ur, uc, tensiunile corespunzitoare
rezultd, din Legile lui Kirchoff, Ohm, Faraday, urmatoarele relatii:

ic =1Rr + 11, urp = R iR
ugp+uc=uctuL,=FE si{ uc=%-qeu,=5%"ic
UR = Uy, uL:L-i’L

Notand cu z = iy, si cu y = uc (simetric fata de curs, unde s-a folosit metoda elimindrii, cu intentia
de ecuatie pentru uc), se obtine
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: 1 1
ip=—v+Cy ’ 1 T = ——y+ —F
R-(—z+Cy)=L =z V=" 7c¢ T 7ot

(302 4) () ([5)

b) Fie sistemului neperturbat (absenta tensiunii electromotoare E), adici sistemul omogen asociat:

1
T = ——y ! _1
(50) L' oswso () =(Y 7)) (")
C RC —

A
Este un sistem diferential SO care are acelasi polinom caracteristic ca la Exercitiul 1, cu aceeasi

concluzie: sistemul diferential neperturbat este global si uniform asimptotic stabil.
64
c) Se considerd datele fizice R = 2Q, L = ?H’ C = 1F. Atunci:

on(5)-(3 B (i) om0 B

A b(t)
Etapa 1 : Se determind solutia generald a SO (sistemul neperturbat) atagat sistemului SN:

so(3) (3 ) ()= {vh=mimi”

A
Pasul 1 : Se atageaza ecuatia caracteristici a matricei A si se rezolvd. Adicd se determind valorile

proprii in C ale matricei A, precum si multiplicitatea lor algebrica.
eSe determind polinomul caracteristic al matricei A, P4 ().

| Pa(X) =det (A — AD) = 0-x &

Q= o
=t~

64
1
1 —1-)

Pa(A) = (=1)* (A2 = 611 + 62) |, unde

0 =3
_ _ 1_ 1.5 _— _ _ 3
51—TI‘A—0—2——2,62—detA—'1 _641'_64
eSe rezolva ecuatia caracteristicd a matricei A,
Pa(A) =0 (xpc) ¥ +3A+ & =0=
M=ZFcum(\) =1
—1(_ 1 — 1 8 1
{M2=g(-1F3) caamp) =1 :>{ Ao=ZF cum(A) =1

Pasul 2. Se determing un sitem fundamental de solutii ale SO / o matrice fundamentald a SO.

A este diagonalizabild in R. -tem&; se poate chiar si cu metoda eliminarii.
Pe baza teoriei de la ecuatii diferentiale de ordin 2, liniare, omogene, se cautd solutii 2

_ )2 1 3
=2+ g

particulare liniar independente ale SO:
M=F caum(A)=1
[ ]
o= cum () =1

_1y 3¢
SO(t)_<ac(t)>_<ale i + ase : )
y (1) aze” 8" + age” st
Se determind aj,ag, a3, as (numere, altele decat constantele de indexare), impunand ca s se
verifice SO

~se cauta doud solutii particulare 1.i. ale SO de forma:
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a1 (f%efét) + a9 <7 e

3 1 3
=0 (ale t4 age*§t> + Efj’ (agefgt + (1467525)

as <—%6_§t> + a4 <—%e‘ t) =

_1 _3 _1 _3
= (ale st + age 8t> —%(age st 4+ age 8t>

ool
o~
N———
I

ol  Wl- oolw

Se identificd coeficientii functiilor liniar independente et si e~ 5t
e_ét D —%a1 =0a1 + Flag 8a1 = 3ag a; = 3a
e 8" —§a2 = Oag + g—j’m - as = 8as as = pf
e_%t : —§CL3 =a; — %ag 3az = 8ay a3 =8a € R ’
ef%t —g4 = a2 — %04 aq = 8ag ag =88 € R
S-a gdsit

0o

2(t) ) _ [ Gaye st (@eit ) [z -3
< v () ) B ( (8a) e 5 + (88) 3! ) B ( s it ) o ( se it ) |
am=0mm 0" 0= (00 )< (35

. TR notez . xo (T . 167%t
Oé—O,B—]. 52(75) - ¢2(t)_(y2(t)>_<8e—gt>

Din algoritm, se obtin 2 solutii liniar independente.
B = (x;,%,) este un sistem fundamental de solutii ale SO.
Pasul 3. Solutia generala a SO este:
-sau X, (t;¢) = X (£;%1,X9) € = 1% () + 25 (t) ,t €ER, ¢1,c0 € R.

1 3 7lt ,ﬁt
T, (t; c1, c2) 3e~ st le 8t C1 <36 8 ) + co (e 8 )
t =a _1 | te _3 | = _1y _3; )
o (f 1, c2) Be™s e s 01(86 8>+c2<86 8)
tGR, C1,C2 c R.

-sau X, (t;c) = e - c—se poate, tema.
Etapa 2 : Se determina o solutie particulara a SN, notata x,, () =7.

(3 ) =1 3 )6 () s e { D070 T pi i

A b(t)
Metoda coeficientilor nedeterminati pentru SN Deoarece SN are coeficienti constanti si ter-

tA

menul liber avind pe coloane combinatie liniara de cvasipolinoame de acelasi tip atunci se poate

cauta x,, cu Teoremele 4.2.7 gi 4.2.8 din Curs. Intr-adevir,

b (t) = < %s‘int > _ < egi (Ocost + ?3—4§int) >
5 sint e (OCost+§smt)
Cum X\ = 0 4+ ¢ nu este radacina caracteristici= s = 0 = se cautd o solutie particulara pentru
SN de forma
x (1) = xp (1) ) _ ( eV (Aq (t) cost + By (t)sint)
=P yp (t) e (Az (t) cost + Bo (t) sint)
unde A; si B; sunt polinoame de grad 0. Se determina coeficientii polinoamelor A; (t) = p; si
B; (t) =vo,, t € {1,2}, impunand ca,dupd renotare
(1) = ( acost+ bsint
ccost + dsint

),VteR,

) sd fie solutie particulard a SN.
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—asint+bcost = 0(acost + bsint) + gj’ (ccost +dsint) + 2 sint
—csint +dcost =1 (acost + bsint) — 5 (ccost + dsint) + sint
Identificam coeficientii functiilor liniar independente (cost,sint) (au W =1)

: 3 _ _ _ 366
C-OSt' b_ﬁj—c3 3 bt 3, 3 G_TQ@
sint : —a:a1d+3—2 el 1+674d:§ - b:%%
cost : d=a— 5c a —5c—d= c=—432
sint : 3—c: —%d—l—l b+c —1—71 :36g1 d %

01 & _03 _03 1 0 00 ~ 47
1 0 O 4 35 G%ss 01 0O @
10 35 =110 0010 4242
0 11 _71 -1 0001 z11(7545
De mentionat ca s-a folosit SWP pentru calcul. S-a obtinut

366 ) cost + ( 192 ) sint

x, (1) ( (- 4745 4583 ) solutie particulard a SN.
P (—a713) cost + (g9g3) sint

Etapa 3 : Solutia generald a sistemului diferential neomogen SN este

K(t;g)—x( )+X()t€R,Q€M2X1(R)2R2,
unde x, (t; ) este solutia generald SO si x,, (t) este o solutie particulard a SN.
Fara conditii initiale, circuitul este descris de

( z (t;c1,c2) ) _
y (t;c1, o)
1 3
R le~ st ( 366 ) cost + ( 192 ) sint
wo( o )re (i ) (CE ) -
366 192
+ (=475 cost + (g755) sint
—1 — 34 4096 1682 tER, a2 €R.
<86 8 ) +co (86 8" ) 4+ ( 4745) cost + (4745) sint
d) Se impun CI: z(0) =y (0) = 0.1
366 192
< a:D+el )+( 409)6 (4f§’8)20 >=<0)@
(8- 1)+ca(8-1)+ (—3252) - 1+ (5552) - 0 0
3014—02—%*0 N 61:—%
8c1+8cry — 12 =0 =%
Deci solutia problemel Cauchy SN —|— C1 este
< x (t) > B ~55 (36 8 ) T' (e gt) + (—drs) cost + (q75) sint
B 1 -1 4096 1682
y (1) —85 " <86 8t> + 73 (86 8 ) + ( 4745) cost + (4745) sint
Reprezentand grafic pe z, si o, aldturi pe x si y, pe I = R pentru (c1,c2) = (1,0) si (¢1,¢2) =
(0,1) cu magenta (corespunzatoare solutiilor particulare din sistemul fundamental) si pentru
(c1,c2) = (1,1), (c1,¢2) = (1, =1), (c1,c2) = (=1,1), (e1,¢2) = (=1, 1),
(017 62) - (17 2) ) (61702) - (27 1) ) (Cl, CZ) = (_17 2) ) (Cla 62) = (_27 1)
(Clv 02) = (17 _2) ’ (Cla 02) = (27 _1) ) (Cla 62) = (_17 _2) ) (Cla 02) = (_27 _1)
cu albastru, pentru (c¢1,c2) = (0,0) cu portocaliu solutia particulard obtinutad cu metoda coefi-
cientilor nedeterminati, si pentru (c1,ce) = (—6—15, %) cu verde solutia problemei Cauchy se obtine:

in solutia generald a SN =
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Exercitiul 4. Fie sistemul (fizic) electric de mai jos, in care tensiunea electromotoare este E.

4G
/

a) Sa se descrie modelul matematic care modeleaza sistemul.

b) Sa se studieze stabilitatea sistemului neperturbat.
1 1 1

c) Sa se determine iy, , i1, si uc stiind ca R = ZQ’ L, = §H, Ly = EH’ C =1Fsi E(t) = 2sint.

d) S4 se determine iz, , i, si uc stiind in plus cd ir, (0) =iz, (0) = uc (0) = 0.
Rezolvare. a) Notand cu ip, i L1, o intensitatea curentului pe portiunile de circuit care contin
rezistorul R, bobina L 2, respectiv condensatorul C, si cu ug, ur, ,, uc, tensiunile corespunzatoare
rezultd, din Legile lui Kirchoff, Ohm, Faraday, urmatoarele relatii:

tc+ipL, =tr +1%L, ur =IR-ig
uc = u ) uc == g un =
C B Lo si C c q C

'LLR - uLl

uty + s = uy =L 1,

Notand cu x =ir,,y = i1, $i cu z = uc, se obtine
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! — 1 l‘/ — — —Z + 7E
CZ +vy /zR+x L' +2=E Ly Ly
z = L2 -y N L Y . - ;L iz
R'(CZ/—Fy—x):Ll-:z:’ 2°Y , Yy = L2
' ' R-(Cd+y—z)=E—=z 1 1 1 1
Lix"+ Lyy = F d==r——y————2+—+F
C ¢ CR CR
b 1
2\’ lLl T flE
SNy | =] 0 o = y |+ 0
L 1
z 11 1 1L
C_C CR CR
) b
b) Fie sistemului neperturbat (absenta tensiunii electromotoare F), adica sistemul omogen asociat:
1 1
! 0 0 — "L'/ = —_ —2Z
x {/1 x L11
(SO) Yy = 0 0 e . Yy =4 y’ = i
L Ly
z 11 1 z 111
= —= —— Z==r—-=y— ===z
C_C CR ¢’ ¢’ cRr
A
eSe determind polinomul caracteristic al matricei A, P4 (A).
1
0—Xx 0 ——
1Ll
= - 3, 142 1 1
PA) =det(A-AB)-| ¢ 0-2 = |=- (A + AT (C—L1 + C—M) )\)
1 1 1
= = ——==—=

C C CR
Py(\) = (-1)3 (A> = 6127 + 62X — 63) |, unde §; este suma minorilor principali de ordin i ai

matricei A, adica

1
0 —— 0o —

_00 L L 1 1
(JCR1 C CR
OO—lL1

f=diAl| 0 0 4 |=o0

L
o1 1
C C CR

modul 1.- cu Teorema 4.3.7, cu radacinile ecuatiei caracteristice, daca aceasta se poate rezolva.
Se rezolva ecuatia caracteristicd a matricei A,
3 1 42 1 1
AM=0cum(A)=1

ey A
Aoz = RC \/R2022 (CL1 CL2> = 5i> (—1 + \/1 —4R2C (L% + L12)> cum (Ag3) =1

Deoarece
-daca A < 0 =partea reald a radacinilor Az 3 este intotdeauna strict negativa;

-daca A = 0 =radacinile Ay 3 sunt strict negative;



Gabriela Grosu / EDCO 15

-dacd A > 0 =radicinile Ao 3 sunt strict negative (1 — 4R2C (L% + L%) < 1),
atunci, avand si rddacina A\ = 0, sistemul diferential neperturbat este doar uniform stabil.
modul 2. - cu Teorema 4.3.9, Hurwitz, daca este posibil.
Pentru n = 3, se scrie matricea Hurwitz atagatd polinomului caracteristic, de fapt lui —Py4 (),
care are aceleagi rddacini dar are coeficientul dominant pozitiv, adica
a0:1>0,a1:ﬁ,a2:ﬁ+%@,a320.
Atunci, matricea Hurwitz asociata este

al aop 0 ﬁ 1 0
H = a3z az ai — H = 0 C’LLQ—FClLl ﬁ s
0 0 a3 0 0 0
1
=5 1
WA =g >080=| T4, = (o + ) > 0,89 =det H = 0(#0).
CLs CLy

Deci sistemul nu este global si asimptotic stabil.
1 1
c¢) Se considera datele fizice R = %Q, Ly = §H, Lo =—H, C = 1F. Atunci:

6
2\’ 0 0 -2 x 4sint 2 (t) = — 2z (t) + 4sint
(SNl y | =10 0 6 y |+ 0 =< Yyt = 62 (t)
z 1 -1 —4 z 8sint 2 (t) =z (t) —y(t) — 4z (t) + 8sint
N———
A b(t)
Etapa 1 : Se determind solutia generald a SO (sistemul neperturbat) atagat sistemului SN:
z\’ 0 0 -2 x 2/ (t) = 0z (t) 4 Oy (t) — 2z (£)
SO)ly | =10 0 6 |-y ]|e< ¢(t)=0x(t)+0y(t)+62(t)
z 1 -1 —4 z 2(t) =1z (t) — 1y (t) — 42 (1)
A

Pasul 1 : Se atageaza ecuatia caracteristicd a matricei A si se rezolva. Adicd se determina valorile
proprii in C ale matricei A, precum si multiplicitatea lor algebrica.
eSe determind polinomul caracteristic al matricei A, P4 (A).
0—A 0 -2
PaM)=det(A-AB)=| 0 0-x 6 |=-(\+4)2+8)).
1 -1 —4-X

Py(\) = (1) (A — 6127 + 62X — 63) |, unde §; este suma minorilor principali de ordin i ai

matricei A, adica

mal0so-s—-an=| D |+|0 24| O 5 =s

0O 0 =2
1 -1 —4

eSe rezolva ecuatia caracteristicd a matricei A,
Pr(N) =04 (xpc) — (A3 +4X2+8)) =
Al=0cucum(A)=1

—4+,/16 —4(6+2
Ao3 = 5 (6+ ):—Z:I:Qicum()\g’g):l

Pasul 2. Se determind un sitem fundamental de solutii ale SO / o matrice fundamentald a SO.
A nu este diagonalizabild in R, ci doar in C. Ar fi de utilizat, pentru Metoda cu valori proprii,
modul 2, cu mult calcul.
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Se rezolvd SO cu metoda elimindrii. Se deriveazd ecuatia a 3-a din SO si se inlocuiesc z’ si 3/

din primele doua ecuatii:
ZN(t)=2"(t) —y (t) — 42 (t) =

{ (1) = (=22 (1)) — (62 (8)) — 42/ (1

S-a obtinut

(EO) 2" (t) + 42" (t) + 8z (t) = 0.

Deoarece EO are EC' \? 4+ 4\ + 8 = 0 cu solutiile —2 + 2i de multiplicitate 1 =

2o (t;c1,00) = cre 2 cos 2t + coe™? sin 2t,t € R, ¢1,¢0 € R.

Dar
{ '(t) = =2 (c1e™* cos 2t + coe ! sin 2t)
(

x
Yy (t)=6 (cle*21t cos 2t + coe % sin 2t) [JOdt=
z(t) = —2 (c13te ™ (cos2t —sin2t) + co e (cos 2t +sin 2t)) + c3
{ y(t) =6 (c1 e (cos2t —sin2t) + cote 2 (cos 2t +sin 2t)) + c3
Solutia generald a SO este:
Zo (t; 1,2, C3) —2 (c15te % (cos 2t — sin2t) + co e~ (cos 2t + sin2t)) + c3
Yo (t;¢1,C2,C3) =16 (61_716_2'5 (cos2t —sin2t) + co _Tle_zt (cos 2t + sin 2t)) +c3 =
2o (t; 1,2, C3) cre 2 cos 2t + coe 2 sin 2t
—2 (e % (cos2t — sin2t)) —2 (e % (cos2t + sin 2t)) 1
=c 6 (5te % (cos2t — sin2t)) +eo | 6(Fe 2 (cos2t + sin2t)) +e3| 1],
e 2t cos 2t e 2tsin 2t 0
teR, cr,c0,c3 €R.
Etapa 2 : Se determind o solutie particulara a SN, notata x,, (t) =7.
Metoda coeficientilor nedeterminati pentru SN Deoarece SN are coeficienti constanti si ter-

,t €R, c1,co,c3 ER.

menul liber avadnd pe coloane combinatie liniard de cvasipolinoame de acelasi tip atunci se poate
cauta x, cu Teoremele 4.2.7 si 4.2.8 din Curs. Intr-adevar,
4sint e% (0cost + 4sint)
b(t) = 0 = | €% (0cost+ 0sint)
8sint O (0cost + 8sint)
Cum A = 0 + ¢ nu este rddacind caracteristici= s = 0 = se cauta o solutie particulara pentru
SN de forma

zp (1) e% (Ay (t) cost + By (t)sint)
x,(t)=| wp(t) | =| € (A2(t)cost+ By (t)sint) |,VteR,
zp () eV (As (t) cost + Bs (t) sint)

unde A; si B; sunt polinoame de grad 0. Se determina coeficientii polinoamelor A; (t) = p; si
B;(t) =vo,, t € {1,2,3}, impunand ca, dupa renotare
acost + bsint
x,(t) = | ccost+dsint | sa fie solutie particulara a SN.
ecost + fsint
—asint +bcost = 0(acost+ bsint) + 0(ccost + dsint) — 2 (ecost + fsint) + 4sint
—csint 4+ dcost = 0(acost + bsint) + 0 (ccost + dsint) + 6 (ecost + fsint) +0
—esint + fcost = 1(acost+bsint) — 1 (ccost + dsint) — 4 (ecost + fsint) 4+ 8sint
Identificim coeficientii functiilor liniar independente (cost,sint) (au W = 1)
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cost:
sint :

cost:

sint :

cost:

sint :

0

O = O O =

OO OO

1

b= —2e
—a=-2f+4
d = 6e
—c=6f
f=a—c—4e
—e=b—d—4f+38
0 0 2 0
0 0 0 =2
0 1 -6 0
1 0 0 6
-1 0 -4 -1
0o -1 1 -4

a
=
a
0
—4
0 Gauss
0
0
-8

(el en e el

+ 2e
—2f =—4
d — 6e
+6f=0
—4de—f=0
—d+e—4f =—
000°0]|-2
0000 —%%
1000 |2
0100 %
0010 1&%
0001/

De mentionat ca s-a folosit SWP pentru calcul. S-a obtinut

x,(t) =

FEtapa 3 : Solutia generald a sistemului diferential neomogen SN este

x(t;c) = x, (t;c) +x, (1), t € R, c € M3x1(R)

unde x, (;
Fara conditii initiale, circuitul este descris de:

x (t; 1, c2,¢3)
y(tier,ca,03) | =

z (t;c1, 2, 3)

-2 (Cl

cre2t

(- ig)COSt"‘( 13)
13

(-

(183) cost + ( sin

cos 2t + coe 2

teR, c1,c0,c3 €R.
d) Se impun CI: z (0) =y (0 )

-2 (c1 411(1—0)+c

)cost +1g) )mnt

sint

t

2 (0) = 0.in solutia generald a SN =
1(140)) +c3

6 (c1721(1— )+C2T1 (1+0)) +c3
611-1+C21 0

sin 2t

+

~ T3
~ R3,

%Cl—}-%CQ—FCg—%:O cp = —
—501—%CQ+03—%:0 = C2 = —71
c1 + 1% =0 c3 =3

Deci solutia problemei Cauchy SN + C1 este
x (t) —2 (=& te ™ (cos2t —sin2t) —
y(t) | =1 6 (—%_Tle 2 (cos 2t — sin 2t)
z (t) — e M cos2t — 12 ™

+

—T)cost—k( )sm
18 cost—i—( )smt
3— 15
3+§smt—

83cost+

28) cost + ( 13) sint

t

sint — %e ~2t (cos 2t — sin 2t) —
cost —|— e (cos 2t — sin 2t) + 2ZLe=2 (cos 2t + sin 2t)
sin 2t

sint — & (cos2t) e

1374 ¢

7 -2t
13°¢

-2t __

14-1,-2t
3.4
14217 9t

—2)1 +

solutie particulara a SN.

Le=2t (cos 2t — sin 2t) + ca5Le ™% (cos 2t + sin 2t)) + c3
= | 6(c1Fe " (cos2t —sin2t) + co e (cos 2t + sin2t)) + c3
sin 2¢

c) este solutia generala SO si x,, (¢) este o solutie particulard a SN.

(cos 2t +sin2t) —

131 —2t

— 13¢

(cos2t +sin2t)) + 3
(cos2t + sin2¢)) + 3

13 8 cost

17
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a) Sa se descrie modelul matematic care modeleaza sistemul.
b) S& se studieze stabilitatea sistemului neperturbat.
Rezolvare. a) Notand cu ig,uR,ir,,UL,,%L,,UL,9C,Uc intensitatea curentului si tensiunea pe

fiecare ramura a circuitului rezulta, din Legile lui Kirchoff, Ohm, Faraday, urmatoarele relatii:

ic, +in, =1ic, + iR

uc, = ur,

uc, = UR

Ur, +UR = Uuc, + Uc, =F

uR=R~’iR

uLzL'i’L

Notand cu z = uc,,y = uc, $l cu 2 =i, = ir, se obtine

x=1L-7 y =FE —a

. 1 1 .
i uc=g-q&up=¢-ic

y=R-(C1- 2/ +2—-Cq) & ¢ y=R-(C1-2'+2z—Cq)

LY +y=z+y=EFE Z=1x
Dinz+y=FE = a2’ +y = E'si atunci
y:R-(Cl-:E'—I—Z—CQ(E’—w'))
yzCle’+Rz—C'2RE’+Cng’

! _ 1 _ 1 Co /
T = maro)Y T onat toral
! __ 1 _ 1 Co /
= R(Cl'1+02)y Orcsc T 001+CQE
/ _ 1 /
<~ Yy R(Cl-l-Cz)y + Cl—l-sz + Cl+C2E
/1
z = " X
, 0 1 1
T R(Cl-il-CQ) C]—:{—CQ
(SN) Yy = (1) T R(C1+C%) +Cl+02
z — 0 0
L

8

ISIINSY

N N NS

18
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b) Fie sistemului neperturbat (absenta tensiunii electromotoare E'), adica sistemul omogen asociat:
, 0 1 1

€T R(C14C3) T C1+Co T
0 — 1 + 1
(SO) Y = 1 R(C1+C2) C1+C2 : Y
z = z
7 0 0
A
eSe determind polinomul caracteristic al matricei A, P4 (A).
1 1
0—A R(C1'1+Cz) _011-02
= — | 0 —sres — A teae | 3 1 2 1
PaQI=det(A=AE) | 0 ~moieoy o | = - (¥ + gekey + rode )
17 0 0—A

Py(\) = (1) (A — 6127 + 62X — 63) |, unde §; este suma minorilor principali de ordin i ai

matricei A, adica

— _ 1 _ T
— 0= z@iron T 0= ~r@eiroay

O 1 0 1 1 1
Jo = R(C14-C2) + CitC T R(C1+C%) +Cl+02 -1
2 _ 1 - 0 0 0 L(C1+C2)
R(Cl-l—Cz) I3
0 1 o 1
R(Cl—OiCQ) C1-{C'2
03 =det A= (1) T R(C1+Co) tore | =o0.
— 0 0

modul 1.- cu Teorema 4.3.7, cu radacinile ecuatiei caracteristice, daca aceasta se poate rezolva.
Se rezolva ecuatia caracteristicd a matricei A,
_ At 1 2 1
PA(N) =06 - (¥ + gty X + oo t) =
AM=0cum(A) =1
1 1 2 1
oz — _R(Cl+02)i\/<R(C1+C2)) _4(L(01+02)> _ 1
23 = 2 - 2R(01+CQ)
Deoarece

-daca A < 0 =partea reala a radacinilor As 3 este intotdeauna strict negativa;
-daca A = 0 =radacinile A\p 3 sunt strict negative;

(—1i 1— ‘W) cum (hgz) =1

2
-dacd A > 0 =radicinile Mg 3 sunt strict negative (1 — w <1),

atunci, avand gi radacina A\; = 0, sistemul diferential neperturbat este doar uniform stabil.
modul 2. - cu Teorema 4.3.9, Hurwitz, daca este posibil.

Pentru n = 3, se scrie matricea Hurwitz atagatd polinomului caracteristic, de fapt lui —P4 (),
care are aceleasi radacini dar are coeficientul dominant pozitiv, adica

_ _ 1 _ 1 _
apg — 1> 0,@1 = m,CLQ = m,ag =0.
Atunci, matricea Hurwitz asociatd este
1
a1 ap 0 R(C1+C?) } (1)
H=| a a o = H = 0 L(C1+C2) R(C1+C?) ’
0 0 a3 0 0 0
G
_ 1 _ R(C1+C: _ 1 1 _ _
cu AI — m > 07 AQ - 10 2 1 - R(C1+CQ) L(Cl-‘ng) > O,Ag = detH = 0
L(C1+C2)

Deci sistemul nu este global si asimptotic stabil.
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Exercitiul 6. Fie sistemul (fizic) electric de mai jos, in care tensiunea electromotoare este E.

a) Si se descrie modelul matematic care modeleaza sistemul.

b) Si se studieze stabilitatea sistemului neperturbat.
Rezolvare. a) Notand cu ig,ugr,ir,ur,ic,uc intensitatea curentului gi tensiunea pe fiecare ra-
murd a circuitului rezultd, din Legile lui Kirchoff, Ohm, Faraday, urmatoarele relatii:

ic=ip=iL == up = f-ir
C=itR=1= ; -1, R W
{uR—i-uc—l-uL:E th v =g .(,1<:>uc ¢t
ur, = L -1}
Notand cu x = iy, si cu y = uc, se obtine
) , 1+E
- ' =——r— —y+—
x cy/ PN 1L L L
Rr+y+ L' =F r_
y—ax
! R 1 E
x -2 —= x -
w(5)- (4 ) ()-(1)
( )<y> (é 0 y 0
—_—— ——
A b

b) Fie sistemului neperturbat (absenta tensiunii electromotoare E), adici sistemul omogen asociat:

so(3)=(7 3) ()

A
eSe determind polinomul caracteristic al matricei A, P4 ().

Pi)=det(A— L)L | 1= —1 2 Ry, 1
[PA () = (=1 (0 = 317 + 2] ynde

_ R _ 1
Gi=TAl-f+o=-fn=dtdl| \F P =g

modul 1.- cu Teorema 4.3.7, cu radéacinile ecuatiei caracteristice, daca aceasta se poate rezolva.
Se rezolva ecuatia caracteristicd a matricei A,
_ 2 R 1 _

R R)\2 1
R4 (f) —4-L
L L LC
A1 = 5 :%(_111/1——1;%) cum (Mg)=1.

Deoarece
-dacd A < 0 =partea reald a radéacinilor este intotdeauna strict negativa,
-dacd A = 0 =radicinile sunt strict negative;
-dacd A > 0 =radacinile sunt strict negative (1 — élzLC < 1),

atunci sistemul diferential neperturbat este global gi uniform asimptotic stabil.
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modul 2. - cu Teorema 4.3.9, Hurwitz, daca este posibil.

Pentru n = 2, se scrie matricea Hurwitz atagata chiar polinomului caracteristic, P4 (\), care
are coeficientul dominant pozitiv. Polinomul caracteristic are

apg=1>0,a1 = %702:%.
Atunci, matricea Hurwitz asociata este

R
H=(™ % \hpg=(1 1),
0 a9 0 C

cuAlzalz%>0,A2:a1-a2:%%>0.
Conform criteriului Hurwitz, toate radacinile polinomului caracteristic au partea reald strict nega-
tiva, deci sistemul diferential neperturbat este global si uniform asimptotic stabil.




