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SEMINAR NR. 9, REZOLV¼ARI
EDCO, AIA

4:3: Stabilitatea sistemelor de ecua̧tii diferenţiale liniare

Noţiunile de stabilitate-a se vedea Curs.
Observa̧tia 4:3:4 (leg¼aturi); Teorema 4:3:3: (simplu stabil-m¼arginire), Teorema 4:3:4: (asim-
potic stabil- limit¼a), Teorema 4:3:7 (cu r¼ad¼acinile caracteristice); Teorema 4:3:9 (Hurwitz)- a se
vedea Curs.

Exerci̧tiul 1. Fie sistemul (�zic) electric de mai jos, în care tensiunea electromotoare este E:

a) S¼a se descrie modelul matematic care modeleaz¼a sistemul.
b) S¼a se studieze stabilitatea sistemului neperturbat.
c) S¼a se determine iL şi uC ştiind c¼a R = 2
, L = 8H; C = 1F şi E(t) = 2 sin t:
d) S¼a se determine iL şi uC ştiind în plus c¼a iL (0) = uC (0) = 0.

Rezolvare. a) Notând cu iR; iL; iC intensitatea curentului pe poŗtiunile de circuit care conţin
rezistorul R; bobina L; respectiv condensatorul C, şi cu uR; uL; uC ; tensiunile corespunz¼atoare
rezult¼a, din Legile lui Kircho¤, Ohm, Faraday, urm¼atoarele relaţii:8<:

iR = iL + iC
uR + uL = E
uL = uC

şi

8><>:
uR = R � iR
uC =

1

C
� q , u0C =

1

C
� iC

uL = L � i0L
Notând cu x = iL şi cu y = uC (simetric faţ¼a de curs, unde s-a folosit metoda elimin¼arii, cu intenţia
de ecuaţie pentru uC); se obţine�

uL = uC ) L � x0 = y
uR + uL = E ) R � (x+ Cy0) + Lx0 = E , (SN)

8><>:
x0 =

1

L
� y

y0 = � 1
C
x� 1

RC
y +

1

RC
E

,

(SN)

�
x
y

�0
=

�
0 1

L
� 1
C � 1

RC

�
| {z }

A

�
�
x
y

�
+

�
0
1
RCE

�
| {z }

b

b) Fie sistemului neperturbat (absenţa tensiunii electromotoare E), adic¼a sistemul omogen asociat:

(SO)

8><>:
x0 =

1

L
� y

y0 = � 1
C
x� 1

RC
y
, (SO)

�
x
y

�0
=

�
0 1

L
� 1
C � 1

RC

�
| {z }

A

�
�
x
y

�
:

�Se determin¼a polinomul caracteristic al matricei A;PA (�) :
PA (�) = det (A� �I2)=

���� 0� � 1
L

� 1
C � 1

RC � �

���� = �2 + 1
RC�+

1
LC
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PA (�) = (�1)2
�
�2 � �1�+ �2

�
, unde

�1 = TrA = 0� 1
RC = �

1
RC ; �2 = detA =

���� 0 1
L

� 1
C � 1

RC

���� = 1
LC :

modul 1.- cu Teorema 4:3:7; cu r¼ad¼acinile ecuaţiei caracteristice, dac¼a aceasta se poate rezolva.
Se rezolv¼a ecuaţia caracteristic¼a a matricei A,
PA (�) = 0, �2 + 1

RC�+
1
LC = 0)�

�1;2 =
� 1
RC

�
q

1
R2C2

� 4
LC

2 = 1
2RC

�
�1�

q
1� 4R2CL

�
cu m (�1;2) = 1 :

Deoarece
-dac¼a � < 0)partea real¼a a r¼ad¼acinilor este întotdeauna strict negativ¼a;
-dac¼a � = 0)r¼ad¼acinile sunt strict negative;
-dac¼a � > 0)r¼ad¼acinile sunt strict negative (1� 4R2 LC < 1),

atunci sistemul diferenţial neperturbat este global şi uniform asimptotic stabil.
modul 2. - cu Teorema 4:3:9; Hurwitz, dac¼a este posibil.

Pentru n = 2; se scrie matricea Hurwitz ataşat¼a chiar polinomului caracteristic, PA (�) ; care
are coe�cientul dominant pozitiv. Polinomul caracteristic are

a0 = 1 > 0; a1 =
1
RC ; a2 =

1
LC .

Atunci, matricea Hurwitz asociat¼a este

H =

�
a1 a0
0 a2

�
) H =

�
1
RC 1
0 1

LC

�
;

cu �1 = a1 = 1
RC > 0;�2 = a1 � a2 =

1
RLC2

> 0:
Conform criteriului Hurwitz, toate r¼ad¼acinile polinomului caracteristic au partea real¼a strict nega-
tiv¼a, deci sistemul diferenţial neperturbat este global şi uniform asimptotic stabil.
c) Se consider¼a datele �zice R = 2
, L = 8H; C = 1F: Atunci:

(SN)

�
x
y

�0
=

�
0 1

8
�1 �1

2

�
| {z }

A

�
�
x
y

�
+

�
0
sin t

�
| {z },

b(t)

�
x0 (t) = 1

8y (t)
y0 (t) = �x (t)� 1

2y (t) + sin t

Etapa 1 : Se determin¼a soluţia general¼a a SO (sistemul neperturbat) ataşat sistemului SN:

(SO)

�
x
y

�0
=

�
0 1

8
�1
1 � 1

1�2

�
| {z }

A

�
�
x
y

�
,
�
x0 (t) = 0x (t) + 1

8y (t)
y0 (t) = �x (t)� 1

2y (t)

Pasul 1 : Se ataşeaz¼a ecuaţia caracteristic¼a a matricei A şi se rezolv¼a. Adic¼a se determin¼a valorile
proprii în C ale matricei A, precum şi multiplicitatea lor algebric¼a.
�Se determin¼a polinomul caracteristic al matricei A;PA (�) :

PA (�) = det (A� �I2) =
���� 0� � 1

8
�1 �1

2 � �

���� = �2 + 1
2�+

1
8

PA (�) = (�1)2
�
�2 � �1�+ �2

�
, unde

�1 = TrA = 0� 1
2 = �

1
2 ; �2 = detA =

���� 0 1
8

�1 �1
2

���� = 1
8 :

�Se rezolv¼a ecuaţia caracteristic¼a a matricei A,
PA (�) = 0, (�EC)�2 + 1

2�+
1
8 = 0)�

�1;2 =
1
4 (�1� i) cu m (�1;2) = 1 :

Pasul 2. Se determin¼a un sitem fundamental de soluţii ale SO / o matrice fundamental¼a a SO.
modul 1. Nu, deoarece A nu este diagonalizabil¼a în R.
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modul 2. Pe baza teoriei de la ecuaţii diferenţiale de ordin 2; liniare, omogene; se caut¼a soluţii 2
particulare liniar independente ale SO:
��1;2 = �1

4 �
1
4 i 2 R cu m (�1;2) = 1 se caut¼a dou¼a soluţii particulare l.i. ale SO de forma

O soluţie particular¼a a SO de forma

' (t) =

�
x (t)
y (t)

�
=

 
a1e

� 1
4
t cos

�
1
4 t
�
+ a2e

� 1
4
t sin

�
1
4 t
�

a3e
� 1
4
t cos

�
1
4 t
�
+ a4e

� 1
4
t sin

�
1
4 t
� !.

Se determin¼a a1; a2; a3; a4, impunând ca s¼a se veri�ce SO8>>>>>><>>>>>>:

a1

�
�1
4e
� 1
4
t cos 14 t�

1
4e
� 1
4
t sin 14 t

�
+ a2

�
�1
4e
� 1
4
t sin 14 t+

1
4e
� 1
4
t cos 14 t

�
=

= 0
�
a1e

� 1
4
t cos 14 t+ a2e

� 1
4
t sin 14 t

�
+ 1

8

�
a3e

� 1
4
t cos 14 t+ a4e

� 1
4
t sin 14 t

�
a3

�
�1
4e
� 1
4
t cos 14 t�

1
4e
� 1
4
t sin 14 t

�
+ a4

�
�1
4e
� 1
4
t sin 14 t+

1
4e
� 1
4
t cos 14 t

�
=

= �
�
a1e

� 1
4
t cos 14 t+ a2e

� 1
4
t sin 14 t

�
� 1

2

�
a3e

� 1
4
t cos 14 t+ a4e

� 1
4
t sin 14 t

�
Se împarte prin e�

1
4
t şi se identi�c¼a coe�cienţii funçtiilor liniar independente

�
cos 14 t; sin

1
4 t
�
(au

W = 1
4) :

cos 14 t :
sin 14 t :
cos 14 t :
sin 14 t :

8>><>>:
�1
4a1 +

1
4a2 = 0a1 +

1
8a3

�1
4a1 �

1
4a2 = 0a2 +

1
8a4

�1
4a3 +

1
4a4 = �a1 �

1
2a3

�1
4a3 �

1
4a4 = �a2 �

1
2a4

,

8>><>>:
�2a1 + 2a2 = a3
�2a1 � 2a2 = a4
a3 + a4 = �4a1
�a3 + a4 = �4a2

)

8>><>>:
a1 = ��� �
a2 = �� �
a3 = 4� 2 R
a4 = 4� 2 R

:

S-a g¼asit�
x (t)
y (t)

�
=

 
(��� �) e� 1

4
t cos 14 t+ (�� �) e

� 1
4
t sin 14 t

4�e�
1
4
t cos 14 t+ 4�e

� 1
4
t sin 14 t

!
=

= �

 
�e� 1

4
t cos 14 t+ e

� 1
4
t sin 14 t

4e�
1
4
t cos 14 t

!
+ �

 
�e� 1

4
t cos 14 t� e

� 1
4
t sin 14 t

4e�
1
4
t sin 14 t

!
:

� = 1; � = 0 x1 (t)
notez
= '1 (t) =

�
x1 (t)
y1 (t)

�
=

 
�e� 1

4
t cos 14 t+ e

� 1
4
t sin 14 t

4e�
1
4
t cos 14 t

!
:

� = 0; � = 1 x2 (t)
notez
= '2 (t) =

�
x2 (t)
y2 (t)

�
=

 
�e� 1

4
t cos 14 t� e

� 1
4
t sin 14 t

4e�
1
4
t sin 14 t

!
:

Din algoritm, se obţin 2 soluţii liniar independente.
B = (x1;x2) este un sistem fundamental de soluţii ale SO.

Pasul 3. Soluţia general¼a a SO este:
-sau xo (t; c) = X (t;x1;x2) � c = c1x1 (t) + c2x2 (t) ; t 2 R, c1; c2 2 R.�
xo (t; c1; c2)
yo (t; c1; c2)

�
= c1

 
�e� 1

4
t cos 14 t+ e

� 1
4
t sin 14 t

4e�
1
4
t cos 14 t

!
+ c2

 
�e� 1

4
t cos 14 t� e

� 1
4
t sin 14 t

4e�
1
4
t sin 14 t

!
=

=

0@ c1

�
�e� 1

4
t cos 14 t+ e

� 1
4
t sin 14 t

�
+ c2

�
e�

1
4
t cos 14 t� e

� 1
4
t sin 14 t

�
c1

�
4e�

1
4
t cos 14 t

�
+ c2

�
4e�

1
4
t sin 14 t

� 1A ;
t 2 R, c1; c2 2 R.
-sau xo (t; c) = e

tA � c�Nu
Se va utiliza în continuare X (t;x1;x2) :
Etapa 2 : Se determin¼a o soluţie particular¼a a SN, notat¼a xp (t) =?.
Metoda coe�cienţilor nedetermina̧ti pentru SN Deoarece SN are coe�cienţi constanţi şi ter-
menul liber având pe coloane combinaţie liniar¼a de cvasipolinoame de acelaşi tip atunci se poate
c¼auta xp cu Teoremele 4:2:7 şi 4:2:8 din Curs. Într-adev¼ar,



Gabriela Grosu / EDCO 4

b (t) =

�
0
sin t

�
=

�
e0t (0 cos t+ 0 sin t)
e0t (0 cos t+ 1 sin t)

�
.

Cum � = 0 + i nu este r¼adacin¼a caracteristic¼a) s = 0) se caut¼a o soluţie particular¼a pentru
SN de forma

xp (t) =

�
xp (t)
yp (t)

�
=

�
e0t (A1 (t) cos t+B1 (t) sin t)
e0t (A2 (t) cos t+B2 (t) sin t)

�
;8t 2 R,

unde Ai şi Bi sunt polinoame de grad 0. Se determin¼a coe�cienţii polinoamelor Ai (t) = �0;i şi
Bi (t) = �0;i, i 2 f1; 2g ; impunând ca, dup¼a renotare

xp (t) =

�
xp (t)
yp (t)

�
=

�
a cos t+ b sin t
c cos t+ d sin t

�
s¼a �e soluţie particular¼a a SN .�

�a sin t+ b cos t = 0 (a cos t+ b sin t) + 1
8 (c cos t+ d sin t) + 0

�c sin t+ d cos t = � (a cos t+ b sin t)� 1
2 (c cos t+ d sin t) + sin t

Identi�c¼am coe�cienţii funçtiilor liniar independente (cos t; sin t) (au W = 1)
cos t :
sin t :
cos t :
sin t :

8>><>>:
b = 1

8c
�a = 1

8d
d = �a� 1

2c
�c = �b� 1

2d+ 1

,

8>><>>:
b� 1

8c = 0
a + 1

8d = 0
a + 1

2c+ d = 0
b� c+ 1

2d = 1

,

8>><>>:
a = � 4

65
b = � 7

65
c = �56

65
d = 32

650BB@
0 1 �1

8 0
1 0 0 1

8
1 0 1

2 1
0 1 �1 1

2

��������
0
0
0
1

1CCA Gauss�

0BB@
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

��������
� 4
65

� 7
65

�56
65
32
65

1CCA
De menţionat c¼a s-a folosit SWP pentru calcul. S-a obţinut

xp (t) =

� �
� 4
65

�
cos t+

�
� 7
65

�
sin t�

�56
65

�
cos t+

�
32
65

�
sin t

�
soluţie particular¼a a SN .

Etapa 3 : Soluţia general¼a a sistemului diferenţial neomogen SN este
x (t; c) = xo (t; c) + xp (t) ; t 2 R; c 2M3�1 (R) ' R3;

unde xo (t; c) este soluţia general¼a SO şi xp (t) este o soluţie particular¼a a SN:
F¼ar¼a condi̧tii ini̧tiale, circuitul este descris de:�
x (t; c1; c2)
y (t; c1; c2)

�
=

= c1

 
�e� 1

4
t cos 14 t+ e

� 1
4
t sin 14 t

4e�
1
4
t cos 14 t

!
+c2

 
�e� 1

4
t cos 14 t� e

� 1
4
t sin 14 t

4e�
1
4
t sin 14 t

!
+

� �
� 4
65

�
cos t+

�
� 7
65

�
sin t�

�56
65

�
cos t+

�
32
65

�
sin t

�
=

=

0@ c1

�
�e� 1

4
t cos 14 t+ e

� 1
4
t sin 14 t

�
+ c2

�
e�

1
4
t cos 14 t� e

� 1
4
t sin 14 t

�
+
�
� 4
65

�
cos t+

�
� 7
65

�
sin t

c1

�
4e�

1
4
t cos 14 t

�
+ c2

�
4e�

1
4
t sin 14 t

�
+
�
�56
65

�
cos t+

�
32
65

�
sin t

1A ;
t 2 R, c1; c2 2 R.

d) Se impun CI: x (0) = y (0) = 0.în soluţia general¼a a SN )�
c1 (1 � 1 + 1 � 0) + c2 (1 � 1� 1 � 0) +

�
� 4
65

�
� 1 +

�
� 7
65

�
� 0

c1 (4 � 1 � 1) + c2 (4 � 1 � 0) +
�
�56
65

�
� 1 +

�
32
65

�
� 0

�
=

�
0
0

�
,�

c1 + c2 � 4
65 = 0

4c1 � 56
65 = 0

)
�
c1 = �10

65 = �
2
13

c2 =
4
65

Deci soluţia problemei Cauchy SN + CI este�
x (t; c1; c2)
y (t; c1; c2)

�
=

=

0@ 14
65

�
�e� 1

4
t cos 14 t+ e

� 1
4
t sin 14 t

�
+ 4

65

�
e�

1
4
t cos 14 t� e

� 1
4
t sin 14 t

�
+
�
� 4
65

�
cos t+

�
� 7
65

�
sin t

�10
65

�
4e�

1
4
t cos 14 t

�
+ 4

65

�
4e�

1
4
t sin 14 t

�
+
�
�56
65

�
cos t+

�
32
65

�
sin t

1A =
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=

 
�10
65e

� 1
4
t
�
cos 14 t� sin

1
4 t
�
� 4

65 cos t�
7
65 sin t

1
65e

� 1
4
t
�
�40 cos 14 t+ 16 sin

1
4 t
�
� 56

65 cos t+
32
65 sin t

!
; t 2 R

Reprezentând gra�c pe xo şi yo; al¼aturi pe x şi y; pe I = R pentru (c1; c2) = (1; 0) şi (c1; c2) =
(0; 1) cu magenta (corespunz¼atoare soluţiilor particulare din sistemul fundamental) şi pentru

(c1; c2) = (1; 1) ; (c1; c2) = (1;�1) ; (c1; c2) = (�1; 1) ; (c1; c2) = (�1;�1) ;
(c1; c2) = (1; 2) ; (c1; c2) = (2; 1) ; (c1; c2) = (�1; 2) ; (c1; c2) = (�2; 1)
(c1; c2) = (1;�2) ; (c1; c2) = (2;�1) ; (c1; c2) = (�1;�2) ; (c1; c2) = (�2;�1)

cu albastru, pentru (c1; c2) = (0; 0) cu portocaliu soluţia particular¼a obţinut¼a cu metoda coe�-
cienţilor nedeterminaţi, şi pentru (c1; c2) =

�
� 2
13 ;

4
65

�
cu verde soluţia problemei Cauchy se obţine:

t

x

t

x

t

y

t

y

Exerci̧tiul 2. Fie sistemul (�zic) electric de mai jos, în care tensiunea electromotoare este E:

a) S¼a se descrie modelul matematic care modeleaz¼a sistemul.
b) S¼a se studieze stabilitatea sistemului neperturbat.
c) S¼a se determine iL şi uC ştiind c¼a R = 2
, L = 16H; C = 1F şi E(t) = 2 sin t:
d) S¼a se determine iL şi uC ştiind în plus c¼a iL (0) = uC (0) = 0.

Rezolvare. a) Notând cu iR; iL; iC intensitatea curentului pe poŗtiunile de circuit care conţin
rezistorul R; bobina L; respectiv condensatorul C, şi cu uR; uL; uC ; tensiunile corespunz¼atoare
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rezult¼a, din Legile lui Kircho¤, Ohm, Faraday, urm¼atoarele relaţii:8<:
iL = iR + iC
uR + uL = uC + uL = E
uR = uC

şi

8<:
uR = R � iR
uC =

1
C � q , u0C =

1
C � iC

uL = L � i0L
Notând cu x = iL şi cu y = uC (simetric faţ¼a de curs, unde s-a folosit metoda elimin¼arii, cu intenţia
de ecuaţie pentru uC); se obţine8<:

iR = x� Cy0
R � (x� Cy0) + L � x0 = E
R � (x� Cy0) = y

,
�
y + Lx0 = E
RCy0 = Rx� y ,

8><>:
x0 = � 1

L
y +

1

L
E

y0 =
1

C
x� 1

RC
y

,

(SN)

�
x
y

�0
=

�
0 � 1

L
1
C � 1

RC

�
| {z }

A

�
�
x
y

�
+

�
1
LE
0

�
| {z }

b

.

b) Fie sistemului neperturbat (absenţa tensiunii electromotoare E), adic¼a sistemul omogen asociat:

(SO)

8><>:
x0 = � 1

L
y

y0 =
1

C
x� 1

RC
y
, (SO)

�
x
y

�0
=

�
0 � 1

L
1
C � 1

RC

�
| {z }

A

�
�
x
y

�
:

Este un sistem diferenţial SO care are acelaşi polinom caracteristic ca la Exerci̧tiul 1; cu aceeaşi
concluzie: sistemul diferenţial neperturbat este global şi uniform asimptotic stabil.
c) Se consider¼a datele �zice R = 2
, L = 16H; C = 1F: Atunci:

(SN)

�
x
y

�0
=

�
0 �1

16
1
1 � 1

2�1

�
| {z }

A

�
�
x
y

�
+

�
1
8 sin t
0

�
| {z }

b

,
�
x0 (t) = 0x (t)� 1

16y (t) +
1
8 sin t

y0 (t) = x (t)� 1
2y (t) + 0

.

Etapa 1 : Se determin¼a soluţia general¼a a SO (sistemul neperturbat) ataşat sistemului SN:

(SO)

�
x
y

�0
=

�
0 �1

16
1
1 � 1

2�1

�
| {z }

A

�
�
x
y

�
,
�
x0 (t) = 0x (t)� 1

16y (t)
y0 (t) = x (t)� 1

2y (t)

Pasul 1 : Se ataşeaz¼a ecuaţia caracteristic¼a a matricei A şi se rezolv¼a. Adic¼a se determin¼a valorile
proprii în C ale matricei A, precum şi multiplicitatea lor algebric¼a.
�Se determin¼a polinomul caracteristic al matricei A;PA (�) :

PA (�) = det (A� �I2) =
���� 0� � �1

16
1 �1

2 � �

���� = �2 + 1
2�+

1
16

PA (�) = (�1)2
�
�2 � �1�+ �2

�
, unde

�1 = TrA = 0� 1
2 = �

1
2 ; �2 = detA =

���� 0 �1
16

1 �1
2

���� = 1
16 :

�Se rezolv¼a ecuaţia caracteristic¼a a matricei A,
PA (�) = 0, (�EC)�2 + 1

2�+
1
16 = 0)�

�1;2 =
1
4 (�1� 0) cu m (�1;2) = 1 )

�
�1 =

�1
4 cu m (�1) = 2 :

Pasul 2. Se determin¼a un sitem fundamental de soluţii ale SO / o matrice fundamental¼a a SO.
modul 1. Nu, deoarece A nu este diagonalizabil¼a în R.
modul 2. Pe baza teoriei de la ecuaţii diferenţiale de ordin 2; liniare, omogene; se caut¼a soluţii 2
particulare liniar independente ale SO:
��1 = �1

4 cu m (�1) = 2 se caut¼a dou¼a soluţii particulare l.i. ale SO de forma:
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' (t) =

�
x (t)
y (t)

�
=

 
a1e

� 1
4
t + a2te

� 1
4
t

a3e
� 1
4
t + a4te

� 1
4
t

!
=

 
(a1 + a2t) e

� 1
4
t

(a3 + a4t) e
� 1
4
t

!
.

Se determin¼a a1; a2; a3; a4, impunând ca x; y s¼a se veri�ce SO8>>>>>><>>>>>>:

a1

�
�1
4e
� 1
4
t
�
+ a2

�
e�

1
4
t � 1

4 te
� 1
4
t
�
=

= 0
�
a1e

� 1
4
t + a2te

� 1
4
t
�
� 1

16

�
a3e

� 1
4
t + a4te

� 1
4
t
�

a3

�
�1
4e
� 1
4
t
�
+ a4

�
e�

1
4
t � 1

4 te
� 1
4
t
�
=

=
�
a1e

� 1
4
t + a2te

� 1
4
t
�
� 1

2

�
a3e

� 1
4
t + a4te

� 1
4
t
�

Se împarte prin e�
1
4
t şi se identi�c¼a coe�cienţii puterilor lui t :

t0 :
t1 :
t0 :
t1 :

8>><>>:
�1
4a1 + a2 = 0a1 �

1
16a3

�1
4a2 = 0a2 �

1
16a4

�1
4a3 + a4 = a1 �

1
2a3

�1
4a4 = a2 �

1
2a4

,

8>><>>:
�a1 + 4a2 = �1

4a3
a4 = 4a2
4a1 � 16a2 � a3 = 0
a4 = 4a2

)

8>><>>:
a1 = �+ 4�
a2 = �
a3 = 4� 2 R
a4 = 4� 2 R

:

S-a g¼asit�
x (t)
y (t)

�
=

 
(�+ 4�) e�

1
4
t + (�) te�

1
4
t

(4�) e�
1
4
t + (4�) te�

1
4
t

!
= �

 
e�

1
4
t

4e�
1
4
t

!
+ �

 
4e�

1
4
t + te�

1
4
t

4te�
1
4
t

!
:

� = 0; � = 1 x1 (t)
notez
= '1 (t) =

�
x1 (t)
y1 (t)

�
=

 
4e�

1
4
t + te�

1
4
t

4te�
1
4
t

!
:

� = 1; � = 0 x2 (t)
notez
= '2 (t) =

�
x2 (t)
y2 (t)

�
=

 
e�

1
4
t

4e�
1
4
t

!
:

B = (x1;x2) este un sistem fundamental de soluţii ale SO.
Pasul 3. Soluţia general¼a a SO este:

-sau xo (t; c) = X (t;x1;x2) � c = c1x1 (t) + c2x2 (t) ; t 2 R, c1; c2 2 R.�
xo (t; c1; c2)
yo (t; c1; c2)

�
= c1

 
4e�

1
4
t + te�

1
4
t

4te�
1
4
t

!
+ c2

 
e�

1
4
t

4e�
1
4
t

!
=

=

0@ c1

�
4e�

1
4
t + te�

1
4
t
�
+ c2

�
e�

1
4
t
�

c1

�
4te�

1
4
t
�
+ c2

�
4e�

1
4
t
� 1A ; t 2 R, c1; c2 2 R.

-sau xo (t; c) = etA � c�Nu
Etapa 2 : Se determin¼a o soluţie particular¼a a SN, notat¼a xp (t) =?
Metoda coe�cienţilor nedetermina̧ti pentru SN Deoarece SN are coe�cienţi constanţi şi ter-
menul liber având pe coloane combinaţie liniar¼a de cvasipolinoame de acelaşi tip atunci se poate
c¼auta xp cu Teoremele 4:2:7 şi 4:2:8 din Curs. Într-adev¼ar,

b (t) =

�
1
8 sin t
0

�
=

�
e0t
�
0 cos t+ 1

8 sin t
�

e0t (0 cos t+ 0 sin t)

�
.

Cum � = 0 + i nu este r¼adacin¼a caracteristic¼a) s = 0) se caut¼a o soluţie particular¼a pentru
SN de forma

xp (t) =

�
xp (t)
yp (t)

�
=

�
e0t (A1 (t) cos t+B1 (t) sin t)
e0t (A2 (t) cos t+B2 (t) sin t)

�
;8t 2 R,

unde Ai şi Bi sunt polinoame de grad 0. Se determin¼a coe�cienţii polinoamelor Ai (t) = �0;i şi
Bi (t) = �0;i, i 2 f1; 2g ; impunând ca, dup¼a renotare

xp (t) =

�
a cos t+ b sin t
c cos t+ d sin t

�
s¼a �e soluţie particular¼a a SN .
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�
�a sin t+ b cos t = 0 (a cos t+ b sin t)� 1

16 (c cos t+ d sin t) +
1
8 sin t

�c sin t+ d cos t = 1 (a cos t+ b sin t)� 1
2 (c cos t+ d sin t) + 0

Identi�c¼am coe�cienţii funçtiilor liniar independente (cos t; sin t) (au W = 1)
cos t :
sin t :
cos t :
sin t :

8>><>>:
b = �1

16 c
�a = �1

16 d+
1
8

d = a� 1
2c

�c = b� 1
2d

,

8>><>>:
b+ 1

16c = 0
a + �1

16 d =
�1
8

a � 1
2c� d = 0

b+ c+ �1
2 d = 0

,

8>><>>:
a = � 38

289
b = 1

289
c = � 16

289
d = � 30

2890BB@
0 1 1

16 0
1 0 0 �1

16
1 0 �1

2 �1
0 1 1 �1

2

��������
0
�1
8
0
0

1CCA Gauss�

0BB@
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

��������
� 38
289
1
289
� 16
289

� 30
289

1CCA
De menţionat c¼a s-a folosit SWP pentru calcul. S-a obţinut

xp (t) =

� �
� 38
289

�
cos t+

�
1
289

�
sin t�

� 16
289

�
cos t+

�
� 30
289

�
sin t

�
soluţie particular¼a a SN .

Etapa 3 : Soluţia general¼a a sistemului diferenţial neomogen SN este
x (t; c) = xo (t; c) + xp (t) ; t 2 R; c 2M2�1 (R) ' R2;

unde xo (t; c) este soluţia general¼a SO şi xp (t) este o soluţie particular¼a a SN:
F¼ar¼a condi̧tii ini̧tiale, circuitul este descris de�
x (t; c1; c2)
y (t; c1; c2)

�
=

= c1

 
4e�

1
4
t + te�

1
4
t

4te�
1
4
t

!
+ c2

 
e�

1
4
t

4e�
1
4
t

!
+

� �
� 38
289

�
cos t+

�
1
289

�
sin t�

� 16
289

�
cos t+

�
� 30
289

�
sin t

�
=

=

0@ c1

�
4e�

1
4
t + te�

1
4
t
�
+ c2

�
e�

1
4
t
�
+
�
� 38
289

�
cos t+

�
1
289

�
sin t

c1

�
4te�

1
4
t
�
+ c2

�
4e�

1
4
t
�
+
�
� 16
289

�
cos t+

�
� 30
289

�
sin t

1A ; t 2 R, c1; c2 2 R.
d) Se impun CI: x (0) = y (0) = 0.în soluţia general¼a a SN )�

c1 (4 � 1 + 0 � 1) + c2 (1) +
�
� 38
289

�
� 1 +

�
1
289

�
� 0

c1 (4 � 0 � 1) + c2 (4 � 1) +
�
� 16
289

�
� 1 +

�
� 30
289

�
� 0

�
=

�
0
0

�
,�

4c1 + c2 � 38
289 = 0

4c2 � 16
289 = 0

)
�
c1 =

34
4�289

c2 =
4
289

Deci soluţia problemei Cauchy SN + CI este�
x (t; c1; c2)
y (t; c1; c2)

�
=

=

0@ 34
4�289

�
4e�

1
4
t + te�

1
4
t
�
+ 4

289

�
e�

1
4
t
�
+
�
� 38
289

�
cos t+

�
1
289

�
sin t

34
4�289

�
4te�

1
4
t
�
+ 4

289

�
4e�

1
4
t
�
+
�
� 16
289

�
cos t+

�
� 30
289

�
sin t

1A =

=

 
38
289e

� 1
4
t + 1

34 te
� 1
4
t � 38

289 cos t+
1
289 sin t

16
289e

� 1
4
t + 2

17 te
� 1
4
t � 16

289 cos t�
30
289 sin t

!
; t 2 R

Reprezentând gra�c pe xo şi yo; al¼aturi pe x şi y; pe I = R pentru (c1; c2) = (1; 0) şi (c1; c2) =
(0; 1) cu magenta (corespunz¼atoare soluţiilor particulare din sistemul fundamental) şi pentru

(c1; c2) = (1; 1) ; (c1; c2) = (1;�1) ; (c1; c2) = (�1; 1) ; (c1; c2) = (�1;�1) ;
(c1; c2) = (1; 2) ; (c1; c2) = (2; 1) ; (c1; c2) = (�1; 2) ; (c1; c2) = (�2; 1)
(c1; c2) = (1;�2) ; (c1; c2) = (2;�1) ; (c1; c2) = (�1;�2) ; (c1; c2) = (�2;�1)

cu albastru, pentru (c1; c2) = (0; 0) cu portocaliu soluţia particular¼a obţinut¼a cu metoda coe-
�cienţilor nedeterminaţi, şi pentru (c1; c2) =

�
34
4�289 ;

4
289

�
cu verde soluţia problemei Cauchy se

obţine:
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t

x

t

x

t

y

t

y

Exerci̧tiul 3. Fie sistemul (�zic) electric de mai jos, în care tensiunea electromotoare este E:

a) S¼a se descrie modelul matematic care modeleaz¼a sistemul.
b) S¼a se studieze stabilitatea sistemului neperturbat.

c) S¼a se determine iL şi uC ştiind c¼a R = 2
, L =
64

3
H; C = 1F şi E(t) = 2 sin t:

d) S¼a se determine iL şi uC ştiind în plus c¼a iL (0) = uC (0) = 0.
Rezolvare. a) Notând cu iR; iL; iC intensitatea curentului pe poŗtiunile de circuit care conţin
rezistorul R; bobina L; respectiv condensatorul C, şi cu uR; uL; uC ; tensiunile corespunz¼atoare
rezult¼a, din Legile lui Kircho¤, Ohm, Faraday, urm¼atoarele relaţii:8<:

iC = iR + iL
uR + uC = uC + uL = E
uR = uL

şi

8<:
uR = R � iR
uC =

1
C � q , u0C =

1
C � iC

uL = L � i0L
Notând cu x = iL şi cu y = uC (simetric faţ¼a de curs, unde s-a folosit metoda elimin¼arii, cu intenţia
de ecuaţie pentru uC); se obţine
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8<:
iR = �x+ Cy0
y + L � x0 = E
R � (�x+ Cy0) = L � x0

,
�
x0 = � 1

Ly + E
RCy0 = Rx� y + E ,

8><>:
x0 = � 1

L
y +

1

L
E

y0 =
1

C
x� 1

RC
y +

1

RC
E

,

(SN)

�
x
y

�0
=

�
0 � 1

L
1
C � 1

RC

�
| {z }

A

�
�
x
y

�
+

 1
LE
1

RC
E

!
| {z }

b

b) Fie sistemului neperturbat (absenţa tensiunii electromotoare E), adic¼a sistemul omogen asociat:

(SO)

8><>:
x0 = � 1

L
y

y0 =
1

C
x� 1

RC
y
, (SO)

�
x
y

�0
=

�
0 � 1

L
1
C � 1

RC

�
| {z }

A

�
�
x
y

�
:

Este un sistem diferenţial SO care are acelaşi polinom caracteristic ca la Exerci̧tiul 1; cu aceeaşi
concluzie: sistemul diferenţial neperturbat este global şi uniform asimptotic stabil.

c) Se consider¼a datele �zice R = 2
, L =
64

3
H; C = 1F: Atunci:

(SN)

�
x
y

�0
=

�
0 �3

64
1
1 � 1

2�1

�
| {z }

A

�
�
x
y

�
+

�
3
32 sin t
sin t

�
| {z },

b(t)

(SN)

�
x0 (t) = � 3

64y (t) +
3
32 sin t

y0 (t) = x (t)� 1
2y (t) + sin t

Etapa 1 : Se determin¼a soluţia general¼a a SO (sistemul neperturbat) ataşat sistemului SN:

(SO)

�
x
y

�0
=

�
0 �3

64
1
1 � 1

2�1

�
| {z }

A

�
�
x
y

�
,
�
x0 (t) = 0x (t)� 3

64y (t)
y0 (t) = x (t)� 1

2y (t)

Pasul 1 : Se ataşeaz¼a ecuaţia caracteristic¼a a matricei A şi se rezolv¼a. Adic¼a se determin¼a valorile
proprii în C ale matricei A, precum şi multiplicitatea lor algebric¼a.
�Se determin¼a polinomul caracteristic al matricei A;PA (�) :

PA (�) = det (A� �I2) =
���� 0� � �3

64
1 �1

2 � �

���� = �2 + 1
2�+

3
64

PA (�) = (�1)2
�
�2 � �1�+ �2

�
, unde

�1 = TrA = 0� 1
2 = �

1
2 ; �2 = detA =

���� 0 �3
64

1 �1
2

���� = 3
64 :

�Se rezolv¼a ecuaţia caracteristic¼a a matricei A,
PA (�) = 0, (�EC)�2 + 1

2�+
3
64 = 0)�

�1;2 =
1
4

�
�1� 1

2

�
cu m (�1;2) = 1 )

�
�1 =

�1
8 cu m (�1) = 1

�2 =
�3
8 cu m (�2) = 1

:

Pasul 2. Se determin¼a un sitem fundamental de soluţii ale SO / o matrice fundamental¼a a SO.
modul 1. A este diagonalizabil¼a în R. -tem¼a; se poate chiar şi cu metoda elimin¼arii.
modul 2. Pe baza teoriei de la ecuaţii diferenţiale de ordin 2; liniare, omogene; se caut¼a soluţii 2
particulare liniar independente ale SO:

�
�
�1 =

�1
8 cu m (�1) = 1

�2 =
�3
8 cu m (�2) = 1

 se caut¼a dou¼a soluţii particulare l.i. ale SO de forma:

' (t) =

�
x (t)
y (t)

�
=

 
a1e

� 1
8
t + a2e

� 3
8
t

a3e
� 1
8
t + a4e

� 3
8
t

!
:

Se determin¼a a1; a2; a3; a4 (numere, altele decât constantele de indexare), impunând ca s¼a se
veri�ce SO
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8>>>>>><>>>>>>:

a1

�
�1
8e
� 1
8
t
�
+ a2

�
�3
8e
� 3
8
t
�
=

= 0
�
a1e

� 1
8
t + a2e

� 3
8
t
�
+ �3

64

�
a3e

� 1
8
t + a4e

� 3
8
t
�

a3

�
�1
8e
� 1
8
t
�
+ a4

�
�3
8e
� 3
8
t
�
=

=
�
a1e

� 1
8
t + a2e

� 3
8
t
�
� 1

2

�
a3e

� 1
8
t + a4e

� 3
8
t
�

Se identi�c¼a coe�cienţii funçtiilor liniar independente e�
1
8
t şi e�

3
8
t

e�
1
8
t :

e�
3
8
t :

e�
1
8
t :

e�
3
8
t :

8>><>>:
�1
8a1 = 0a1 +

�3
64 a3

�3
8a2 = 0a2 +

�3
64 a4

�1
8a3 = a1 �

1
2a3

�3
8a4 = a2 �

1
2a4

,

8>><>>:
8a1 = 3a3
a4 = 8a2
3a3 = 8a1
a4 = 8a2

)

8>><>>:
a1 = 3�
a2 = �
a3 = 8� 2 R
a4 = 8� 2 R

:

S-a g¼asit�
x (t)
y (t)

�
=

 
(3�) e�

1
8
t + (�) e�

3
8
t

(8�) e�
1
8
t + (8�) e�

3
8
t

!
= �

 
3e�

1
8
t

8e�
1
8
t

!
+ �

 
1e�

3
8
t

8e�
3
8
t

!
:

� = 1; � = 0 x1 (t)
notez
= '1 (t) =

�
x1 (t)
y1 (t)

�
=

 
3e�

1
8
t

8e�
1
8
t

!
:

� = 0; � = 1 x2 (t)
notez
= '2 (t) =

�
x2 (t)
y2 (t)

�
=

 
1e�

3
8
t

8e�
3
8
t

!
:

Din algoritm, se obţin 2 soluţii liniar independente.
B = (x1;x2) este un sistem fundamental de soluţii ale SO.

Pasul 3. Soluţia general¼a a SO este:
-sau xo (t; c) = X (t;x1;x2) � c = c1x1 (t) + c2x2 (t) ; t 2 R, c1; c2 2 R.�
xo (t; c1; c2)
yo (t; c1; c2)

�
= c1

 
3e�

1
8
t

8e�
1
8
t

!
+ c2

 
1e�

3
8
t

8e�
3
8
t

!
=

0@ c1

�
3e�

1
8
t
�
+ c2

�
e�

3
8
t
�

c1

�
8e�

1
8
t
�
+ c2

�
8e�

3
8
t
� 1A ;

t 2 R, c1; c2 2 R.
-sau xo (t; c) = e

tA � c�se poate, tem¼a.
Etapa 2 : Se determin¼a o soluţie particular¼a a SN, notat¼a xp (t) =?.

(SN)

�
x
y

�0
=

�
0 �3

64
1
1 � 1

2�1

�
| {z }

A

�
�
x
y

�
+

�
3
32 sin t
sin t

�
| {z },

b(t)

(SN)

�
x0 (t) = � 3

64y (t) +
3
32 sin t

y0 (t) = x (t)� 1
2y (t) + sin t

Metoda coe�cienţilor nedetermina̧ti pentru SN Deoarece SN are coe�cienţi constanţi şi ter-
menul liber având pe coloane combinaţie liniar¼a de cvasipolinoame de acelaşi tip atunci se poate
c¼auta xp cu Teoremele 4:2:7 şi 4:2:8 din Curs. Într-adev¼ar,

b (t) =

�
3
64 sin t
1
2 sin t

�
=

�
e0t
�
0 cos t+ 3

64 sin t
�

e0t
�
0 cos t+ 1

2 sin t
� �

.

Cum � = 0 + i nu este r¼adacin¼a caracteristic¼a) s = 0) se caut¼a o soluţie particular¼a pentru
SN de forma

xp (t) =

�
xp (t)
yp (t)

�
=

�
e0t (A1 (t) cos t+B1 (t) sin t)
e0t (A2 (t) cos t+B2 (t) sin t)

�
;8t 2 R,

unde Ai şi Bi sunt polinoame de grad 0. Se determin¼a coe�cienţii polinoamelor Ai (t) = �0;i şi
Bi (t) = �0;i, i 2 f1; 2g ; impunând ca,dup¼a renotare

xp (t) =

�
a cos t+ b sin t
c cos t+ d sin t

�
s¼a �e soluţie particular¼a a SN .
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�
�a sin t+ b cos t = 0 (a cos t+ b sin t) + �3

64 (c cos t+ d sin t) +
3
32 sin t

�c sin t+ d cos t = 1 (a cos t+ b sin t)� 1
2 (c cos t+ d sin t) + sin t

Identi�c¼am coe�cienţii funçtiilor liniar independente (cos t; sin t) (au W = 1)
cos t :
sin t :
cos t :
sin t :

8>><>>:
b = �3

64 c
�a = �3

64 d+
3
32

d = a� 1
2c

�c = b� 1
2d+ 1

,

8>><>>:
b+ 3

64c = 0
a + �3

64 d =
�3
32

a � 1
2c� d = 0

b+ c+ �1
2 d = �1

,

8>><>>:
a = � 366

4745
b = 192

4745
c = �4096

4745
d = 1682

47450BB@
0 1 3

64 0
1 0 0 �3

64
1 0 �1

2 �1
0 1 1 �1

2

��������
0
�3
32
0
�1

1CCA Gauss�

0BB@
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

��������
� 366
4745
192
4745
�4096
4745
1682
4745

1CCA
De menţionat c¼a s-a folosit SWP pentru calcul. S-a obţinut

xp (t) =

� �
� 366
4745

�
cos t+

�
192
4745

�
sin t�

�4096
4745

�
cos t+

�
1682
4745

�
sin t

�
soluţie particular¼a a SN .

Etapa 3 : Soluţia general¼a a sistemului diferenţial neomogen SN este
x (t; c) = xo (t; c) + xp (t) ; t 2 R; c 2M2�1 (R) ' R2;

unde xo (t; c) este soluţia general¼a SO şi xp (t) este o soluţie particular¼a a SN:
F¼ar¼a condi̧tii ini̧tiale, circuitul este descris de�
x (t; c1; c2)
y (t; c1; c2)

�
=

= c1

 
3e�

1
8
t

8e�
1
8
t

!
+ c2

 
1e�

3
8
t

8e�
3
8
t

!
+

� �
� 366
4745

�
cos t+

�
192
4745

�
sin t�

�4096
4745

�
cos t+

�
1682
4745

�
sin t

�
=

=

0@ c1

�
3e�

1
8
t
�
+ c2

�
e�

3
8
t
�
+
�
� 366
4745

�
cos t+

�
192
4745

�
sin t

c1

�
8e�

1
8
t
�
+ c2

�
8e�

3
8
t
�
+
�
�4096
4745

�
cos t+

�
1682
4745

�
sin t

1A ; t 2 R, c1; c2 2 R.
d) Se impun CI: x (0) = y (0) = 0.în soluţia general¼a a SN )�

c1 (3 � 1) + c2 (1) +
�
� 366
4745

�
� 1 +

�
192
4745

�
� 0

c1 (8 � 1) + c2 (8 � 1) +
�
�4096
4745

�
� 1 +

�
1682
4745

�
� 0

�
=

�
0
0

�
,�

3c1 + c2 � 366
4745 = 0

8c1 + 8c2 � 4096
4745 = 0

)
�
c1 = � 1

65
c2 =

9
73

Deci soluţia problemei Cauchy SN + CI este�
x (t)
y (t)

�
=

0@ � 1
65 �

�
3e�

1
8
t
�
+ 9

73 �
�
e�

3
8
t
�
+
�
� 366
4745

�
cos t+

�
192
4745

�
sin t

� 1
65 �

�
8e�

1
8
t
�
+ 9

73 �
�
8e�

3
8
t
�
+
�
�4096
4745

�
cos t+

�
1682
4745

�
sin t

1A
Reprezentând gra�c pe xo şi yo; al¼aturi pe x şi y; pe I = R pentru (c1; c2) = (1; 0) şi (c1; c2) =

(0; 1) cu magenta (corespunz¼atoare soluţiilor particulare din sistemul fundamental) şi pentru
(c1; c2) = (1; 1) ; (c1; c2) = (1;�1) ; (c1; c2) = (�1; 1) ; (c1; c2) = (�1;�1) ;
(c1; c2) = (1; 2) ; (c1; c2) = (2; 1) ; (c1; c2) = (�1; 2) ; (c1; c2) = (�2; 1)
(c1; c2) = (1;�2) ; (c1; c2) = (2;�1) ; (c1; c2) = (�1;�2) ; (c1; c2) = (�2;�1)

cu albastru, pentru (c1; c2) = (0; 0) cu portocaliu soluţia particular¼a obţinut¼a cu metoda coe�-
cienţilor nedeterminaţi, şi pentru (c1; c2) =

�
� 1
65 ;

9
73

�
cu verde soluţia problemei Cauchy se obţine:
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Exerci̧tiul 4. Fie sistemul (�zic) electric de mai jos, în care tensiunea electromotoare este E:

a) S¼a se descrie modelul matematic care modeleaz¼a sistemul.
b) S¼a se studieze stabilitatea sistemului neperturbat.

c) S¼a se determine iL1 ; iL2 şi uC ştiind c¼a R =
1

4

, L1 =

1

2
H;L2 =

1

6
H; C = 1F şi E(t) = 2 sin t:

d) S¼a se determine iL1 ; iL2 şi uC ştiind în plus c¼a iL1 (0) = iL2 (0) = uC (0) = 0.
Rezolvare. a) Notând cu iR; iL1;2 ; iC intensitatea curentului pe poŗtiunile de circuit care conţin
rezistorul R; bobina L1;2; respectiv condensatorul C, şi cu uR; uL1;2 ; uC ; tensiunile corespunz¼atoare
rezult¼a, din Legile lui Kircho¤, Ohm, Faraday, urm¼atoarele relaţii:8>><>>:

iC + iL2 = iR + iL1
uC = uL2
uR = uL1
uL1 + uL2 = E

şi

8>>><>>>:
uR = R � iR
uC =

1

C
� q , u0C =

1

C
� iC

uL1 = L � i0L1
uL2 = L � i0L2

Notând cu x = iL1 ; y = iL2 şi cu z = uC , se obţine
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8>><>>:
Cz0 + y = iR + x
z = L2 � y0
R � (Cz0 + y � x) = L1 � x0
L1x

0 + L2y0 = E

,

8<:
L1x

0 + z = E
L2 � y0 = z
R � (Cz0 + y � x) = E � z

,

8>>>><>>>>:
x0 = � 1

L1
z +

1

L1
E

y0 =
1

L2
z

z0 =
1

C
x� 1

C
y � 1

CR
z +

1

CR
E

(SN)

0@ x
y
z

1A0 =
0BBBB@

0 0 � 1

L1

0 0
1

L2
1

C
� 1
C

� 1

CR

1CCCCA
| {z }

A

�

0@ x
y
z

1A+
0BBB@

1

L1
E

0
1

CR
E

1CCCA
| {z }

b

:

b) Fie sistemului neperturbat (absenţa tensiunii electromotoare E), adic¼a sistemul omogen asociat:

(SO)

0@ x
y
z

1A0 =
0BBBB@

0 0 � 1

L1

0 0
1

L2
1

C
� 1
C

� 1

CR

1CCCCA
| {z }

A

�

0@ x
y
z

1A,

8>>>><>>>>:
x0 = � 1

L1
z

y0 =
1

L2
z

z0 =
1

C
x� 1

C
y � 1

CR
z

�Se determin¼a polinomul caracteristic al matricei A;PA (�) :

PA (�) = det (A� �I3)=

����������
0� � 0 � 1

L1

0 0� � 1

L2
1

C
� 1
C

� 1

CR
� �

����������
= �

�
�3 + 1

CR�
2 +

�
1

CL1
+ 1

CL2

�
�
�

PA (�) = (�1)3
�
�3 � �1�2 + �2�� �3

�
, unde �i este suma minorilor principali de ordin i ai

matricei A, adic¼a
�1 = TrA = 0 + 0� 1

RC = �
1
RC ;

�2 =

���� 0 0
0 0

����+
�������
0 � 1

L1
1

C
� 1

CR

�������+
�������
0

1

L2

� 1
C

� 1

CR

������� = 1
CL1

+ 1
CL2

�3 = detA =

����������
0 0 � 1

L1

0 0
1

L2
1

C
� 1
C

� 1

CR

����������
= 0:

modul 1.- cu Teorema 4:3:7; cu r¼ad¼acinile ecuaţiei caracteristice, dac¼a aceasta se poate rezolva.
Se rezolv¼a ecuaţia caracteristic¼a a matricei A,

PA (�) = 0, �
�
�3 + 1

CR�
2 +

�
1

CL1
+ 1

CL2

�
�
�
)8><>:

�1 = 0 cu m (�1) = 1

�2;3 =
� 1
RC

�
r

1
R2C2

�4
�

1
CL1

+ 1
CL2

�
2 = 1

2RC

�
�1�

r
1� 4R2C

�
1
L1
+ 1

L2

��
cu m (�2;3) = 1

:

Deoarece
-dac¼a � < 0)partea real¼a a r¼ad¼acinilor �2;3 este întotdeauna strict negativ¼a;
-dac¼a � = 0)r¼ad¼acinile �2;3 sunt strict negative;
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-dac¼a � > 0)r¼ad¼acinile �2;3 sunt strict negative (1� 4R2C
�
1
L1
+ 1

L2

�
< 1),

atunci, având şi r¼ad¼acina �1 = 0; sistemul diferenţial neperturbat este doar uniform stabil.
modul 2. - cu Teorema 4:3:9; Hurwitz, dac¼a este posibil.

Pentru n = 3; se scrie matricea Hurwitz ataşat¼a polinomului caracteristic, de fapt lui �PA (�) ;
care are aceleaşi r¼ad¼acini dar are coe�cientul dominant pozitiv, adic¼a

a0 = 1 > 0; a1 =
1
CR ; a2 =

1
CL1

+ 1
CL2

; a3 = 0.
Atunci, matricea Hurwitz asociat¼a este

H =

0@ a1 a0 0
a3 a2 a1
0 0 a3

1A ) H =

0@ 1
CR 1 0
0 1

CL2
+ 1

CL1
1
CR

0 0 0

1A ;
cu �1 = 1

CR > 0;�2 =

���� 1
CR 1
0 1

CL2
+ 1

CL1

���� = 1
CR

�
1

CL2
+ 1

CL1

�
> 0;�3 = detH = 0 (� 0) :

Deci sistemul nu este global şi asimptotic stabil.

c) Se consider¼a datele �zice R = 1
4
, L1 =

1

2
H;L2 =

1

6
H; C = 1F: Atunci:

(SN)

0@ x
y
z

1A0 =
0@ 0 0 �2
0 0 6
1 �1 �4

1A
| {z }

A

�

0@ x
y
z

1A+
0@ 4 sin t

0
8 sin t

1A
| {z }

b(t)

,

8<:
x0 (t) = � 2z (t) + 4 sin t
y0 (t) = 6z (t)
z0 (t) = x (t)� y (t)� 4z (t) + 8 sin t

Etapa 1 : Se determin¼a soluţia general¼a a SO (sistemul neperturbat) ataşat sistemului SN:

(SO)

0@ x
y
z

1A0 =
0@ 0 0 �2
0 0 6
1 �1 �4

1A
| {z }

A

�

0@ x
y
z

1A,

8<:
x0 (t) = 0x (t) + 0y (t)� 2z (t)
y0 (t) = 0x (t) + 0y (t) + 6z (t)
z0 (t) = 1x (t)� 1y (t)� 4z (t)

Pasul 1 : Se ataşeaz¼a ecuaţia caracteristic¼a a matricei A şi se rezolv¼a. Adic¼a se determin¼a valorile
proprii în C ale matricei A, precum şi multiplicitatea lor algebric¼a.
�Se determin¼a polinomul caracteristic al matricei A;PA (�) :

PA (�) = det (A� �I3)=

������
0� � 0 �2
0 0� � 6
1 �1 �4� �

������ = � ��3 + 4�2 + 8�� :
PA (�) = (�1)3

�
�3 � �1�2 + �2�� �3

�
, unde �i este suma minorilor principali de ordin i ai

matricei A, adic¼a

�1 = TrA = 0 + 0� 4 = �4; �2 =
���� 0 0
0 0

����+ ���� 0 �2
1 �4

����+ ���� 0 6
�1 �4

���� = 8;
�3 = detA =

������
0 0 �2
0 0 6
1 �1 �4

������ = 0:
�Se rezolv¼a ecuaţia caracteristic¼a a matricei A,

PA (�) = 0, (�EC)�
�
�3 + 4�2 + 8�

�
)8<: �1 = 0 cu cu m (�1) = 1

�2;3 =
�4�

p
16� 4 (6 + 2)
2

= �2� 2i cu m (�2;3) = 1
Pasul 2. Se determin¼a un sitem fundamental de soluţii ale SO / o matrice fundamental¼a a SO.

A nu este diagonalizabil¼a în R; ci doar în C: Ar � de utilizat, pentru Metoda cu valori proprii,
modul 2; cu mult calcul.
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Se rezolv¼a SO cu metoda elimin¼arii. Se deriveaz¼a ecuaţia a 3-a din SO şi se înlocuiesc x0 şi y0

din primele dou¼a ecuaţii:�
z00 (t) = x0 (t)� y0 (t)� 4z0 (t))
z00 (t) = (�2z (t))� (6z (t))� 4z0 (t)

S-a obţinut
(EO) z00 (t) + 4z0 (t) + 8z (t) = 0:
Deoarece EO are EC �2 + 4�+ 8 = 0 cu soluţiile �2� 2i de multiplicitate 1)
zo (t; c1; c2) = c1e

�2t cos 2t+ c2e�2t sin 2t; t 2 R, c1; c2 2 R.
Dar�
x0 (t) = �2

�
c1e

�2t cos 2t+ c2e�2t sin 2t
�

y0 (t) = 6
�
c1e

�2t cos 2t+ c2e�2t sin 2t
� j

R
() dt)�

x (t) = �2
�
c1
�1
4 e

�2t (cos 2t� sin 2t) + c2�14 e
�2t (cos 2t+ sin 2t)

�
+ c3

y (t) = 6
�
c1
�1
4 e

�2t (cos 2t� sin 2t) + c2�14 e
�2t (cos 2t+ sin 2t)

�
+ c3

; t 2 R, c1; c2; c3 2 R.

Soluţia general¼a a SO este:0@ xo (t; c1; c2; c3)
yo (t; c1; c2; c3)
zo (t; c1; c2; c3)

1A =

0@ �2
�
c1
�1
4 e

�2t (cos 2t� sin 2t) + c2�14 e
�2t (cos 2t+ sin 2t)

�
+ c3

6
�
c1
�1
4 e

�2t (cos 2t� sin 2t) + c2�14 e
�2t (cos 2t+ sin 2t)

�
+ c3

c1e
�2t cos 2t+ c2e�2t sin 2t

1A =

= c1

0@ �2
��1
4 e

�2t (cos 2t� sin 2t)
�

6
��1
4 e

�2t (cos 2t� sin 2t)
�

e�2t cos 2t

1A+ c2
0@ �2

��1
4 e

�2t (cos 2t+ sin 2t)
�

6
��1
4 e

�2t (cos 2t+ sin 2t)
�

e�2t sin 2t

1A+ c3
0@ 1
1
0

1A ;
t 2 R, c1; c2; c3 2 R.

Etapa 2 : Se determin¼a o soluţie particular¼a a SN, notat¼a xp (t) =?.
Metoda coe�cienţilor nedetermina̧ti pentru SN Deoarece SN are coe�cienţi constanţi şi ter-
menul liber având pe coloane combinaţie liniar¼a de cvasipolinoame de acelaşi tip atunci se poate
c¼auta xp cu Teoremele 4:2:7 şi 4:2:8 din Curs. Într-adev¼ar,

b (t) =

0@ 4 sin t
0

8 sin t

1A =

0@ e0t (0 cos t+ 4 sin t)
e0t (0 cos t+ 0 sin t)
e0t (0 cos t+ 8 sin t)

1A.
Cum � = 0 + i nu este r¼adacin¼a caracteristic¼a) s = 0) se caut¼a o soluţie particular¼a pentru

SN de forma

xp (t) =

0@ xp (t)
yp (t)
zp (t)

1A =

0@ e0t (A1 (t) cos t+B1 (t) sin t)
e0t (A2 (t) cos t+B2 (t) sin t)
e0t (A3 (t) cos t+B3 (t) sin t)

1A ;8t 2 R,
unde Ai şi Bi sunt polinoame de grad 0. Se determin¼a coe�cienţii polinoamelor Ai (t) = �0;i şi
Bi (t) = �0;i, i 2 f1; 2; 3g ; impunând ca, dup¼a renotare

xp (t) =

0@ a cos t+ b sin t
c cos t+ d sin t
e cos t+ f sin t

1A s¼a �e soluţie particular¼a a SN .8<:
�a sin t+ b cos t = 0 (a cos t+ b sin t) + 0 (c cos t+ d sin t)� 2 (e cos t+ f sin t) + 4 sin t
�c sin t+ d cos t = 0 (a cos t+ b sin t) + 0 (c cos t+ d sin t) + 6 (e cos t+ f sin t) + 0
�e sin t+ f cos t = 1 (a cos t+ b sin t)� 1 (c cos t+ d sin t)� 4 (e cos t+ f sin t) + 8 sin t

Identi�c¼am coe�cienţii funçtiilor liniar independente (cos t; sin t) (au W = 1)



Gabriela Grosu / EDCO 17

cos t :
sin t :
cos t :
sin t :
cos t :
sin t :

8>>>>>><>>>>>>:

b = �2e
�a = �2f + 4
d = 6e
�c = 6f
f = a� c� 4e
�e = b� d� 4f + 8

,

8>>>>>><>>>>>>:

b + 2e = 0
a � 2f = �4

d� 6e = 0
c + 6f = 0

a � c � 4e� f = 0
b � d+ e� 4f = �8

,

8>>>>>><>>>>>>:

a = �28
13

b = �16
13

c = �72
13

d = 48
13

e = 8
13

f = 12
130BBBBBB@

0 1 0 0 2 0
1 0 0 0 0 �2
0 0 0 1 �6 0
0 0 1 0 0 6
1 0 �1 0 �4 �1
0 1 0 �1 1 �4

������������

0
�4
0
0
0
�8

1CCCCCCA
Gauss�

0BBBBBB@

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

������������

�28
13

�16
13

�72
13
48
13
8
13
12
13

1CCCCCCA
De menţionat c¼a s-a folosit SWP pentru calcul. S-a obţinut

xp (t) =

0@ �
�28
13

�
cos t+

�
�16
13

�
sin t�

�72
13

�
cos t+

�
48
13

�
sin t�

8
13

�
cos t+

�
12
13

�
sin t

1A soluţie particular¼a a SN .

Etapa 3 : Soluţia general¼a a sistemului diferenţial neomogen SN este
x (t; c) = xo (t; c) + xp (t) ; t 2 R; c 2M3�1 (R) ' R3;

unde xo (t; c) este soluţia general¼a SO şi xp (t) este o soluţie particular¼a a SN:
F¼ar¼a condi̧tii ini̧tiale, circuitul este descris de:0@ x (t; c1; c2; c3)
y (t; c1; c2; c3)
z (t; c1; c2; c3)

1A =

=

0@ �2
�
c1
�1
4 e

�2t (cos 2t� sin 2t) + c2�14 e
�2t (cos 2t+ sin 2t)

�
+ c3

6
�
c1
�1
4 e

�2t (cos 2t� sin 2t) + c2�14 e
�2t (cos 2t+ sin 2t)

�
+ c3

c1e
�2t cos 2t+ c2e�2t sin 2t

1A+
0@ �

�28
13

�
cos t+

�
�16
13

�
sin t�

�72
13

�
cos t+

�
48
13

�
sin t�

8
13

�
cos t+

�
12
13

�
sin t

1A ;
t 2 R, c1; c2; c3 2 R.

d) Se impun CI: x (0) = y (0) = z (0) = 0.în soluţia general¼a a SN )0@ �2
�
c1
�1
4 1 (1� 0) + c2

�1
4 1 (1 + 0)

�
+ c3

6
�
c1
�1
4 1 (1� 0) + c2

�1
4 1 (1 + 0)

�
+ c3

c11 � 1 + c21 � 0

1A+
0@ �

�28
13

�
1 +

�
�16
13

�
0�

�72
13

�
1 +

�
48
13

�
0�

8
13

�
1 +

�
12
13

�
0

1A =

0@ 0
0
0

1A
8<:

1
2c1 +

1
2c2 + c3 �

28
13 = 0

�3
2c1 �

3
2c2 + c3 �

72
13 = 0

c1 +
8
13 = 0

)

8<:
c1 = � 8

13
c2 = �14

13
c3 = 3

Deci soluţia problemei Cauchy SN + CI este0@ x (t)
y (t)
z (t)

1A =

0@ �2
�
� 8
13
�1
4 e

�2t (cos 2t� sin 2t)� 14
13
�1
4 e

�2t (cos 2t+ sin 2t)
�
+ 3

6
�
� 8
13
�1
4 e

�2t (cos 2t� sin 2t)� 14
13
�1
4 e

�2t (cos 2t+ sin 2t)
�
+ 3

� 8
13e

�2t cos 2t� 14
13e

�2t sin 2t

1A+
+

0@ �
�28
13

�
cos t+

�
�16
13

�
sin t�

�72
13

�
cos t+

�
48
13

�
sin t�

8
13

�
cos t+

�
12
13

�
sin t

1A =

=

0@ 3� 16
13 sin t�

4
13e

�2t (cos 2t� sin 2t)� 7
13e

�2t (cos 2t+ sin 2t)� 28
13 cos t

3 + 48
13 sin t�

72
13 cos t+

12
13e

�2t (cos 2t� sin 2t) + 21
13e

�2t (cos 2t+ sin 2t)
8
13 cos t+

12
13 sin t�

8
13 (cos 2t) e

�2t � 14
13e

�2t sin 2t

1A
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t

x

t

y

t

z

Exerci̧tiul 5. Fie sistemul (�zic) electric de mai jos, în care tensiunea electromotoare este E:

a) S¼a se descrie modelul matematic care modeleaz¼a sistemul.
b) S¼a se studieze stabilitatea sistemului neperturbat.

Rezolvare. a) Notând cu iR; uR; iL1 ; uL1 ; iL2 ; uL2iC ; uC intensitatea curentului şi tensiunea pe
�ecare ramur¼a a circuitului rezult¼a, din Legile lui Kircho¤, Ohm, Faraday, urm¼atoarele relaţii:8>><>>:

iC1 + iL1 = iC2 + iR
uC1 = uL1
uC2 = uR
uL1 + uR = uC1 + uC2 = E

şi

8<:
uR = R � iR
uC =

1
C � q , u0C =

1
C � iC

uL = L � i0L
Notând cu x = uC1 ; y = uC2 şi cu z = iL1 = iL, se obţine8<:

x = L � z0
y = R � (C1 � x0 + z � C2y0)
Lz0 + y = x+ y = E

,

8<:
y0 = E0 � x0
y = R � (C1 � x0 + z � C2y0)
z0 = 1

L � x
Din x+ y = E ) x0 + y0 = E0 şi atunci

y = R � (C1 � x0 + z � C2 (E0 � x0))
y = C1Rx

0 +Rz � C2RE0 + C2Rx0
x0 = 1

R(C1+C2)
y � 1

C1+C2
z + C2

C1+C2
E0

,

8><>:
x0 = 1

R(C1+C2)
y � 1

C1+C2
z + C2

C1+C2
E0

y0 = � 1
R(C1+C2)

y + 1
C1+C2

z + C1
C1+C2

E0

z0 = 1
L � x

(SN)

0@ x
y
z

1A0 =
0BB@

0 1
R(C1+C2)

� 1
C1+C2

0 � 1
R(C1+C2)

+ 1
C1+C2

1

L
0 0

1CCA
| {z }

A

�

0@ x
y
z

1A+
0@ C2

C1+C2
E0

C1
C1+C2

E0

0

1A
| {z }

b

:
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b) Fie sistemului neperturbat (absenţa tensiunii electromotoare E), adic¼a sistemul omogen asociat:

(SO)

0@ x
y
z

1A0 =
0BB@

0 1
R(C1+C2)

� 1
C1+C2

0 � 1
R(C1+C2)

+ 1
C1+C2

1

L
0 0

1CCA
| {z }

A

�

0@ x
y
z

1A :
�Se determin¼a polinomul caracteristic al matricei A;PA (�) :

PA (�) = det (A� �I3)=

��������
0� � 1

R(C1+C2)
� 1
C1+C2

0 � 1
R(C1+C2)

� � + 1
C1+C2

1

L
0 0� �

�������� = �
�
�3 + 1

R(C1+C2)
�2 + 1

L(C1+C2)
�
�

PA (�) = (�1)3
�
�3 � �1�2 + �2�� �3

�
, unde �i este suma minorilor principali de ordin i ai

matricei A, adic¼a
�1 = TrA = 0� 1

R(C1+C2)
+ 0 = � 1

R(C1+C2)
;

�2 =

����� 0 1
R(C1+C2)

0 � 1
R(C1+C2)

�����+
����� 0 � 1

C1+C2
1

L
0

�����+
���� � 1

R(C1+C2)
+ 1
C1+C2

0 0

���� = 1
L(C1+C2)

�3 = detA =

��������
0 1

R(C1+C2)
� 1
C1+C2

0 � 1
R(C1+C2)

+ 1
C1+C2

1

L
0 0

�������� = 0:
modul 1.- cu Teorema 4:3:7; cu r¼ad¼acinile ecuaţiei caracteristice, dac¼a aceasta se poate rezolva.

Se rezolv¼a ecuaţia caracteristic¼a a matricei A,

PA (�) = 0, �
�
�3 + 1

R(C1+C2)
�2 + 1

L(C1+C2)
�
�
)8><>:

�1 = 0 cu m (�1) = 1

�2;3 =
� 1
R(C1+C2)

�
r�

1
R(C1+C2)

�2
�4
�

1
L(C1+C2)

�
2 = 1

2R(C1+C2)

�
�1�

q
1� 4R2(C1+C2)

L

�
cu m (�2;3) = 1

:

Deoarece
-dac¼a � < 0)partea real¼a a r¼ad¼acinilor �2;3 este întotdeauna strict negativ¼a;
-dac¼a � = 0)r¼ad¼acinile �2;3 sunt strict negative;
-dac¼a � > 0)r¼ad¼acinile �2;3 sunt strict negative (1� 4R2(C1+C2)

L < 1),
atunci, având şi r¼ad¼acina �1 = 0; sistemul diferenţial neperturbat este doar uniform stabil.
modul 2. - cu Teorema 4:3:9; Hurwitz, dac¼a este posibil.

Pentru n = 3; se scrie matricea Hurwitz ataşat¼a polinomului caracteristic, de fapt lui �PA (�) ;
care are aceleaşi r¼ad¼acini dar are coe�cientul dominant pozitiv, adic¼a

a0 = 1 > 0; a1 =
1

R(C1+C2)
; a2 =

1
L(C1+C2)

; a3 = 0.
Atunci, matricea Hurwitz asociat¼a este

H =

0@ a1 a0 0
a3 a2 a1
0 0 a3

1A ) H =

0B@
1

R(C1+C2)
1 0

0 1
L(C1+C2)

1
R(C1+C2)

0 0 0

1CA ;
cu �1 = 1

R(C1+C2)
> 0;�2 =

����� 1
R(C1+C2)

1

0 1
L(C1+C2)

����� = 1
R(C1+C2)

1
L(C1+C2)

> 0;�3 = detH = 0:

Deci sistemul nu este global şi asimptotic stabil.
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Exerci̧tiul 6. Fie sistemul (�zic) electric de mai jos, în care tensiunea electromotoare este E:

a) S¼a se descrie modelul matematic care modeleaz¼a sistemul.
b) S¼a se studieze stabilitatea sistemului neperturbat.

Rezolvare. a) Notând cu iR; uR; iL; uL; iC ; uC intensitatea curentului şi tensiunea pe �ecare ra-
mur¼a a circuitului rezult¼a, din Legile lui Kircho¤, Ohm, Faraday, urm¼atoarele relaţii:�

iC = iR = iL = x
uR + uC + uL = E

şi

8<:
uR = R � iR
uC =

1
C � q , u0C =

1
C � iC

uL = L � i0L
Notând cu x = iL şi cu y = uC , se obţine�

x = cy0

Rx+ y + Lx0 = E
,

8><>:
x0 = �R

L
x� 1

L
y +

E

L

y0 =
1

C
x

(SN)

�
x
y

�0
=

�
�R
L � 1

L
1
C 0

�
| {z }

A

�
�
x
y

�
+

�
E
L
0

�
| {z }

b

:

b) Fie sistemului neperturbat (absenţa tensiunii electromotoare E), adic¼a sistemul omogen asociat:

(SO)

�
x
y

�0
=

�
�R
L � 1

L
1
C 0

�
| {z }

A

�
�
x
y

�
:

�Se determin¼a polinomul caracteristic al matricei A;PA (�) :
PA (�) = det (A� �I2)=

���� �R
L � � � 1

L
1
C 0� �

���� = �2 + R
L�+

1
LC :

PA (�) = (�1)2
�
�2 � �1�+ �2

�
, unde

�1 = TrA = �R
L + 0 = �

R
L ; �2 = detA =

���� �R
L � 1

L
1
C 0

���� = 1
LC :

modul 1.- cu Teorema 4:3:7; cu r¼ad¼acinile ecuaţiei caracteristice, dac¼a aceasta se poate rezolva.
Se rezolv¼a ecuaţia caracteristic¼a a matricei A,
PA (�) = 0, �2 + R

L�+
1
LC = 0)8<:�1;2 = �R

L �
q�

R
L

�2 � 4 1
LC

2
= R

2L

�
�1�

q
1� 4L

R2C

�
cu m (�1;2) = 1 :

Deoarece
-dac¼a � < 0)partea real¼a a r¼ad¼acinilor este întotdeauna strict negativ¼a;
-dac¼a � = 0)r¼ad¼acinile sunt strict negative;
-dac¼a � > 0)r¼ad¼acinile sunt strict negative (1� 4L

R2C
< 1),

atunci sistemul diferenţial neperturbat este global şi uniform asimptotic stabil.
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modul 2. - cu Teorema 4:3:9; Hurwitz, dac¼a este posibil.
Pentru n = 2; se scrie matricea Hurwitz ataşat¼a chiar polinomului caracteristic, PA (�) ; care

are coe�cientul dominant pozitiv. Polinomul caracteristic are
a0 = 1 > 0; a1 =

R
L ; a2 =

1
LC .

Atunci, matricea Hurwitz asociat¼a este

H =

�
a1 a0
0 a2

�
) H =

�
R
L 1
0 1

LC

�
;

cu �1 = a1 = R
L > 0;�2 = a1 � a2 =

R
L

1
LC > 0:

Conform criteriului Hurwitz, toate r¼ad¼acinile polinomului caracteristic au partea real¼a strict nega-
tiv¼a, deci sistemul diferenţial neperturbat este global şi uniform asimptotic stabil.


