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CURS NR. 1
Matematici Speciale, ATA

ELEMENTE DE TEORIA CAMPURILOR

1. Camp scalar: suprafete de nivel, derivata dupa directie, gradient

Definitia 1.1. Se numeste ciamp scalar o functie ¢ : D C R3 — R, unde D este un domeniu din
R3.
a) Se numeste multime de nivel / suprafata de nivel / suprafatd echipotentiala a cAmpului scalar
¢ locul geometric al punctelor (x,y,z) € D care prin ¢ sunt duse intr-o valoare constanta cg € R.
b) Ecuatia suprafetei de nivel este
gp(az,y,z) = Co,(l',y,Z) €D.
¢) Ecuatia suprafetei de nivel care trece prin punctul (o, yo,20) este
go(a:,y, Z) = (P(:EO,ZJO,ZO) ) ($7y7 Z) €D.
Comentariul 1.1. Conditia ca D s& fie domeniu (multime deschisa si conexd) se impune pentru
definirea riguroass a unor conditii de regularitate asupra campului (de continuitate, de clasi C1).
Se noteaza cu P punctul din D C R3 de coordonate (, v, 2) si se scrie ¢ (P) in loc de ¢ (x, v, 2) ,
mai ales la punerea in evidenta a unor interpretari fizice, in care dependenta este legata de punct
si mai putin de coordonatele sale. Ecuatia suprafetei de nivel devine
¢ (P) = co, P € D sau, daca suprafata trece prin Py, ¢ (P) = ¢ (), P € D.
Observatia 1.1. Din Definitia 1.1 se poate deduce:
a) Printr-un punct P din D trece o singura suprafata de nivel (un c).
b) Doud suprafete de nivel fie coincid (acelasi ¢), fie nu se intersecteaza (c1 # c2).

Exemplul 1.1. a) Fie ¢ : R? = R, ¢ (P) = ¢ (z,y, 2) = 2% — y? + 22 un camp scalar.

Suprafetele de nivel sunt de ecuatie z2 — 3% + 22 = ¢,c € R.

Pentru ¢ = 1 si ¢ = 4, suprafetele 22 — y? + 22 = 1 si 22 — y? + 22 = 4 sunt hiperboloizii cu o
panza:

Pentru ¢ = 0, suprafata 22 — 2 + 22 = 0 este conul pitratic:
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Pentru ¢ = —1 si ¢ = —4, suprafetele 22 — y? 4+ 22 = —1 si 22 — y? + 22 = —4 sunt hiperboloizii
cu doud péanze:

Se observa cd au loc afirmatiile din Observatia 1.1.("matrioska", "foi de ceapa")

b) Fie P un punct dintr-un domeniu D din spatiu. Se poate defini ¢ (P) drept temperatura
nevariind in timp (sau presiunea, sau umiditatea) masuratd in acel punct, intr-un sistem de unitati
covenabil ales. In cazul in care campul scalar este al temperaturilor, suprafetele de nivel se numesc
1zoterme; in cazul in care este al presiunilor, se numesc izobare.

Se va studia viteza de variatie a unui cAmp scalar ¢ dupd o directie datd, in vecinatatea unui
punct dat, prin similitudine cu viteza de variatie a unei functii f: D C R — R, a cdrei monotonie
se studia pe baza derivatei.

Definitia 1.2. Fie Sy o suprafatd de nivel a cAmpului scalar ¢ care trece prin punctul Py si fie un
versor liber s, reprezentat cu originea in P.

Fie S o suprafatd de nivel a campului scalar ¢, vecing cu Sg. Fie P punctul in care versorul s
(directia versorului) intersecteazad suprafata de nivel S.

Dacd A, este variatia lungimii (mérimea deplasirii) pe directia lui ', consideratd cu + in
sensul lui 8 si cu — in sensul opus lui s, atunci m):’ =A,5.
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Se numeste derivata campului scalar ¢ dupd directia versorului s in punctul Py, numérul
9 (P) = @ (Po) not. d
1 = = (R 1
A TR, as ) M
ori de cate ori aceasta limita existd si este finita.
Observatia 1.2.

d
a) Daca d—é (Py) > 0, atunci campul scalar ¢ creste intr-o vecinatate a lui Py dupa directia si

sensul lui s.

d
b) Daci dg@ (Py) < 0, atunci campul scalar ¢ descregte intr-o vecindtate a lui Py dupd directia si
S aescreste
sensul lui s
Observatia 1.3. Conform cursului de Analizd Matematica,
d 0
-dacd § = —i>, atunci —ﬁ (Py) = ad (Py);
di ox
0
-daci § = T atunci —= (Py) = ad (Py);
dj dy
0
_daci 8 = k, atunci 2 (Py) aﬁg@ (Po)
z

Teorema 1.1. (expresia derivatei dupa o directie in coordonate carteziene).
Fie p : D CR® - R, ¢ € ct (D). Atunm ¢ admite derivate dupi orice directie 8" in orice
—
Py € D. In plus, daci 5 = « 1 +[3J +7k a, 8,7 € R este versor, atunci
I

£ (B) = o (P + B5E () 45 (). @

Teorema 1.2. (expresie a derlvatei dupa o directie).
Fiep: D CR3 =R, o € C'(D)si Py € D. Fie n versorul normalei la suprafata de nivel Sy in

. . — .. N = =
punctul Py. Atunci, pentru orice s’-un alt versor cu originea in Py, cu 6 = (n, S ),

de dy
e = (Py) = Ferd (Py) cos B (3)
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Observatia 1.4. a) Din Teorema 1.1, expresia derivatei lui ¢ dupd directia lui S reprezintd
produsul scalar intre vectorul

— Op > O0p dp
P — (P, — (P, k

n 8(0)1+ay(0) + 5, (o)
normal la suprafat;a de nivel a campului ¢ prin punctul Py si versorul s, adic

dcp —

P 8.
ds 5 ()= S
— — —

b) Daca l =ai+pj+7k,a B,7 € Rnu este versor, atunci, in ipotezele Teoremei 1.1, derivata

o 1 . I A 1 —
dupa directia versorului lui 1, s = H — 1, este:

1

d o 0 B8 0

%(Po)z ; aﬁ 0) + 5 aﬁ o) + : 8£(P0).

s a? + 7+ 42 0% a? + 5 +429Y a? + 35 + 4202

c¢) Dintre toate directiile cu originea in Py, directia in raport cu care derivata lui ¢ este
maxima este directia normalei.

d
% (Po)

Pentru ci T este fixat= cosf = +1 < [ =0sauf = 7] < 0 si s au aceeasi directie.

Intr-adevar, = max < |cosf| = max = 1

Exemplul 1.2. Fie
campul scalar ¢ : R? — R, ¢ (P) = 222 — 4zyz + €7,
punctul P() (1, 0 )
vectorul l = 1 —2J +3k

— d
Sa se determine derivata cAmpului scalar ¢ in Py dupd directia vectorului versor al lui 1, —ﬁ (Ry) .

Sa se studieze dacs intr-o vecindtate a punctului Py, cAmpul scalar ¢ creste sau descreste dupa
. . . . —>
directia si sensul lui s.
Sa se scrie ecuatia suprafet;ei de nivel pe care se afli Fp.

7 _ 2 5 1 il 2 - 3 —
Rezolvare. IH \8/1 -2)%4+3 (;ﬁé \/%1 \/ﬂ'] +\/ﬂk'
L(R3), cu 22 (P) = 4z — dyz; 22 (P) = —daz; 22 (P) = —4 2

P e C(B9), e 52 (P) = do —dyss 52 (P) = ~dozi G2 (P) = ~doy + <5

Conform (2) =

dy 1 Jp 2 Jy 3 Oy

= = T =7 s Uy - T 17 s + =5 177 2

— —2
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V14
directia si sensul lui 8.
Ecuatia suprafetei de nivel pe care se afla Py este
202 —dayz+e*=2-12-4.1.0-(=2) +e 2

d
Deoarece d—ﬁ (Py) = < 0 = campul scalar descresgte intr-o vecinatate a Py dupa
S

Definitia 1.3. Fie ¢ : D C R? — R, ¢ € C'(D). Se numeste gradientul campului scalar ¢ in
Py € D vectorul din Vg :

d
gradp (Py) = - (P) T, ()
unde T este versorul normalei la suprafata de nivel Sy in punctul P.
Observatia 1.5. a) (gradientul ca vector normal) Gradientul lui ¢ intr-un punct este or-
togonal pe suprafata de nivel a lui ¢ in acel punct, putand fi folosit la a construi un vector
normal la o suprafatd. In ipoteza c& grad ¢ (Py) # 0, un versor normal la suprafata de nivel in Py
este

N 1
n=—————gradp (F).
lerade (B &4 (F0)

b) (gradientul proiectat pe un versor) Deoarece
dip
= (Py) = gradp (Py) - s = prg grad ¢ (Py),
rezulta cd derivata dupd directia unui versor intr-un punct este proiectia scalara a

gradientului pe acel versor.
c) (gradientul si directia celei mai rapide variatii) Deoarece

d
5 (Py) = grad p (Ry) - 5.
1
calculand derivata dup# directia versorului gradientului, m = —————— grad ¢ (P), se obtine
lgrad  (Fo)l|

dep 1 lgrad ¢ (Po)|

Py =gradp(Py) - [ ——————gradp (Py) ) = =2V iovad o (By)| > 0
(T e (ot ptr =4 ) = Tomaa sy = leds (Rl >0
adicd

de

Prd (Fo) = llgrad ¢ (Fo)| > 0.

Se deduce ca directia gradient este o directie de crestere a cAmpului scalar ¢, iar directia
opusd este una de descregtere. Mai mult este directia celei mai rapide cresteri/ descresteri,
conform Teoremei 1.2 gi a Observatiei 1.4.c).

Fie o sald de curs in care temperatura este datd de un camp scalar ¢ (P), presupunand cd
temperatura nu variazd in timp. Atunci, in fiecare punct din amfiteatru, gradientul va arita
directia in care temperatura creste cel mai repede. Magnitudinea gradientului va determina cat de
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repede creste temperatura in acea directie.
d) Desi gradientul poate fi dat in termeni de coordonate (vezi Teorema 1.3), el este invariant in
raport cu transformarile ortogonale.
Teorema 1.3. (expresia gradientului unui cAmp scalar in coordonate carteziene).
Fie o : D CR?® - R, € C' (D). Atunci ¢ admite gradient in orice punct Py € D si
— — —
gradeo (Fy) = Vi (F) = 52 () T + 55 () T+ 57 () & )

Notand cu V operatorul Hamilton de derivare partiala

se poate scrie formal

’gradgo(P) =Vp(P),VP € D.‘

Exemplul 1.3. Sa se determine gradientul cAmpului scalar
©: R3 — R, (,O(P) — 62x73y+z2 ) (CC —y),
in punctul arbitrar P (x,y, z) si in Py (0,2,3). Sd se scrie ecuatia suprafetei de nivel prin Py.
Rezolvare. ¢ € C! (]Rg) , cu
0
gi (P) — €2z—3y+z2 .9 (LL” _ y) + 62$—3y+z2;
2 (B = e () g 2 (1)
0
2 (P) = 2 2z (5 — )
z
Conform (5) =
2 — — —
grad ¢ (P) = Vg (P) = ?*—3y+2 ((2.’1: —2y+1) i+ (3x+3y—1)j +2z(x—y) k) .

- -
grad ¢ (Py) = Vi (0,2,3) = é? (—3 i+5j— 12k) .
Suprafata de nivel ce trece prin Py (0,2, 3), determinatd de acest cAmp are ecuatia:
0 (P) = (Py) & 2 3t (3 —y) = —¢*,
Suprafata de nivel (in FPy) si caAmpul de gradienti (in general) au reprezentarea:

e o ©
e o 0 o o
® o @ 0 O o o
- 0 ®@ @ 0 0 o o o
o <@ © e o.® o o
Q\:C_ZPO4.._4...
L] 0020 -0 § & o
R X R
O/o'o e e
BT R R
o o ' ‘ o O
o..".o
® o 8 o °
o o ©
°

Exemplul 1.4. Se di campul scalar ¢ (P) = 2%y + y?z + 2%z,

a) S& se determine suprafata de nivel ce trece prin Py (2,1, —1), determinata de acest cAmp.

b) S& se determine un versor director al normalei in punctul Py la suprafata de nivel gasita. Sa se
precizeze daca ¢ cregte sau scade dupa directia acestui versor.

Rezolvare. a) Suprafata de nivel ce trece prin Py (2,1,—1), determinatd de acest camp are

ecuatia:
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o(P)=¢(R) @ a2y+y?z+220=22.14+12. (—1)+ (-1)? - 2 & 22y + 122 + 222 = 5.
Suprafata de nivel (in Fy) si campul de gradienti (in general) au reprezentarea:

FER
«“’}\—/

ey 9/

b) Un versor normal la suprafata de nivel in Py este versorul vectorului grad ¢ (Fp),

n(P)=—"— do (F) .
Il( 0) ngadQO(P0>H gra QO( 0)

0 0 0
¢ €C(R?), cu a—i (P) = 2zy + 2% 8—(5 (P) = 22 + 2yz; a—f (P) = y* + 222;
— — —
Conform (5) = grad ¢ (P) = Vo (P) = (2zy + 2%) i + (2?4 2yz) j + (v* +222) k =
— — —
gradp (Pp) =Vp(2,1,-1)=51 +2j —3k;
lrad o (Po) | = /5% + 22 + (=3)* = V38.
5 - 2 - 3 =
n(P) = i+ j — k.
B =7 " 7 T U
Este versor normal la suprafata de nivel in Py. Directia lui (aceeasi cu a gradientului) este una
dupa care cAmpul scalar creste intr-o vecinatate a lui Py, chiar este directia celei mai rapide cregteri.

Exemplul 1.5. Se d& campul scalar ¢ (P) = 23+ + 2% — 3zy2. In ce puncte ale spatiului directia
vectorului grad ¢ este paraleld cu axa Oz?

0 0
Rezolvare. ¢ € C' (R?), cu % (P) = 322 — 3yz; a—(g (P) = 3y? — 3zz;
Conform (5) = grad ¢ (P) = V¢ (P) = (32* — 3yz)
Campul de gradienti are reprezentarea:

e
P) = 2 .
B (P) = 32* — 3zy;

+ (3y? — 3z2) T + (322 — 3ay) X.

Directia vectorului grad ¢ este paraleld cu axa Oz <
322 —3yz=0 22 —yz=0
2 = 2
3y* —3zz=0 Yy —xzz=0
(cea albastra si cea rogie).

—o curba in spatiu, obtinuta ca intersectia a doué suprafete
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Teorema 1.4. (reguli de calcul cu operatorul gradient).

Fie 1,09 : D CR3 = R, ¢y, 0, € C1 (D) si fie a € R. Atunci ¢ + s, @@y, o195 admit gradient
in orice punct P € D si

grad (i1 + ¢g) (P) = grad ¢y (P) + grad ¢, (P)

grad (aepy) (P) = agrad ¢, (P)

grad (p1¢2) (P) = @2 (P) (grad ¢y (P)) + @1 (P) (grad o, (P)) .

Daca ¢4 # 0 pe D, atunci ?1 admite gradient si
Y2

© 1
o (£1) () = s (6 (P) (grad oy (P) = 1 (P) (grad 3 (P))
P2 @3 (P)
Daci f: ACR — R, f € C' (A) atunci ¢, o f admite gradient si
grad (f (1)) (P) = f' (o1 (P)) grad ¢, (P) .
Definitia 1.4. a) Notand cu A operatorul Laplace de derivare partiald
0? 0? 0?
T2 o 0
se numeste laplaceanul campului scalar ¢ : D CR3 — R, p € C? (D) in Py € D numirul:
0% 0% 0%
Ap(Py) = =—= (P, — (P — (FP).
¢ (Po) (%2( 0) + ayg( 0) + 522 (Fo)
b) Un camp scalar ¢ : D C R® — R se numeste functie armonicid pe D daca
Ap(P)=0,VP e D.

Observatia 1.6. Definitiile si teoremele se pot rescrie gi pentru cAmpuri scalare plane
¢ : D CR? =R, unde D este un domeniu din R?,
cu mentiunea ca in loc de suprafete de nivel apar curbe de nivel, gradientul are directia normalei,
s.a.m.d.
A se vedea profesor Eugene Khutoryansky: "Gradients and Partial Derivatives"
https://www.youtube.com/ WatCh?V:GkBZLVVleﬁQ%'II

a) Fie campul scalar o : D CR? - R, p (P) = % +Z

Curbele de nivel ce trec prin Py (1,1) si Py (—1,1), P> (1,2) si P5s(—1,2),P5(1,3) si Ps(—1,3)
sunt cercuri de ecuatii:

2 2 2 2
% + % =1 (bleu), % + % = g (albastru deschis), % + % =5 (albastru inchis).
p e ct (R2) , Cu gi (IJ/) = I g;j (x7y) =Y.

Conform (5) = grad¢ (P) = Vg (P) = zi+ yT =71 (P).
Graficul, curbele de nivel gi cAmpul de gradienti (in general) au reprezentarea:
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Curbele de nivel ale cAmpului scalar sunt in nuante de albastru, de la deschis la inchis reprezen-
tand valori ale cAmpului de la mic la mare, iar gradientul corespunzator este reprezentat de sageti
rogii, care au orientarea spre cresterea cAmpului.

2
x
b) Fie campul scalar ¢ : D C R? = R, ¢ (P) = ? %

Liniile de nivel ce trec prin P (1,1) si Py (—1,1), P,

sunt cercuri de ecuatii:

(1,2) si Ps(—1,2),P3(1,3) si Ps(—1,3)

22 2 22 P . . 22 2
T = -1 (;lbastru 1nchls)a Tl (albastru deschis), T = —5 (bleu),
1 (R2 o¢ =z .
p €CH(R?), cu 5= (z,y) gy @)=y
ry ry —
Conform (5) = gradp (P) =V¢(P)=—zi —yj =—-71 (P).

Graficul, curbele de nivel gi cAmpul de gradienti (in general) au reprezentarea:
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Curbele de nivel ale campului scalar (inaltimea dealului) sunt in nuante de albastru, de la
deschis la inchis reprezentand valori ale cAmpului de la mic la mare, iar gradientul corespunzator
este reprezentat de sageti rosii, care au orientarea spre cregterea cAmpului.

c) Fie campul scalar ¢ : D C R? — R, ¢ (P) = zy.

Curbele de nivel ce trec prin P; (1,1), P (1,2),P3(1,3), P4 (—1,1),P5(—1,2), Ps (—1,3) sunt
hiperbole echilatere de ecuatii:

xzy = 1 (bleu), zy = 2 (albastru deschis), zy = 3 (albastru inchis),

xy = —1 (rosu inchis), xy = —2 (rosu), zy = —3 (roz)

p€C(R?), cu ?p(w y) —y;gs;(x,y) =

— —
Conform (5) = gradp (P) =Ve(P)=yi +xj.
Graficul, curbele de nivel gi cAmpul de gradienti (in general) au reprezentarea:
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Curbele de nivel ale cAmpului scalar sunt in nuante de albastru, de la deschis la inchis reprezen-
tand valori ale cAmpului de la mic la mare si in nuante de rosu, de la deschis la inchis reprezentand
valori de la mic la mare, iar gradientul corespunzator este reprezentat de sdgeti rogii, care au ori-
entarea spre cresterea cAmpului.

d) Fie un deal a cé2rui in;ilgime deasupra nivelului marii intr-un punct P (x,y) este ¢ (P). De ex-
emplu, ¢ (P) = —% - % de la b), cu graficul, curbele de nivel gi campul de gradienti reprezentat
anterior.

Gradientul lui ¢ intr-un punct Py este un vector care aratd directia in care panta este cea mai
abrupté in acel punct. Cat de abrupta este panta in punctul respectiv este dat de norma vectorului
gradient.

Gradientul poate fi folosit si pentru a masura cit se modificd un cAmp scalar in alte directii, si
nu doar directia in care se schimba cel mai mult, efectudnd un produs scalar. Conform Observatiei
5,¢) si Teoremei 2 =

j—é (Py) = gradp (Py) - 8 si j—é (Py) = j—% (Pp) cosb

Se presupune ci cea mai abrupta pantd de pe dealul ales este 44%. Dacd un drum merge direct
in sus pe acel deal, atunci cea mai abruptd pantd a drumului va fi chiar 44%, facandu-1 greu de
utilizat. Dacd drumul ocolegste dealul in unghi cu directia vectorului gradient, atunci panta va
fi mai micd. De exemplu, dacd unghiul dintre drum si directia de pantd maxima, proiectatd pe
planul orizontal, este 60°, atunci cea mai abruptd pantd pe drum va fi de 22% = 44% cos 60°.
Asta deoarece gradientul functiei indltime a dealului inmultita scalar cu un vector unitate da panta
dealului in directia vectorului, adic derivata dupé directia lui s’



