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CURS NR. 1
Matematici Speciale, AIA

ELEMENTE DE TEORIA CÂMPURILOR
1: Câmp scalar: suprafȩte de nivel, derivat¼a dup¼a direçtie, gradient

De�ni̧tia 1:1: Se numeşte câmp scalar o funçtie ' : D � R3 ! R, unde D este un domeniu din
R3:
a) Se numeşte mulţime de nivel / suprafaţ¼a de nivel / suprafaţ¼a echipotenţial¼a a câmpului scalar
' locul geometric al punctelor (x; y; z) 2 D care prin ' sunt duse într-o valoare constant¼a c0 2 R.
b) Ecuaţia suprafeţei de nivel este

' (x; y; z) = c0; (x; y; z) 2 D:
c) Ecuaţia suprafeţei de nivel care trece prin punctul (x0; y0; z0) este

' (x; y; z) = ' (x0; y0; z0) ; (x; y; z) 2 D:
Comentariul 1:1: Condi̧tia ca D s¼a �e domeniu (muļtime deschis¼a şi conex¼a) se impune pentru
de�nirea riguroas¼a a unor condi̧tii de regularitate asupra câmpului (de continuitate, de clas¼a C1).

Se noteaz¼a cu P punctul din D � R3 de coordonate (x; y; z) şi se scrie ' (P ) în loc de ' (x; y; z) ;
mai ales la punerea în evidenţ¼a a unor interpret¼ari �zice, în care dependenţa este legat¼a de punct
şi mai puţin de coordonatele sale. Ecuaţia suprafȩtei de nivel devine

' (P ) = c0; P 2 D sau, dac¼a suprafaţa trece prin P0; ' (P ) = ' (P0) ; P 2 D:
Observa̧tia 1:1: Din De�ni̧tia 1:1 se poate deduce:
a) Printr-un punct P din D trece o singur¼a suprafaţ¼a de nivel (un c).
b) Dou¼a suprafȩte de nivel �e coincid (acelaşi c), �e nu se intersecteaz¼a (c1 6= c2).

Exemplul 1:1: a) Fie ' : R3 ! R, ' (P ) = ' (x; y; z) = x2 � y2 + z2 un câmp scalar.
Suprafȩtele de nivel sunt de ecuaţie x2 � y2 + z2 = c; c 2 R.
Pentru c = 1 şi c = 4; suprafȩtele x2 � y2 + z2 = 1 şi x2 � y2 + z2 = 4 sunt hiperboloizii cu o

pânz¼a:
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Pentru c = 0; suprafaţa x2 � y2 + z2 = 0 este conul p¼atratic:
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Pentru c = �1 şi c = �4; suprafȩtele x2 � y2 + z2 = �1 şi x2 � y2 + z2 = �4 sunt hiperboloizii
cu dou¼a pânze:
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Se observ¼a c¼a au loc a�rma̧tiile din Observaţia 1:1:("matrioska", "foi de ceap¼a")
b) Fie P un punct dintr-un domeniu D din spaţiu. Se poate de�ni ' (P ) drept temperatura

nevariind în timp (sau presiunea, sau umiditatea) m¼asurat¼a în acel punct, într-un sistem de unit¼aţi
covenabil ales. În cazul în care câmpul scalar este al temperaturilor, suprafȩtele de nivel se numesc
izoterme; în cazul în care este al presiunilor, se numesc izobare.

Se va studia viteza de variaţie a unui câmp scalar ' dup¼a o direçtie dat¼a, în vecin¼atatea unui
punct dat, prin similitudine cu viteza de variaţie a unei funçtii f : D � R! R, a c¼arei monotonie
se studia pe baza derivatei.
De�ni̧tia 1:2: Fie S0 o suprafaţ¼a de nivel a câmpului scalar ' care trece prin punctul P0 şi �e un
versor liber �!s , reprezentat cu originea în P0:

Fie S o suprafaţ¼a de nivel a câmpului scalar '; vecin¼a cu S0. Fie P punctul în care versorul
�!s

(direçtia versorului) intersecteaz¼a suprafaţa de nivel S:
Dac¼a �s este variaţia lungimii (m¼arimea deplas¼arii) pe direçtia lui

�!s ; considerat¼a cu + în
sensul lui �!s şi cu � în sensul opus lui �!s ; atunci ��!P0P = �s�!s :
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Se numeşte derivata câmpului scalar ' dup¼a direcţia versorului �!s în punctul P0; num¼arul
lim
�s!0

' (P )� ' (P0)
�s

not.
=

d'

d�!s (P0) ; (1)

ori de câte ori aceast¼a limit¼a exist¼a şi este �nit¼a.
Observa̧tia 1:2:

a) Dac¼a
d'

d�!s (P0) > 0; atunci câmpul scalar ' creşte într-o vecin¼atate a lui P0 dup¼a direçtia şi

sensul lui �!s :
b) Dac¼a

d'

d�!s (P0) < 0; atunci câmpul scalar ' descreşte într-o vecin¼atate a lui P0 dup¼a direçtia şi
sensul lui �!s :
Observa̧tia 1:3: Conform cursului de Analiz¼a Matematic¼a,

-dac¼a �!s =
�!
i ; atunci

d'

d
�!
i
(P0) =

@'

@x
(P0) ;

-dac¼a �!s =
�!
j ; atunci

d'

d
�!
j
(P0) =

@'

@y
(P0) ;

-dac¼a �!s =
�!
k ; atunci

d'

d
�!
k
(P0) =

@'

@z
(P0) :

Teorema 1:1: (expresia derivatei dup¼a o direçtie în coordonate carteziene):
Fie ' : D � R3 ! R, ' 2 C1 (D). Atunci ' admite derivate dup¼a orice direçtie �!s în orice

P0 2 D: În plus, dac¼a �!s = �
�!
i + �

�!
j + 


�!
k ; �; �; 
 2 R este versor, atunci

d'

d�!s (P0) = �
@'

@x
(P0) + �

@'

@y
(P0) + 


@'

@z
(P0) : (2)

Teorema 1:2: (expresie a derivatei dup¼a o direçtie):
Fie ' : D � R3 ! R, ' 2 C1 (D) şi P0 2 D: Fie �!n versorul normalei la suprafaţa de nivel S0 în

punctul P0. Atunci, pentru orice
�!s -un alt versor cu originea în P0, cu � = \��!n ;�!s �;

d'

d�!s (P0) =
d'

d�!n (P0) cos � (3)
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Observa̧tia 1:4: a) Din Teorema 1:1; expresia derivatei lui ' dup¼a direçtia lui �!s reprezint¼a
produsul scalar între vectorul

�!n = @'

@x
(P0)

�!
i +

@'

@y
(P0)

�!
j +

@'

@z
(P0)

�!
k ;

normal la suprafaţa de nivel a câmpului ' prin punctul P0 şi versorul
�!s ; adic¼a

d'

d�!s (P0) =
�!n � �!s :

b) Dac¼a
�!
l = �

�!
i +�

�!
j +


�!
k ; �; �; 
 2 R nu este versor, atunci, în ipotezele Teoremei 1:1; derivata

dup¼a direçtia versorului lui
�!
l ;�!s = 1


�!l 


�!l ; este:

d'

d�!s (P0) =
�p

�2 + �2 + 
2

@'

@x
(P0) +

�p
�2 + �2 + 
2

@'

@y
(P0) +


p
�2 + �2 + 
2

@'

@z
(P0) :

c) Dintre toate direçtiile cu originea în P0; direçtia în raport cu care derivata lui ' este
maxim¼a este direçtia normalei.

Într-adev¼ar,





 d'd�!s (P0)




 = max, jcos �j = max = 1

Pentru c¼a �!n este �xat) cos � = �1, [� = 0 sau � = �], �!n şi �!s au aceeaşi direçtie.

Exemplul 1:2: Fie
câmpul scalar ' : R3 ! R, ' (P ) = 2x2 � 4xyz + ez;
punctul P0 (1; 0;�2) ;
vectorul

�!
l =

�!
i � 2�!j + 3�!k :

S¼a se determine derivata câmpului scalar ' în P0 dup¼a direçtia vectorului versor al lui
�!
l ;
d'

d�!s (P0) :
S¼a se studieze dac¼a într-o vecin¼atate a punctului P0, câmpul scalar ' creşte sau descreşte dup¼a

direçtia şi sensul lui �!s .
S¼a se scrie ecuaţia suprafȩtei de nivel pe care se a�¼a P0:

Rezolvare.



�!l 


 =q12 + (�2)2 + 32 = p14) �!s = 1p

14

�!
i � 2p

14

�!
j +

3p
14

�!
k :

' 2 C1
�
R3
�
; cu

@'

@x
(P ) = 4x� 4yz; @'

@y
(P ) = �4xz; @'

@z
(P ) = �4xy + ez;

Conform (2))
d'

d�!s (P0) =
1p
14

@'

@x
(1; 0;�2)� 2p

14

@'

@y
(1; 0;�2) + 3p

14

@'

@z
(1; 0;�2) =

=
1p
14
(4 � 1� 4 � 0 � (�2))� 2p

14
((�4) � 1 � (�2)) + 3p

14

�
(�4) � 1 � 0 + e�2

�
=

=
�12p
14
+
3e�2p
14
:
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Deoarece
d'

d�!s (P0) =
�12 + 3e�2p

14
< 0 ) câmpul scalar descreşte într-o vecin¼atate a P0 dup¼a

direçtia şi sensul lui �!s :
Ecuaţia suprafȩtei de nivel pe care se a�¼a P0 este
2x2 � 4xyz + ez = 2 � 12 � 4 � 1 � 0 � (�2) + e�2:
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De�ni̧tia 1:3: Fie ' : D � R3 ! R, ' 2 C1 (D). Se numeşte gradientul câmpului scalar ' în
P0 2 D vectorul din V3 :

grad' (P0) =
d'

d�!n (P0)
�!n ; (4)

unde �!n este versorul normalei la suprafaţa de nivel S0 în punctul P0:
Observa̧tia 1:5. a) (gradientul ca vector normal) Gradientul lui ' într-un punct este or-
togonal pe suprafa̧ta de nivel a lui ' în acel punct; putând � folosit la a construi un vector
normal la o suprafaţ¼a. În ipoteza c¼a grad' (P0) 6= 0; un versor normal la suprafa̧ta de nivel în P0
este

�!n = 1

kgrad' (P0)k
grad' (P0).

b) (gradientul proiectat pe un versor) Deoarece
d'

d�!s (P0) = grad' (P0) �
�!s = pr�!s grad' (P0) ;

rezult¼a c¼a derivata dup¼a direçtia unui versor într-un punct este proieçtia scalar¼a a
gradientului pe acel versor.
c) (gradientul şi direçtia celei mai rapide varia̧tii) Deoarece

d'

d�!s (P0) = grad' (P0) �
�!s ;

calculând derivata dup¼a direçtia versorului gradientului, �!n = 1

kgrad' (P0)k
grad' (P0), se obţine

d'

d�!n (P0) = grad' (P0) �
�

1

kgrad' (P0)k
grad' (P0)

�
=
kgrad' (P0)k2

kgrad' (P0)k
= kgrad' (P0)k > 0;

adic¼a
d'

d�!n (P0) = kgrad' (P0)k > 0:

Se deduce c¼a direçtia gradient este o direçtie de creştere a câmpului scalar '; iar direçtia
opus¼a este una de descreştere. Mai mult este direçtia celei mai rapide creşteri/ descreşteri,
conform Teoremei 1:2 şi a Observaţiei 1:4:c):

Fie o sal¼a de curs în care temperatura este dat¼a de un câmp scalar ' (P ), presupunând c¼a
temperatura nu variaz¼a în timp. Atunci, în �ecare punct din am�teatru, gradientul va ar¼ata
direçtia în care temperatura creşte cel mai repede. Magnitudinea gradientului va determina cât de
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repede creşte temperatura în acea direçtie.
d) Deşi gradientul poate � dat în termeni de coordonate (vezi Teorema 1:3), el este invariant în
raport cu transform¼arile ortogonale.
Teorema 1:3: (expresia gradientului unui câmp scalar în coordonate carteziene):

Fie ' : D � R3 ! R; ' 2 C1 (D) : Atunci ' admite gradient în orice punct P0 2 D şi

grad' (P0) = r' (P0) =
@'

@x
(P0)

�!
i +

@'

@y
(P0)

�!
j +

@'

@z
(P0)

�!
k (5)

Notând cu r operatorul Hamilton de derivare parţial¼a

r = @

@x

�!
i +

@

@y

�!
j +

@

@z

�!
k ;

se poate scrie formal
grad' (P ) = r' (P ) ;8P 2 D:

Exemplul 1:3: S¼a se determine gradientul câmpului scalar
' : R3 ! R, ' (P ) = e2x�3y+z2 � (x� y) ;

în punctul arbitrar P (x; y; z) şi în P0 (0; 2; 3) : S¼a se scrie ecuaţia suprafȩtei de nivel prin P0:
Rezolvare. ' 2 C1

�
R3
�
; cu

@'

@x
(P ) = e2x�3y+z

2 � 2 (x� y) + e2x�3y+z2 ;
@'

@y
(P ) = e2x�3y+z

2 � (�3) (x� y) + e2x�3y+z2 (�1) ;
@'

@z
(P ) = e2x�3y+z

2 � 2z (x� y) ;
Conform (5))
grad' (P ) = r' (P ) = e2x�3y+z2

�
(2x� 2y + 1)�!i + (�3x+ 3y � 1)�!j + 2z (x� y)�!k

�
:

grad' (P0) = r' (0; 2; 3) = e3
�
�3�!i + 5�!j � 12�!k

�
:

Suprafaţa de nivel ce trece prin P0 (0; 2; 3) ; determinat¼a de acest câmp are ecuaţia:
' (P ) = ' (P0), e2x�3y+z

2 � (x� y) = �e3:
Suprafaţa de nivel (în P0) şi câmpul de gradienţi (în general) au reprezentarea:

x

­4

­4
­2

y

z­2

4

­4
­2

0
2

4

0

2

2

0

4

­4

­4­4
­2 ­2

­20 0
0

xy

z
2

2 2

4

4 4

Exemplul 1:4: Se d¼a câmpul scalar ' (P ) = x2y + y2z + z2x:
a) S¼a se determine suprafa̧ta de nivel ce trece prin P0 (2; 1;�1) ; determinat¼a de acest câmp.
b) S¼a se determine un versor director al normalei în punctul P0 la suprafaţa de nivel g¼asit¼a. S¼a se
precizeze dac¼a ' creşte sau scade dup¼a direçtia acestui versor.
Rezolvare. a) Suprafaţa de nivel ce trece prin P0 (2; 1;�1) ; determinat¼a de acest câmp are
ecuaţia:
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' (P ) = ' (P0), x2y + y2z + z2x = 22 � 1 + 12 � (�1) + (�1)2 � 2, x2y + y2z + z2x = 5:
Suprafaţa de nivel (în P0) şi câmpul de gradienţi (în general) au reprezentarea:
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b) Un versor normal la suprafaţa de nivel în P0 este versorul vectorului grad' (P0) ;
�!n (P0) =

1

kgrad' (P0)k
grad' (P0) :

' 2 C1
�
R3
�
; cu

@'

@x
(P ) = 2xy + z2;

@'

@y
(P ) = x2 + 2yz;

@'

@z
(P ) = y2 + 2xz;

Conform (5)) grad' (P ) = r' (P ) =
�
2xy + z2

��!
i +

�
x2 + 2yz

��!
j +

�
y2 + 2xz

��!
k )

grad' (P0) = r' (2; 1;�1) = 5
�!
i + 2

�!
j � 3�!k ;

kgrad' (P0)k =
q
52 + 22 + (�3)2 =

p
38:

�!n (P0) =
5p
38

�!
i +

2p
38

�!
j � 3p

38

�!
k :

Este versor normal la suprafaţa de nivel în P0: Direçtia lui (aceeaşi cu a gradientului) este una
dup¼a care câmpul scalar creşte într-o vecin¼atate a lui P0; chiar este direçtia celei mai rapide creşteri.

Exemplul 1:5: Se d¼a câmpul scalar ' (P ) = x3+y3+z3�3xyz: În ce puncte ale spaţiului direçtia
vectorului grad' este paralel¼a cu axa Oz?

Rezolvare. ' 2 C1
�
R3
�
; cu

@'

@x
(P ) = 3x2 � 3yz; @'

@y
(P ) = 3y2 � 3xz; @'

@z
(P ) = 3z2 � 3xy;

Conform (5)) grad' (P ) = r' (P ) =
�
3x2 � 3yz

��!
i +

�
3y2 � 3xz

��!
j +

�
3z2 � 3xy

��!
k :

Câmpul de gradienţi are reprezentarea:

2

00
2 2

xy

z­2 ­20
­2
­4

­4­4

44

4

Direçtia vectorului grad' este paralel¼a cu axa Oz ,�
3x2 � 3yz = 0
3y2 � 3xz = 0 ,

�
x2 � yz = 0
y2 � xz = 0 �o curb¼a în spaţiu, obţinut¼a ca interseçtia a dou¼a suprafȩte

(cea albastr¼a şi cea roşie).
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Teorema 1:4: (reguli de calcul cu operatorul gradient):
Fie '1; '2 : D � R3 ! R; '1; '2 2 C1 (D) şi �e � 2 R: Atunci '1+'2; �'1; '1'2 admit gradient

în orice punct P 2 D şi
grad ('1 + '2) (P ) = grad'1 (P ) + grad'2 (P )
grad (�'1) (P ) = � grad'1 (P )
grad ('1'2) (P ) = '2 (P ) (grad'1 (P )) + '1 (P ) (grad'2 (P )) :

Dac¼a '2 6= 0 pe D; atunci
'1
'2

admite gradient şi

grad

�
'1
'2

�
(P ) =

1

'22 (P )
('2 (P ) (grad'1 (P ))� '1 (P ) (grad'2 (P )))

Dac¼a f : A � R! R; f 2 C1 (A) atunci '1 � f admite gradient şi
grad (f ('1)) (P ) = f

0 ('1 (P )) grad'1 (P ) :
De�ni̧tia 1:4: a) Notând cu � operatorul Laplace de derivare parţial¼a

� =
@2

@x2
+
@2

@y2
+
@2

@z2
;

se numeşte laplaceanul câmpului scalar ' : D � R3 ! R, ' 2 C2 (D) în P0 2 D num¼arul:

�' (P0) =
@2'

@x2
(P0) +

@2'

@y2
(P0) +

@2'

@z2
(P0) :

b) Un câmp scalar ' : D � R3 ! R se numeşte funcţie armonic¼a pe D dac¼a
�' (P ) = 0;8P 2 D:

Observa̧tia 1:6: De�ni̧tiile şi teoremele se pot rescrie şi pentru câmpuri scalare plane
' : D � R2 ! R, unde D este un domeniu din R2;

cu menţiunea c¼a în loc de suprafȩte de nivel apar curbe de nivel, gradientul are direçtia normalei,
ş.a.m.d.
A se vedea profesor Eugene Khutoryansky: "Gradients and Partial Derivatives"

https://www.youtube.com/watch?v=GkB4vW16QHI

a) Fie câmpul scalar ' : D � R2 ! R; ' (P ) =
x2

2
+
y2

2
:

Curbele de nivel ce trec prin P1 (1; 1) şi P4 (�1; 1) ; P2 (1; 2) şi P5 (�1; 2) ; P3 (1; 3) şi P6 (�1; 3)
sunt cercuri de ecuaţii:

x2

2
+
y2

2
= 1 (bleu);

x2

2
+
y2

2
= 5

2 (albastru deschis);
x2

2
+
y2

2
= 5 (albastru închis):

' 2 C1
�
R2
�
; cu

@'

@x
(x; y) = x;

@'

@y
(x; y) = y:

Conform (5)) grad' (P ) = r' (P ) = x�!i + y�!j = �!r (P ) :
Gra�cul, curbele de nivel şi câmpul de gradienţi (în general) au reprezentarea:
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Curbele de nivel ale câmpului scalar sunt în nuanţe de albastru, de la deschis la închis reprezen-
tând valori ale câmpului de la mic la mare, iar gradientul corespunz¼ator este reprezentat de s¼agȩti
roşii, care au orientarea spre creşterea câmpului.

b) Fie câmpul scalar ' : D � R2 ! R; ' (P ) = �x
2

2
� y

2

2
:

Liniile de nivel ce trec prin P1 (1; 1) şi P4 (�1; 1) ; P2 (1; 2) şi P5 (�1; 2) ; P3 (1; 3) şi P6 (�1; 3)
sunt cercuri de ecuaţii:

�x
2

2
� y

2

2
= �1 (albastru închis);�x

2

2
� y

2

2
= �5

2 (albastru deschis);�
x2

2
� y

2

2
= �5 (bleu);

' 2 C1
�
R2
�
; cu

@'

@x
(x; y) = �x; @'

@y
(x; y) = �y:

Conform (5)) grad' (P ) = r' (P ) = �x�!i � y�!j = ��!r (P ) :
Gra�cul, curbele de nivel şi câmpul de gradienţi (în general) au reprezentarea:
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Curbele de nivel ale câmpului scalar (în¼aļtimea dealului) sunt în nuanţe de albastru, de la
deschis la închis reprezentând valori ale câmpului de la mic la mare, iar gradientul corespunz¼ator
este reprezentat de s¼agȩti roşii, care au orientarea spre creşterea câmpului.
c) Fie câmpul scalar ' : D � R2 ! R; ' (P ) = xy:

Curbele de nivel ce trec prin P1 (1; 1) ; P2 (1; 2) ; P3 (1; 3) ; P4 (�1; 1) ; P5 (�1; 2) ; P6 (�1; 3) sunt
hiperbole echilatere de ecuaţii:

xy = 1 (bleu); xy = 2 (albastru deschis); xy = 3 (albastru închis);
xy = �1 (roşu închis); xy = �2 (roşu); xy = �3 (roz)
' 2 C1

�
R2
�
; cu

@'

@x
(x; y) = y;

@'

@y
(x; y) = x:

Conform (5)) grad' (P ) = r' (P ) = y�!i + x�!j :
Gra�cul, curbele de nivel şi câmpul de gradienţi (în general) au reprezentarea:
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Curbele de nivel ale câmpului scalar sunt în nuanţe de albastru, de la deschis la închis reprezen-
tând valori ale câmpului de la mic la mare şi în nuanţe de roşu, de la deschis la închis reprezentând
valori de la mic la mare, iar gradientul corespunz¼ator este reprezentat de s¼agȩti roşii, care au ori-
entarea spre creşterea câmpului.
d) Fie un deal a c¼arui în¼aļtime deasupra nivelului m¼arii într-un punct P (x; y) este ' (P ). De ex-

emplu, ' (P ) = �x
2

2
� y

2

2
de la b), cu gra�cul, curbele de nivel şi câmpul de gradienţi reprezentat

anterior.
Gradientul lui ' într-un punct P0 este un vector care arat¼a direçtia în care panta este cea mai

abrupt¼a în acel punct. Cât de abrupt¼a este panta în punctul respectiv este dat de norma vectorului
gradient.

Gradientul poate � folosit şi pentru a m¼asura cât se modi�c¼a un câmp scalar în alte direçtii, şi
nu doar direçtia în care se schimb¼a cel mai mult, efectuând un produs scalar. Conform Observaţiei
5; c) şi Teoremei 2)

d'

d�!s (P0) = grad' (P0) �
�!s şi d'

d�!s (P0) =
d'

d�!n (P0) cos �
Se presupune c¼a cea mai abrupt¼a pant¼a de pe dealul ales este 44%. Dac¼a un drum merge direct

în sus pe acel deal, atunci cea mai abrupt¼a pant¼a a drumului va � chiar 44%, f¼acându-l greu de
utilizat. Dac¼a drumul ocoleşte dealul în unghi cu direçtia vectorului gradient, atunci panta va
� mai mic¼a. De exemplu, dac¼a unghiul dintre drum şi direçtia de pant¼a maxim¼a, proiectat¼a pe
planul orizontal, este 60�, atunci cea mai abrupt¼a pant¼a pe drum va � de 22% = 44%cos 60�.
Asta deoarece gradientul funçtiei în¼aļtime a dealului înmuļtit¼a scalar cu un vector unitate d¼a panta
dealului în direçtia vectorului, adic¼a derivata dup¼a direçtia lui �!s :


