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CURS NR. 10
Matematici Speciale, ATA

9.1. TRANSFORMATA FOURIER

In Teoria Semnalelor, transformata Fourier se utilizeazi pentru a modela ca reprezentare spec-
trald semnale aperiodice, iar seriile Fourier pentru cele periodice. A se vedea Fourier Transform,
Fourier Series and frequency spectrum, de profesor Eugene Khutoryansky:

https://www.youtube.com/watch?v=r18Gi8ISkfM.

Separat se studiazi cazul semnalelor digitale. In toate aceste situatii se poate realiza si operatia
inversd, de sinteza Fourier, adica de reconstructie a semnalului in timp din cunoasterea componen-
telor lui spectrale. Daca spectrul unui semnal periodic este discret, cu linii spectrale la frecvente kwg
date de teoria seriilor Fourier, in schimb spectrul unui semnal nu neaparat periodic este continuu.

Ideea lui Fourier de a descompune unele entitdti din naturd ca suma / suprapunere de entitati
mai simple a condus ca, in matematicé, unele ecuatii diferentiale ce le modeleaza si fie transformate
in ecuatii mai simple. S-a reugit masurarea lungimii de unda a luminii absorbite in diverse medii si,
cu ajutorul tehnologiilor informatice, s-a realizat compresia semnalelor i imaginilor prin reducerea
lor la giruri de numere; acestea fiind regésite in transmisiile fara fir, in studiul vibratiilor, in muzica
electronica etc. Transformata unui semnal nu este un alt semnal, ci o altd reprezentare, aptd de
alte interpretari, fard pierdere de informatie.

Definitia 9.1.1. a) O functie g : R — R (sau g : R — C) se numeste functie absolut integrabila pe
R sau functie din L' (R) daca

3 folg B dt = [721g (1)] dt < +oo.

b) O functie g : R — R (sau g : R — C) se numeste functie local integrabila pe R sau functie din
Ll (R) daci este integrabild pe orice interval compact din R.
c¢) O functie g : R — R (sau g : R — C) se numeste functie integrabila pe R daci

3[agt)dt = [T g(t)dt finit in R (sau C).

Observatia 9.1.1. a) Daca f este absolut integrabild pe R, atunci f este si local integrabild pe
R. Intr-adevir, dacd g € L' (R) atunci, V [a, b] interval mérginit din R,

gt < [Z1g(0)]dt < +oo.

Reciproca nu este adevarata, existd functii local integrabile pe R care nu sunt absolut integrabile
pe R. De exemplu, g : R — R, g (t) = 23 este din L} _(R), dar nu este din L' (R).

Se observa ca f ia valori pozitive si ca, pe orice interval compact, existd arie de subgrafic; dar
pe R, aria benzii orizontale situate sub grafic gi deasupra axei Ot este infinita.
b) Dacd f este absolut integrabild pe R, atunci f este si integrabild pe R.

Reciproca nu este adevarata, exista functii integrabile pe R care nu sunt absolut integrabile pe

int
R. De exemplu, g : R = R, g(t) = % -1 (t), unde functia
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0, dacat<0

1, dacat>0.

este functia treapta unitate (functia Heaviside). In alte materiale pot apérea notatii diverse, precum
H(t), u(t), 0(t)— a se vedea https://mathworld.wolfram.com/HeavisideStepFunction.html sau
Mary Attenborough, Mathematics For Electrical Engineering And Computing.

n:RHR(saun:RH(C),n(t):{

n € O este functie original, cu abscisa de convergenta o, = 0.
og este integrabild pe R. Intr-adevar, s-a ardtat la EDCO ca

int +eo ¢ oo ¢
E{Sl?-n(t)}(s)_/o e Stsm dt = —arctgsé/ Utsm dt = F(0) = § —arctg0 = §

=3 frgt)dt=["Tg(t)dt =F < +oc.

Se observi cd pe R, suma ariilor regiunilor situate sub grafic (cu + unde graficul este deasupra
axei) si deasupra graficului (cu — unde graficul este sub axa), limitate de Ot este finitd pentru
sinusul atenuat.

eg nu este absolut integrabild pe R. Intr-adevir,

400 400
t t
/ sint g — / |sin |dt
0 t
S t —sint 3msint AT _gint
/ idt / - dt+/ iy / L
t 2T t 3r t

k1) gin ¢ (2k+2)m _ ¢ formal
—dt + dt+.. >
U t (2k+1)m

/ smtdt / _Sintdt+/37r81ntdt /4”—sintdt+m+
s op 2T 3¢ 9T
ok 2kT @krnyr Ck+1)m T

>/7rsmtdt+2+2+2+ PRI S
“Jo t T 27 3¢ 2%km (2k+1)m T
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Sl—ntdt+ I +—+ Sl—ntdt+ (LTI SN S
273 273 2%k -

TV
numar real s 1

00, ca sumd a seriei Z -

=y
Se observa cad pe R, suma ariilor regiunilor situate sub grafic (cu + unde graficul este deasupra

axei), limitate de Ot este infinitd pentru modulul sinusului atenuat.
c) Definitia este consistentd, adicd exista functii care sunt absolut integrabile pe R.

1 R
De exemplu, g : R — R, g (¢t) = o este absolut integrabild pe R, g € L' (R). Intr-adevar,
too 1 formal t—o00 ™ ™
/_oo t2+1'dt rctgt|t_)_oo:§— <—§> =7 < +o0.
L L . . /¥ . . . L !

(este aria subgraficului pentru |g|)
Definitia 9.1.2. Fieg: R — R (sau g : R — C), g € L' (R). Functia
+oo

G:R—NC,G(UJ):/g(t)e—jwtdt:/ g(t)e‘jmdt
R

— 00

se numeste transformata Fourier a functiei g sau imaginea functiei g prin transformata Fourier
(sau functie de densitate spectrala, spectru in frecventa, functie de distributie a frecventelor cu
notatia g (w)) Se noteaza

G (w)=F{g(t)} (w)]sau |G (w) =G (w)|

Deoarece e~ 39! = cos (wt) — jsin (wt) , functiile

“+o00

+o00
Ge (w) = / g (t)cos (wt)dt = Re G (w) 51 Gs (w) = / g (t)sin (wt)dt = —Im G (w)

—00 — 00

se numesc transformatele Fourier ale functiei g prin cos, respectiv prin sin.

Teorema 9.1.1 (teorema fundamentald a transformatei Fourier). Daci g € L! (R) atunci
integrala improprie pe interval nemarginit din Definitie, cu parametrul w € R, este absolut conver-
gentd si uniform convergenta pe R, adica transformata Fourier GG este bine definitd. Mai mult, este

continud gi marginitd pe R, cu | 1|1m G (w)=0.
w|—00

Operatorul F : L' (R) — C° (R; C) se numeste operatorul Fourier (transformarea Fourier).
Demonstratie. Convergenta se demonstreaza utilizand Criteriul Comparatiei cu Inegalitati, iar
continuitatea si marginirea utilizind proprietatile integralei cu parametru.
Observatia 9.1.2. Se mentioneazs ca

e 19 = cos (wt) — jsin (wt) = cos (wt) + jsin (wt) = elwt
si cit e/t este un semnal unitar, periodic, de perioads principals T' = %’r si frecventd v = % = £
(in ipoteza w > 0 pentru modelare). Atunci:

+oo
Gw) = /R g (t) e 2t = / g (t) e 2mivdt,

—00
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Observatia 9.1.3. a)Transformata Fourier este o functie complexa. Conform teoremei de inver-
sare data ulterior, va permite un transfer bilateral de informatie intre domeniul "timp" si domeniul
"frecventd". Asa cum o melodie (adica un sir de note muzicale) este transformata in unde electro-
magnetice, este transmisd cu viteza luminii si ascultata apoi, prin recompunere.

b) Numaérul complex G (w) se poate scrie sub forma exponentiala:

G(w) = A(w)e®w),
unde A (w) = |G (w)| este amplitudinea in frecventa a semnalului g si ® (w) = arg G (w) este faza
in frecventa a semnalului g. Multimea {(w, A (w));w € R} se numeste spectrul in amplitudine (in
frecventd) al semnalului g. v se méasoard in Hz, w in rad/s, iar A in decibeli.

Se mai spune ca transformata Fourier G (w) a raspunsului la impuls ¢ (¢) al unui sistem se
coreleaza cu raspunsul in frecventa al sistemului. Dependenta magnitudinii |G (w)| in functie de
frecventd va fi caracteristica de modul a sistemului. Dependenta fazei arg G (w) in functie de
frecventa va fi caracteristica de faze a sistemulus.
c¢) Se utilizeazd numere complexe pentru ci oscilatiile armonice au amplitudine si frecventa (a se
vedea Anexa 4 din Curs AM), deci o pereche de proprietiti, pe care numerele complexe le pot
incorpora impreuna.

d) Functiile sinus, cosinus, exponentiald, treapta unitate, signum, constantele reale, polinoamele si
altele nu sunt in L' (R), deci nu admit transformatd Fourier in sensul definitiei date. Aceasta se
va corecta utilizadnd distributiile.

e) Transformata Fourier a unui semnal g din L' (R) nu apartine neap#rat multimii L! (R), cum
se observa din exemplul 2¢) urmator. Deci operatorul Fourier F nu este un operator al spatiului
L' (R).

f) Dacil g este original Laplace din L' (R) atunci transformata Fourier coincide cu transformata
Laplace in s = jw :

FLF0} W) =L{f B} (w).|
Exemplul 9.1.1. Utilizand definitia, sd se determine transformata Fourier pentru:

1, daca [t| <71

9 :R—R,g: (1) = { 0, dacid ItI > T,
(semnalul rectangular, fereastra dreptunghiulara, poarta temporala)

,unde 7 > 0.

. _ [ 1, dacate[-T,T7]
Rezolvare. Fie g, : R — R, g, (t) = { 0, dacd t € |—o0, —r[U]r, +oo]
eSe observi ci g, € L' (R), deoarece

“+o00 (C) —T T “+o00
/ ]gT(t)|dt—/ \0]dt+/ \1]dt+/ 10 dt = 2 < +oc.

—0oQ —0o0
(este aria subgraficului pentru |g,|)

eSe calculeazé+

0o -7 T +0o0
G(w) = / gr (t) e Iwtqt = / Oe—i@tqt —I—/ le dwtdt —|—/ Oe~Iwtdt =

o —T



Gabriela Grosu / Matematici Speciale )

- —juwt (=T —jwr _ —jwT 2) ;
t;st.c v:arvlabllao_i_ € : L0= e : € — Zgn ((UT) —or. Sin (UJT).
e integrare —JW =, —Jw w wT
DeciG:R—MC,G(w):QT'Sm(WT)sauf{gT(t)}(w):2T-Slnufj_m—)+0j.

Deoarece semnalul rectangular g este un semnal real gi par (grafic simetric fatd de axa verticald),
atunci spectrul G este real i par

Mai mult, pentru aceasta transformata, care are ca valoare un numaér real, se poate reprezenta
graficul ei (anvelopa)

2
iar amplitudinea in frecventa este A (w) = |G (w)| = \/<2 sin (w7)> +(0)? =2

s
in(wT) cu
w

w
reprezentarea

Comentariu. In limbaj spatial, fie semnalul rectangular de iniltime A > 0 si lungime [ > 0
. [ A, dacate[-l]]
9:R—=R,g(t)= { 0, dacate]—oo,—l[U]l,4+o00[ °
eSe observi cd g € L' (R), deoarece

+o00 ©) —1 l 400
/ g (0] dt € / |O\dt+/ yA|dt+/ 10 dt = 21 < +oo.
—1 1

—0Q — 00
eSe calculeaza

+o00 ) ©) —1 ) l ) 400 )
G(w) = / g(t)e I¥ldt = / OeI«tdt + / AeI9tdt + / OeIWidt =
- -0 —1 l

O.o . —juwt t=l —jwl _ —jw(=) 24 :
teste yariabili ) 4 € 0= A4S € =2 G () = o 4,510 (wl)‘
de integrare —JW 4= —Jw w wl
in (wl in (wl
Deci G:R — C,G (w) = 241 (7 ) sau F{g(t)} (w) = 24122 (7 )
w w .
Se mai scrie G (w) = 2Alsa (wl), unde functia sinus atenuat este sa (u) = S
u

Comentariu: Se va arata ca

-dacid g : R — R, g € L' (R) este un semnal real aleator, atunci partea reald a spectrului Re G
si modulul spectrului A (w) = |G (w)| sunt functii pare, iar partea imaginara a spectrului Im G si
faza spectrului ® (w) = arg G (w) sunt functii impare;
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-daci g: R — R, g € L' (R) este un semnal real si par, atunci spectrul G este real si par, unde

ReG = G, (w)

-dacd g : R — R, g € L' (R) este un semnal real si impar, atunci spectrul G este pur imaginar

si Im G este impar, unde —Im G = G5 (w) .

Observatia 9.1.4. Fie semnalul rectangular

1, dacd |t| <7
T R—R = ’ -
g —~Ryg- (1) { 0, dacd [t| > T,

;unde 7 =17 > 0.

In teoria semnalelor, semnalul rectangular aperiodic apare reprezentat

sau

2
si se studiazd cu transformata Fourier, unde G (w) = —sin (w7}), in timp ce semnalul rectan-

o

w

gular periodic corespunzator g (t) = Z g (t — kT') apare reprezentat

k=—00

si se studiaza cu serii Fourier, unde T - ¢,

: : T ——t——1 T II__II i LR B
sau i
2 sin(kwoT?
= ’(CUJOO 1), k#o .
9T, k=0

Cregterea perioadei T face ca semnalul periodic sd se apropie de

g(t) - g (t)).

cel aperiodic (T — oo =
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F”(f)n
k=-3 k=-2 k=-1 k=0 k=1 k=2 k=3
=37 -2TM Tty o T2 TM 2T 3T ¢t
/ / ?(r)“ \ \.
k=-2 k=-1 k=0 k=1 k=2
270 / T T®2 0 T2 T(z}\ 2T t
/ 0 \
| Ik=-2 k=-1 k=0 k= k=2
2T / -TG) T C)y2 0 TG /2 T®) 2T(3>\j
g(1)+ \.
_|k=-2 k=-1 ig k=0 k=1 k=2
=T -T*) /2 0 TE) /2 T® t

De mentionat o teorema de la calculul de integrale reale cu reziduuri, rescrisa:
CP(t) _.
T 1. FieZ = / Le_J‘”talt, a = —w >0, unde
00 Q(1)

P,QeR[t],grad@ > grad P+ 1,Q (t) # 0,Vt € R. Atunci:
N P(z)
T =27j Erezf (zx), unde f (2) 00
Exemplul 9.1.2. Sa se determine transformata Fourier pentru:
a) g:R—R,g(t) =e " unde a > 0 (semnalul simetric exponential cazitor, cu a = wy);
b) g:R—R,g(t) =e " unde a > 0 (semnalul Gaussian);
c)g:R—>R,g(t)= { eo’t’ :ilzzgi;g, ;d)g:R—>R,g(t) = { eoét, 322;;;87
0, dacat<O
e~ dacdt >0,
exponentiald si treapta unitate, semnalul exponential cazator, cu a = wy).
e) si transformata Fourier prin cos pentru:

g:R—-R,g(t) =

e~ 19% jar z, sunt acei poli cu Im z; > 0.

si, in general, g : R — R, g (t) = { unde a > 0 (interpretat ca produs intre

(2 +1)*

Rezolvare. a), b), c), d) A se vedea Seminar.
e) eSe observi ci g € L' (R), deoarece
modul 1. Calcul direct:

+o0 +o0 1
/_oo lg (9] dt = /_oo @+t =
1 142 —¢2 1 t2 1 —2t
(t2+1) (t2+1) t*+1 (t2+1) 2+ 1 (t2+1)
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1 L 1y 1 L 1 1
=Jedteft\pan) M= fead e e e ™) T
1

_1 1 _1 1
=3 t2+1dt—|—§t2+1—§arctgt—|—§t2+1+c
too ©) < t t=o0
———dt = (Larctgt+ 1> =7 < 4o0.
/oo (t2+1)2 2 2t2+1 t——00 2

modul 2. Criteriul comparatiei cu inegalitati pentru (C) :

1 1 1
0S|g(t)|:2 ) Sz 7Vt€R oo . +o0o
oo 7 t ($ 1 t4+ 1t_>oz +1 Criteriul %mpara‘glel / |g (t)| di — (C) ‘
/_OO o 1dt = (arctgt)[,_ >, =m—(C) —00

eSe calculeaza
+o0o ) +o00 1 . .
G = [ Tgleisti= [T eyt iy
o PN <t2 + 1)2 de integrare
Nu se poate calcula elementar, cu primitive.
eeSe poate calcula, folosind 7T'1, doar pentru a = —w > 0, adicd w < 0,

+oo 1 )
G (w) :/ e Wit =T,
o (t241)
Aici P(t) =1;Q (t) = (t2 + 1)2 ;grad@ > grad P+ 1,Q (t) # 0,Vt € R.
1 .
Fie f(2) = ———5e7 v,
f(#) (22 +1)°
(22 + 1)2 = 0=z = 4] sunt poli de ordin 2 pentru f, cu Im (+j) =1 > 0.
Atunci, pentru w < 0,

Gw)=T o orjrez f (j) 0+j e pol de ordin 2

conform 2°

. . 1 . \2 1 —jwz @0 —
=2 ey <(<z_‘]) -Gt > ) -

1 . & —jwz (3 N2 —jwz .9 :
— 27 lim (( 26“’2) ):%j i € ( Jw)(z+J). . e (z+3) _
z—0+j (,Z —I—J) 2—0+j (Z +.])
—jwz  (_j ) —Jwi(miw (i) =2 W (2w — 2
— 27 lim & ( J“Fifﬂ ) P ( ‘Jw'({o’ﬂ) ) :2ij
w
(= 1
ee Deoarece g este semnal real si par, din grafic (grafic simetric fatd de axa verticald) sau din
1
g(—t)= ————5 =g(-t),Vt €R,

(=0 +1)
conform Observatiei 9.1.5 ulterioare, rezultd cid G este spectru real si par.
Atunci, pentru w > 0,
‘ _ —w. 1
G () Obs_9.1.5 G (—w) w<0 e (+w+1)
G para 2
. Foo 1 1
ee In plus, G (0) = / ———dt = 5.
Coo (241)° 2
e (—w+ 1)

,w > 0.

+0j, w<O0
Deci G (w) = im+0j, w=0
me ¥ (w+1)

5 +0j, w>0
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eSe calculeazi transformata Fourier prin cos

+oo
G.:R—R,G w:/ ——— cos (wt) dt,
: (0= [ e
folosind transformata Fourier G si e %! = cos (wt) — jsin (wt) , deci:

G:R—C,Gw)=G:(w) —jGs(w)

w' p—
e ey (2w+1)7 w <0
= G, (w) =Re (G (w)) = s, w=0 .
me ¥ (w+1)
—_—, w>0

Teorema 9.1.2 (de liniaritate). Ope2ratoru1 Fourier este liniar, adici Vg,h € L' (R),Va, 3 € C
are loc
| F{ag (t) + Bh(t)} (w) = aF {g(t)} (w) + BF {h ()} (w) ,Yw € R
Teorema 9.1.3 (spectrul semnalului conjugat). Dacid g € L' (R) cu G (w) = F{g(t)} (w),
atunci
F{g(t)} (w) =G (-w),Vw eR
(spectrul conjugatului este simetricul conjugatului spectrului)
Demonstratie. Vw € R,
+o0 +oo -
Fla®}e) = [ g@eita= [ g =G(-w).
—00 —00
Teorema 9.1.4 (spectrul semnalului simetric, reflectarea in timp). Daci g € L' (R) cu

G(w)=F{g ()} (w), atunci
F{g(—1)} (@) = G (—w) ,Yw € R]
(spectrul simetricului este simetricul spectrului)
Demonstratie. Vw € R,
+00 +o0o +oo
Flg(-t)} (w) = / g(—t)e Ivtdt = / g(s)evsds = / g(s)e¥ldt = G (—w).

—00 [ee) —00
Observatia 9.1.5. a) Din Teorema de liniaritate si Teoremele 9.1.3 gi 9.1.4 se observa ca:

Dacé g : R — R, g € L' (R) este un semnal real si par, atunci spectrul G este real si par.
Intr-adevir, g(t) = g (t) = g(~t) = G (~w) = G (w) = G (~w).

Dacid g: R — R, g € L' (R) este un semnal real si impar, atunci spectrul G este pur imaginar si impar.

Intr-adevir, g(t) =g (t) = —g (—t) = G (~w) = G (w) = -G (—w).
b) Daci g : RjRgELl( ), atunci )
Gc(w):/ g (1) cos (wi) dt € R si Gs(w):/ g (t)sin (wt) dt € R

definesc G (w) = G¢ (W) —jGs (W) = G (—w) = G¢ (w) +jGs (w) = G (w),
deci frecventele negative dau o informatie redundanta si de aceea sunt fizic ignorate.
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c) Daci g: R — R, g € L' (R), atunci partea reald si modulul spectrului sunt functii pare,
iar partea imaginara si faza spectrului sunt functii impare.

Intr-adevir, fie g: R — R, g € L' (R), cu

G(w) =Re(G(w))+jIm (G (w)) sau

G(w)=AWw) &%« unde A (w) = |G (W)], ® (w) = arg G (w).

Atuncig(t) =g (t) = G (—w) = G (w) &

eRe (G (—w)) —jIm (G (—w)) = Re (G (w)) + jIm (G (w)) <:>{ Re (G (—w)) =R (G(wz

(
Teorema 9.1.5 (a asemanarii, comportarea la omotetie, scalarea variabilei timp
g€ L' (R) cuG(w)=F{gt)}(w). Atunci, Va € R,a > 0.

1 WY\ pentru aeR* 1 w
t = (7) = - (—) , R.
F{g(at)} (w) aG 5 |a|G 5 Yw €
Demonstratie. Vw € R, > 0,

too i at=s too jw w

Flo)) @ = [ “glateia = [ g eitias=16(Y).

o oo @

Observatia 9.1.6. Rezolvarea Exercitiului 1, d) se putea face folosind Teorema 2 si rezultatul de

lal,c):
e) 1 —jw

J {g(t)}(w) = 12 1 o2
1 w 1—j¥% 3—jw
E] (5)‘ Nz =

Flga(t)} (@) = F{g (30)} () = (e P
3

Exemplul 9.1.3. Utilizand Teorema de scalare a timpului, sa se determine transformata Fourier
pentru g, (2t) si g, (%t) , unde g, este semnalul rectangular

) [ 1, daca |t| <7
gT'R_)R’gT(t)_{O, daci [|t| > T, 7> 0.
Rezolvare. Se observa ca |
1, daca |2t| <1 )
gr :R—R,g, (Qt) = { 0, dacs |2t’ S5 g% (t)v

1
?t
5t

1, daca
g R = Rog- (5t) = { 0, dacd

S-a ardtat, in Exemplul 9.1.1 c& F{g- ()} (w) =2

Atunci, conform Teoremei de scalare a timpului,

. (WT . (WT
1 sin (—2 ) sin (—2 )
= 52 o =2 (comprimarea in timp=-expandare in frecvent) si
e w

<T
- = t).
S 7 927()

sin (wT) ‘

Fig- 20)} (w)

in (2 in (2
Flg- (31)} (w)=2- ZSm; wr) = QSm( wr) (expandare in timp=-comprimare in frecventa).
w w
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Teorema 9.1.6 (a intarzierii-deplasirii in timp, comportarea la translatie). Fie g € L! (R)
cu G(w)=F{g(t)} (w). Atunci, Vtgp € R,ty > 0,
Flg(t—to)} (w) = 10G (w).
(intarzierea-deplasarea in timp a unui semnal cu ¢y =multiplicarea spectrului cu e*jtow)
Demonstratie. Vw € R, Vig € R,y > 0,
oo - t—to=s [T°° - -
Flot—t) @) = [ gl -to)eitar T [Ty o) cnistergs — oG ).

—0o0 —00
Teorema 9.1.7. (a intarzierii-deplasirii in frecventd, comportarea la modulatie). Fie

g€ L'(R) cu G(w)=F{g(t)}(w). Atunci, Vwg € R,wg > 0,
F {ej‘*’otg (t)} (w) =G (w—wop).
(modulare in timp-multiplicare a unui semnal cu o armonici e/ “o! =intarziere cu wo- deplasare in

frecventa)
Demonstratie. Vw € R,Vwg € R, wy > 0,

+00 +oo
F {ejwotg (t)} (w) = / Wl (t) e iwidt = / g(t) e~ ilw—wltgy — @ (w—wp) .

—0o0 —00

Exemplul 9.1.4. Sa se determine transformata Fourier pentru:
g:RHR,g(t):g% (t—17) -9z (t+ %), unde

1, daca [t| <71
gT:R_)R’gT(t):{ ||_

o , T > 0 este semnalul rectangular.
0, dacd [t| > T, g
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Rezolvare. Se observa ca:
0, dacatée]—oo,—7[
—1, dacate[—7,0[
g:R—>Rg(t) = 0, dacdit=0 —functie impara.
1, dacate]0,7]
0, dacdte]r,4o0]

eSe observa ci g € L' (R), din teoremele anterioare.
eSe calculeazd, pe baza teoremelor anterioare

G) = 2 (sin () (7 F —0F) = 2 (sin () (~23) (sin ()

Deci G: R — C,G (w) =j — (cos (wr) — 1)- functie pur imaginard si impara.
w

. —4
:Ji
W

(sin (7))

Se scrie si F {g (1)} (@) = ] % (cos (wr) — 1).

Mai mult, pentru aceasta transformata, care are ca valoare un numar pur imaginar, se poate
reprezenta —%G (w) =—ImG@G.

Deoarece semnalul g este un semnal real gi impar (grafic simetric fata de origine), atunci spectrul
G este pur imaginar gi impar si —ImG (w) = G5 (w).

Teorema 9.1.8 (continuitatea operatorului Fourier). Daci g, — ¢ in L' (R), adic#
”gn - gHLl(R) — 0 atunci

lim G, (w) =G (w),Vw € R.

Teorema 9.1.9 (spectrul semnalului derivat). Fie n € Ngi g € C" (R) a.i.
g® e L' (R) cu | 1|im g®) (#) = 0,0 < k < n.
t|—o0

Atunci | F {g® (1)} () = ) F{g ()} (w) ,Yw e R,VO < k < n

(derivarea de k ori in domeniul "timp"=multiplicare cu (jw)* in domeniul "frecventa").
In particular

F{g (1)} @) =jw- Flg®)} W), Y e R]si | F{g" B} (w) = —w? F{g()} (W), Yw € R
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Teorema 9.1.10 (derivarea spectrului unui semnal). Fie g € L! (R) a.i.
tkg € L' (R),V0 < k < n.

Atunci G € C" (R; C) si

dk f o . k

SFg} W) = F{=iD" g} @), W e R

(derivarea de k ori a spectrului, in domeniul "frecventa"=-multiplicare cu (— jt)k in domeniul
"timp").

L F g} @) = Fl=it- g0} @) = —-F{t-g (0} (@) W e B 5

2
L F @) =F{i? g0} @) = ~F {2 g} () W e R
Exemplul 9.1.4. Utilizand Teorema 9.1.9, si se determine F {—jt - e‘“'”} (w), unde a > 0.
Rezolvare. A se vedea Seminar.
Observatia 9.1.7. Rezolvarea Exercitiului 2,b) se putea face folosind Teoremele de liniaritate si
de derivare. A se vedea Seminar.
Teorema 9.1.11. (spectrul semnalului integrat). Fie g € L! (R) a.i. g sa fie continud. Atunci

([ a0a) - 70 v

oo jw

Teorema 9.1.12 (integrarea spectrului unui semnal). ...
Definitia 9.1.4. Fie g, h € L' (R). Se numeste produs de convolutie a functiilor din L' (R) g si h,
functia g* h: R — R (sau g * h : R — C), definita prin
+o0o

400
(g*h)(t)z/ g(T)h(t—T)dTZ/ h(r)g(t—7)dr.

— 00 — 00

De mentionat ca, daca g, h sunt originale Laplace, atunci

t t
@en =00 ([s@nt-nar) =no ([ rmge-nar).

unde 7 este functia Heaviside.

Teorema 9.1.13 (spectrul produsului de convolutie a doud semnale). Fie g,h € L' (R) cu

transformatele Fourier G (w) = F {g (t)} (w), respectiv H (w) = F {h ()} (w). Atunci gxh € L' (R)

si

’f{g*h}(w):G(w)-H(w),VweR.‘
(convolutia in timp = produs in frecventa).
Demonstratie. Vw € R,

Flownr@) = [ eem@ea= [ ([Tomnie-rar) e

_ /_ :O < /_ fh (t— 1) e—Jwtdt) g(r)dr T /_ :o ( /_ :Oh (s) e‘jw(s+7)ds) g(r)dr =

+o0 . o0 )
([ ameiar) ([ Theiods) = g ) F ) ).
Observatia 50108 Produsul de coﬁsfoolu§ie are proprietati de regularizare.

1, dacd |t| <1

0, dacd [t|>1

Fie semnalul rectangular cu 7 =1, g : R — R, g (t) = {
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Produsul de convolutie a semnalului rectangular cu el insusi este unul triunghiular
0 dacd t € |—00, 2]
—+00 o
B ) 2+t, dacdte[-2,0]
Gro®= [ omg-mndr=4 375 GelelE)

— 00

0 dacd t € ]2, +0o0]

Se poate scrie chiar cd (g% * gg) t)y=r1 (1 - @) 9z (t),Vt € R.
Se observa cd g din exemplul anterior este discontinud, iar g * g este continua. Mai mult, se
poate ardta cd g (g g) este restrictia unui polinom de grad 2, ca g* (g * ... * g) este restrictia unui
——

n—1 ori
polinom de grad n — 1, iar la limita, pentru n — oo, se obtine o functie cu un grafic reprezentabil

de tip clopotul lui Gauss.
Transormatele Fourier pentru cele doud semnale reprezentate vor fi

2
Flo()} () = %Sinw S F g% g) ()} () = (isinw) .

Mai mult, pentru aceste transformate, se pot reprezenta:
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Observatia 9.1.9. Operatia de convolutie nu are element neutru in clasa L' (R) .
Exemplul 9.1.5. Utilizand Teorema 9.1.11, s& se determine F {g * h} (w), unde
) - 0, dacat<O0 . 2
g.R—MR,g(t)—{ et dacit> 0, sih:R—=Rh(t)=e".
Rezolvare. La Exemplul 9.1.2 s-a aritat c& g,h € L' (R) si
1-— J w _ =1 —wo
Flo} @) =G ) = 5rig:F b} ) = Hw) = F{*} @) = v7-e T
Atunci, conform Teoremei 9.1.11, se obtine:

1—-jw —w?
Flgxh (w) =G W) H(w)= WJZ JToe T YweR.
w
Comentariu. Determinarea transformatei precedente se putea face si direct, cu definitia, mai greu.

Definitia 9.1.5. Fie g € L' (R). Daci g are valori reale, se numeste autocorelatia functiei g functia
“+oo

A:R—>(C,A(t):/ g(m)g(t+T)dr.

—00

Teorema 9.1.14. Fie g € L' (R). Daci g are valori reale,
FA@)} W) =1F{g (1)} @)]*,Vw € R.

Demonstratie. Vw € R,
+00

FO @ = [ awea= [T ( [Ty ) e

—00 —00 —00

_ /:O </J:Og (t+7) e—jwtdt) g (r)dr /::o </;°og () e—Jw<s—T>ds) g(r)dr =

- ( / :Og ) eﬂde) - < / :og (5) erSds) — Tl 0T @ F{g (O} @) = IF {g ()} )P

Teorema 9.1.15 (inversarea transformatei Fourier). Fie g € L' (R) a.i. G € L' (R). Atunci

are loc formula de inversare a transformatei Fourier:

gt)=F G W)} (@) = L +OOG(w) ceWdw, Vvt € R

21 J_ o

Comentariu. Daca F {g (t)} (w) = F {h(t)} (w), atunci
g(t)="h(t),apt teR.

FEgalitatea "aproape peste tot" inseamna cd are loc cu exceptia unei multimi de masura Lebesgue

nula.

Observatia 9.1.10. Dac4 in formula de inversare se face schimbarea de variabila w = —1, atunci
integrala devine
+o0 . o0 .
G (w)-e™dw = (=) - eIV g,
—0oQ —00

sau, renotand ¢ cu w,

FHE W) (1) = 5-F (G ()} (1) #[2mg () = 7 (G ()} (1) ]
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In concluzie, determinarea transformatei Fourier inverse revine tot la determinarea unei transfor-
mate Fourier directe.
Observatia 9.1.11. Se poate arita ca, dacd g este para, atunci

2 [T
g(t)=— Ge (w) - cos (tw) dw, ¥t € R.
TJo
Se poate ardta ca, daca g este impara, atunci
2 [T
g(t)=— Gs (w) - sin (tw) dw, Vt € R.
TJo

Comentariu. a) Are loc o teorema ce oferd spectrul produsului a dous semnale. Fie g,h €
L' (R) cu transformatele Fourier G (w) = F {g (t)} (w), respectiv H (w) = F{h(t)} (w) in L' (R).
Atunci G * H € L' (R) si

Flg-h} () = 5 (G« H) (), Yw e R

b) Are loc formula lui Parseval. Fie g care verificd anumite ipoteze. Atunci:

+oo 2 1 +eo 2
/ 19.(0) dtz%/ G ()2 dw.

—o0
De mentionat o teorema de la calculul de integrale reale cu reziduuri, rescrisa:

oo

P .

T 1. FieZ = / ﬂe”‘“dw, a=1t>0, unde

0o @ (W)
P,Q e Rw],grad@ > grad P + 1,Q (w) # 0,Vw € R. Atunci:

n

P .
7 =27]j Zrezf (z), unde f (2) = QEZ;eJ 2 jar z; sunt acei poli cu Im z;, > 0.
z
k=1
Exemplul 9.1.6. Sa se rezolve ecuatia integrala
+0o0
(%) f(w)e™dw = e t € R, unde a > 0 este dat.

— 00
Rezolvare. A se vedea Seminar.

1
Exemplul 9.1.7. Fie G : R - C,G (w) = ——.
(14 w?)
Sa se determine, dacd existd, g : R — R corespunzétoare, ca inversd prin transformata Fourier.
Rezolvare. A se vedea Seminar.

Exemplul 9.1.8. Sa se rezolve ecuatia integrala

+0c0 . J w

/ gt)e ¥t = ———= weR.
—00 (]. + w2)

Rezolvare. Se determind g =7 functia necunoscuta.

Se noteazd G : R — C,G (w) = dhd 5. Se reprezintd —Im G = _7(*)2
(1+w?)

(1+0?)
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eSe observi ci G € L' (R), deoarece

[ = [l

too 11
LY (SR S
o (14+w?) —21+w?|,
eSe observa, conform Teoremei de liniaritate si Teoremei de inversare,
1 [t ] :
g:R—=C,g(t) = / ( 19 et

_% o) 1+w2)2

S 400 0 o +o0
|J:_1/ 7\w| 5 dw SA:U/ v 2dw—|—/ e 5 dw =
—oo (1 +w?) —oo (1 + w?) o (1+w?)

w—+400

=1 < +o0.

eeSe calculeazd, pentru t > 0,9 (t) = QJ—I a 2j—27rj rez f (j) O+ e polde oxdin 2
T ™

conform 2°

j 1 5 5 y (2-1),
o ~ jto _
2 ™ (2-1)! zJOIPHj <(z J) (z —j)2 (z —|—j)26 >

_ zeltz \'* (@ 2e ) (2 4+§) — 26 2(2 4 )
=— lim — =— lim_ I =
z—04+]j (Z + J) z—0+]j (z + J)
oy @it (a4 —22) @Y () (+) - 20) _
04 (z+3)° (j+3)°
o (—t)2j o (—t
= —6 ; ( ) J = € ( )7 t > O
2j-(—4) 4

eeConform Observatiei 9.1.5, pentru ¢ < 0,

Observatia 9.1.5
gty , =
G impard si pur imaginara, deci g impara
R jo[ree w
eeln plus, g (0) = / ————dw = 0.
’ 7 . (1 + w2)2

t
< (+t
_ﬁ’ t<0

Deci g (t) = 0 t=0
t>0
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Exemplul 9.1.9. Sa se rezolve ecuatia integrala

+o0
* g(t)e Iwtdt = - v ,w € R, unde a > 0 si b > 0 sunt date.
S j(w? +a?) (w? +b?)
—+00
: . —jyt g _ Y
Caz particular: (x) /oo g(t)e IVt = T D R T 4),y eR.

Rezolvare. A se vedea Seminar.
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