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CURS NR. 11
Matematici Speciale, ATA

10. DISTRIBUTII
10.1.Spatiul functiilor test. Distributii: definitie, tipuri, exemple.

Motivatii pentru introducerea notiunii.
a) Semnalul rectangular

1, daca |t| <7
:R—R t) = ’ N d .
gr — R, g- (t) {0’ dacs |t| > 7, ;unde 7 > 0
sin (w7) -
are transformata Fourier G : R — C,G (w) = 27 - L In teoria semnalelor apare reprezentat
wT
in ambele forme de mai jos.
f f f f f — f f f f f { f t . . . .I ' - I. . . .
sau

Ca functie, semnalul dreptunghiular nu este nici mécar continud pe R. Pentru a putea fi
folosita in modelarea matematica a proceselor fizice prin ecuatii diferentiale, se va utiliza notiunea
de distributie si de derivare in sensul distributiilor.

b) Fie un circuit RLC' serie, conectat la momentul ¢ = 0 la o sursd de tensiune (voltaj) constanta
vo. Atunci intensitatea i a curentului in retea verifica la fiecare moment ¢ dintr-un interval compact
[T, T) ecuatia integro-diferentiala

Lz"(t)—IrRi(t)—i—é/ﬂi(t)dt:v(t),

unde v (t) este tensiunea la bornele retelei. Deoarece

: sau
0, dacat<O0

vy, dacat>0

nu este functie derivabild, nefiind nici macar continud, nu se poate deriva clasic ecuatia integro-
diferentiald pentru a determina functia necunoscuta <. Se va utiliza notiunea de distributie si de
derivare in sensul distributiilor.

c) Fie a € R punct-spatiu sau punct-moment. Un impuls aplicat in a este un semnal de amplitudine
constantd mare A > 0 pe un interval scurt [a,a + €], adicd avand lungimea £ > 0 mica. Se obtine
semnalul dreptunghiular nesimetric

v:R—-Rou(t) =
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A, dacdt€ [a,a+¢€]

ae R =R, 6qe (t) = { 0, in rest

sau
Este o functie din L} , Ve > 0.

loc»

1
Dac4 aria subgraficului (dreptunghiului) este 1 = A = — si
5

1
—, dacat € |a,a+¢
0o ' R—=R,00:(t) =1 ¢ [ ]
0, 1in rest
este un impuls unitar impur aplicat in a, depinzand de lungimea mica a intervalului de aplicare

+oo a+e 1
e>0,cu / dae (t)dt = / gdt = 1.

—00
Dacid € — 0, impulsul unitar pur devine "functia" d,

5a:R—>RU{OO},5a(t):{

oo, dacit=a
0, dacat+#a
+oo
cu proprietatea contradictorie de a fi 0 a.p.t. si de a avea / dq (t)dt = 1.
—0o0
Se va utiliza notiunea de distributie pentru a da un sens matematic-fizic pentru "graficul"/

"subgraficul" acestui "bdt vertical infinit" plasat in punctul a.
Dacd a = 0, impulsul unitar pur devine "functia Dirac" 9 = 6

5:R—>RU{OO},6(t):{

oo, dacat=0
0, dacat#0

“+oo
cu proprietatea contradictorie de a fi 0 a.p.t. gi de a avea / d(t)dt =1.

—0o0

d) Fie un punct material de masa m > 0 plasat in originea unei axe. Pentru a defini densitatea liniard

a acelei mase, se defineste densitatea medie, adicd masa raportata la lungime prin imprastiere liniara

5e 1R — R, 0. (z) = { 5, dacd @ € [~e, +¢]

0, 1in rest
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Sau

+o0 +e m
Este o functie din L{ ., Ve > 0. Se observa ci Ve > 0,/ 0 (z) dx = / 2—dx =m.
oo e 2
Masa fiind concentratd in punctul-spatiu z = 0, pentru e — 0, densitatea devine "functia Dirac"
)
) | o0, dacaxz =0
5.R—>RU{OO},6(:L‘)—{ 0. daciz %0
+oo
cu proprietatea contradictorie de a fi 0 a.p.t. gi de a avea / d (t)dt =m.
—00

y 1l

Similar, densitatea unei sarcini electrice concentrate intr-un punct, densitatea unui dipol electric
si alte notiuni fizice necesita notiunea de distributie pentru studiu.

Definitia 10.1.1. Se numeste suportul functiei ¢ : R — R (sau ¢ : R — C) inchiderea in R a
multimii punctelor ¢ € R in care ¢ nu se anuleaza

suppp = {t € R; ¢ (t) # 0}. (1)
Observatia 10.1.1. a) Vi, supp ¢ este multime inchisa in R.

b) Vo, ¢ (t) = 0 pe R\ supp .

c) Y, supp ¢ este complementara celei mai mari (in sensul incluziunii) multimi deschise din R
pe care @ se anuleaza.

Propozitia 10.1.1. supp (p; + ) C supp ¢; U supp @, Vo1, ©.
Exemplul 10.1.1. a) Functia treapta unitate (Heaviside)

1, dacat>0
n:]R—MR,n(t):{ 0, dacat<O

are suppn = [0, 00| .
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sint, dacd t € [m,3n]

. m,3m
b) Functia g : R — R, g (¢) = { 0, dacat¢ [ 3] are supp g = [, 37 .

(

1, dacate@Q
0, dacdteR\Q

Definitia 10.1.2. Se numeste functie test o functie ¢ : R — R (sau ¢ : R — C), ¢ € C* (R) care
are supp ¢ multime compacta in R. Multimea functiilor test se noteaza

]C8° (R) = {¢ € C> (R) ; supp ¢ compact} . \ (2)
Exemplul 10.1.2. a) Functiile de la Exemplul 1 nu sunt functii test (la a) si ¢) suportul nu este
compact; la b) functia, chiar daca are suportul compact, nu este infinit derivabila).
b) Existd functii test. De exenrzlplu, pentru orice € > 0, functia

c) Functia Dirichlet h : R — R A (t) = { are supp h = Q= R.

we R - Rw, () = e?-<2 dacd |t| <e (3)
0, daca |t| > ¢
are suppwe. = [—¢, €] compact. Mai mult, w. € C* (R), deoarece>
-w. este continuad in +¢;
-w; este infinit derivabild pe R\ {£e}, derivatele lui w, fiind egale cu exponentiala din definitie,

inmultita cu o functie rationala. w® (t) — 0 cand [t| — e.

Definitia 10.1.3. Se noteaza cu D (R) spatiul functiilor test Cg° (R) in care s-a introdus topologia
data de convergenta de mai jos:

Sirul (¢,,),eny € CF° (R) este convergent la ¢ € C§° (R) in D (R) (si se noteazd ¢, PR ¢) daca:
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(i) (3)I C R interval marginit astfel incat supp ¢,, C I,Vn € N;
(ii) goglk) 2 o) uniform pe I, pentru n — oo, Vk = 0,1,2, ...

Definitia 10.1.4. Se numeste functionala pe D (R) o aplicatie T : D (R) — C (sau R). Se noteaza
(T, ¢) in loc de numarul complex T (), numit media lui T pe .
Definitia 10.1.5. Functionala T': D (R) — C este liniara dacd Vo;, @y € D (R),Vai,as € C

(T, 0101 + az2pg) = a1 (T, 1) + a2 (T, 03) - (4)
Propozitia 10.1.2. Daca T : D (R) — C este liniard, atunci (T, 0prg)) = Oc.
Demonstratie. (T,0pw)) = (I, — ¢) = (T, ¢) — (T, ) = 0¢, Ve € D (R).
Definitia 10.1.6. Functionala 7' : D (R) — C este continua dacd

Vo % o = (T, 0,) "5 (T, ) (pentru n — o).

Propozitia 10.1.3. Functionala liniara 7' : D (R) — C este continud daci si numai daca

D(R i
Vo, 0= (T, @) 250 (pentru n — 00).
Demonstratie. Necesitatea. T continuéw:ioq.e.d.

Suficienta. Fie Ve, e 0= P, = P®) 0. Atunci, conform ipotezei,(T, @, — ¢) e,

Deoarece T este liniard =-q.e.d.

Definitia 10.1.7. Se numeste distributie sau functie generalizata orice functionald 7' : D (R) — C
liniard si continud pe D (R). Multimea distributiilor se noteazi D’ (R).

’D' (R) ={T : D(R) — C; T liniard si continua} . ‘ (5)
Observatia 10.1.2. Aga cum o functie f : D C R — R este "testatd" pe numerele din D, in sensul
ca in Vit € R se definegte f(t), o distributie T': D (R) — C este "testatd" pe functiile test din
D (R), in sensul ca in Vo € D (R) se defineste T (¢) = (T, ¢) . Nu are sens T (t) , dar uneori se face
conventia de a se scrie (T'(t),p (t)) pentru a sublinia cum se noteaza variabila functiei test ¢.
Exemplul 10.1.3. Distributia nula O are proprietatea ci

O (p) =0c¢,Vp € D(R).

Observatia 10.1.3. Multimea distributiilor se descompune ca partitie a doud multimi disjuncte:

D' (R) = D, (R) UD, (R),
unde D). (R) este multimea distributiilor regulare (sau multimea distributiilor de tip functie defi-
nite cu ajutorul functiilor local integrabile prin (6) ulterior) si D, (R) este multimea distributiilor
singulare (contine distributiile care nu se pot scrie sub forma (6), cu ajutorul unei functii local
integrabile).

Un exemplu important de distributie singulara este distributia Dirac.

Definitia 10.1.8. Functia f : R = R (sau f : R — C) se numeste functie local integrabila pe R
dac este integrabild pe orice interval compact [a,b] C R. Se noteaza f € LL (R).
Propozitia 10.1.3. Orlce funcple f € LL . (R) defineste o distributie, notatd {f}, prin relatia
{fYoe) = [ F(£) o (t) dt, Ve € D(R), (6)
numita dzstmbug‘ze (de tzp funcg‘ze) generatd de f. De mentionat cd integrala este calculata pe
suportul compact al unei ¢
Exemplul 10.1.4. Dacé f =mn, atunci
{n},e) = [y° ¢ (t)dt, Vo € D(R). Integrala se calculeazi pe supp .
Exernplul 10.1.5. F1e funct;la f:R—C,f(t) =c, unde c este o constantd data. Atunci

{fY o) =c[% @ (t)dt, Ve € D(R). Integrala se calculeazi pe supp .

Observatia 10.1.4. Se poate demonstra ci aplicatia 7 : LL  (R) — D’ (R) definitd prin r (f) = {f}
din Propozitia 3 este liniara si injectiva. Atunci orice funcgle f € Ll _(R) se poate identifica cu
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distributia de tip functie asociata {f}, privind L} _ (R) ca submultime in D’ (R) . Aplicatia r devine
chiar un izomorfism C—liniar intre L{. . (R) si D’ (R) . Calculul cu distributii s-a dezvoltat extinzand
operatii si formule valabile in L] . (R) la clasa D’ (R) sau la subclase ale acesteia.

Propozitia 10.1.4. Functionala 6 : D (R) — C, definita prin

(0,0) =¢(0), Vo € D(R) (7)
este o distributie, numita distributia Dirac.
In unele materiale se noteazs relatia de definitie prin "formula de filtrare"

(0,0) =9 (0) = [Z, 0 (t) ¢ (t) dt, Ve € D(R).
Propozitia 10.1.5. Distributia Dirac nu este de tip functie, nu exista nicio functie f € Llloc (R)
care si o genereze in sensul formulei (6) .
Propozitia 10.1.6. Functionala o, : D (R) — C, definita prin

< dg,p >=p(a),Vo € D(R) (8)
este o distributie, numita distributia Dirac generalizata.

10.2.0peratii cu distributii (ale algebrei si ale analizei matematice)

Definitia 10.2.1. Se numeste suma distributiilor Ty € D' (R) si To € D' (R) aplicatia 71 + T :
D (R) — C definita prin

(Th + T, ) = (Th, ) + (T2, ¢) , Vo € D (R). (9)
Propozitia 10.2.1. Daca T si T sunt distributii, atunci aplicatia T + T este distributie, adica:

a) (I1 + 13, ¢) € C,Vp € D (R);

b) Ty + T» este liniara,

c) Ty + T este continua.
Definitia 10.2.2. Se numeste produsul cu un scalar A € C al distributies T € D' (R) aplicatia
AT : D (R) — C definitad prin

(T, ¢) = (T, ) ¥ € D (R) (10)
Propozitia 10.2.2. Daca T este distributie si A € C, atunci aplicatia AT este distributie, adica:

a) (\T,p) € C,Vp € D (R);

b) AT este liniars;

c) AT este continua.
Definitia 10.2.3. Se numeste produsul cu functia o € C*® (R) al distributies T € D’ (R) aplicatia
o1 definitd prin

(aT,¢) = (T,a) ¥ € D(R). (11)
Propozitia 10.2.3. Dacd T este distributie si « € C* (R), atunci aplicatia oT : D (R) — C este
distributie, adica:

a) (o1, ¢) € C,¥p € D(R);

Dacd v € C* (R) si ¢ € D (R) = C5° (R) cu topologia convergentei= ayp € D (R).

b) oT este liniara,

c) oT este continua.
Exemplul 10.2.1. Daci o € C* (R), atunci

(004, ¢) = (B0, a0) = @ ()  (a) = @ (a) (8, ) , Vip € D (R) =200 = @ (a) & (12)

In particular,

(a(t)=t—a= (t—a)d, =0.

(i) a(t) =tha=0=t§=0.
Definitia 10.2.4. Se numeste schimbare de variabila liniard in distributii pentru T € D' (R) si
a,b € R,a #0,u = at + b aplicatia definitd prin
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(T (at +) ¢ (1) = & (T (W), (*2)),Vp € D(R).

(13)

Observatia 10.2.1. Aplicatia din definitia anterioard este o distributie. In scrierea formulei s-a

folosit conventia din Observatia 10.1.2.

Observatia 10.2.2. a) Vf € Ll _(R), pentru T' = {f} relatia (13) reprezinta o schimbare de

variabild intr-o integrala:
/ flat+b)p(t)dt = lc{/ f ) (L) du,Vp € D (R).
b) V¢ € D (R), pentru T = ¢ relatia (13) devine:

<5(at+b),¢(t)>—;|<5(u),go<“a_b)>—ylgp(—Z),v(peD(R);»a(aHb)

al

In particular,

(i)b=0,0# 0= (5(at) ¢ (1) =

()b =0,a = —1 =]d (—t) = o (t)

(#ii) b # 0,a =1 = (3 (t+ ), (1)) = (0 (u),p(u—1)) = ¢ (=b) =

Definitia 10.2.5. Fie (7},),,cy,, un sir de distributii, din D' (R) . Se spune ca T,

n — oo daca T, (¢ )hi(; T () pentru n — oo.
Observatia 10.2.3. Vf € L{ . (R), f derivabild pe R,
o

L 15,0) Vo € D(R) {5 (at) = —6

—0_ b

la| "

la|

(0_p, ),V € D(

/_f'wt t=f<t>so<t>i:°°oo—/ F ()¢ (£)dt, Vg € D (R).

—0o0
Deoarece ¢ are suport compact,

/f’ b dt = /f £)dt, Y € D (R) .

Aceastd observagle conduce la definirea notiunii de derivata in sensul distributiilor.
Definitia 10.2.6. Se numeste derivata de ordin n € N a distributies T € D' (R) aplicatia T .

D (R) — C definita prin
(T™, ¢) = (=1)"(T, ™) Yo € D(R).

in D'(R)

R) =0 (t+b) =0y

T pentru

(11)

Propozitia 10.2.4. Daci T este distributie si n € N, atunci aplicatia 7 este distributie, adic:

a) <T(”),g0> eC,Vp e D(R);
b) T este liniars;
c) T™ este continus.

Orice distributie are derivate de orice ordin, fiecare derivata fiind tot o distributie.

Exemplul 10.2.2. S se arate ca, Yn € N
<5("), w> = (=1)"¢™(0),Yp € D (R).
Intr-adevir, Vo € D (R)

(50,0 = (<1 (8.6 = (<1 ¢ (0),
Exemplul 10.2.3. S se arate ca

{n}' =4
Intr-adevir ch eD (R)

({nY o) = (1) ({n},¢) = /Oon(t)sO’(t)dt:—/Ooow’(t)dt:

(12)
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Teorema 10.2.1. Daci f € Li.,. (R) admite derivate de ordin n din L{ . (R) si f, f/, oy f7D an
in ¢ = 0 un punct de discontinuitate de speta intai, atunci

(3 = {f™Y 40,1 (0)8 + 07— (0) &' + ... + 079 (0) 5V, (14)
unde o, (0) = £ (04 0) — f*®) (0 - 0),k = 0,n — 1 este saltul functiei f*) in 0 si
FO0+0) = £7©0) = lim O @) si f00-0)= £ 0-0)= tim O (@),

t—0,t>0
Teorema 10.2.2. (generalizare) Dacd f € Ll _(R) admite derivate de ordin n din L] (R) si
ot f(”*l) au in t = a un punct de discontinuitate de speta intai, atunci

(Y = {FY 4 001 (0) Sa + 0ns (@) 8, + o + 00 (a) 557V, (15)
unde o, (a) = f® (a4 0) — f*) (4 —0),k =0,n — 1 este saltul functiei f*) in a si
SO (a+0) = £ (@) = lim O (1) 5 fD (@ -0) = £ (@) = Lm0 (1)

a,t<a
Teorema 10.2.3. (generalizare) Daci f € Li _(R) este derivabild pe portiuni, cu f’ € L (R)
si f are numai discontinuitdti de speta intai in ag, ..., a,, atunci

{f}/ = {f,}+01 (al) day + ..ot on (an) Oap s (16)
unde o (ag) = f (ar +0) — f (ax — 0),k = 1, n este saltul functiei f in ay si
flap+0)= £ () = _lim f(t)sif(ax—0) = £ (ap) = _lim £ (1),

t—ag,t>ay t—ag,t<ap

Exemplul 10.2.4. Si se calculeze derivata de ordin n € N a distributiei de tip functie generatd de
f (&) =n(t)cos(t),

at>
unde 7 este functia Heaviside, n: R — R, 7 (t) = { 1, dacit =0

0, dacdt<O0 °
Rezolvare. Se utilizeaza Teorema 10.2.1 (cu a = 0).
{ Cosf et 2 ) 5 00 (0) = 1a(0) ~ L (0) = 1.
—smt dacat >0
B, dacit=0 = 01(0)=/;(0)~ f;(0) =
dacat <0

—cost dacat >0
7 (t { E: dacdt =0 = 02(0) = f](0)— f/(0)=—1.
daca t <0
smt daca t >0
7 (t 3, dacit=0 = o03(0)=f}(0)— f(0)=0.
daca t <0

cost dacat >0
3, dacit=0 =04(0)= 1" (0)— P 0)=1.

0, dacat<O
cost, dacat>0
fE =5 B dacit=0 =04 (0)=f" ()= £ (0) = 1.

0, dacat<0
—sint, dacat>0
fk+1) (t) = { ) dacdt =0 = o441 (0) = fé‘lk*l) (0) — fs(4k+1) (0) = 0.
0, daca t <0
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—cost, dacat>0
f4k+2) (t) = ) dacdt =0 = o4p42(0) = f(§4k+2) (0) — fs(4k+2) (0) = -1.
0, daca t <0
sint, dacat >0
FERE (1) =4 B, dackt=0 = ouus(0) = £ (0) = £ (0) =
0, dacat<0

Atunci, conform Teoremei 10.2.1, pentru

neN={4k;k e N} U{4k+ 1;k e NfU{4k +2;k e N} U {4k + 3;k € N} =

{9 = {5 () cost} + 04r—1 (0) 6 + 04p—2 (0) &' + 04p—3 (0) 8" + ... + 779 (0) 64+ 1) =
={n(t)cost}+0-6—1-64+0-6"+...+1.5@—1,

(YR — () sint} + oap (0) 6 + 04p—1 (0) 6 + 04p—2 (0) 8" + ... + 7 (0) 6*F) =
={—nt)sint}+1-64+0-0 —1-6"+...+1-640,

{FYHF2) = () () cost} + oapsr (0) 6 + 04p (0) 6 + 0ai—1 (0) 6" + ... + 0 (0) 6+ =
={—n(t)cost}+0-8+1-8+0-6"+...+1-50k+1),

{FY ) = (1 (t) sint} + oars2 (0) 8 + 9ar41 (0) 8’ + 041 (0) 8" + ... + 00 (0) S+ =
={n(t)sint} —1-64+0-6 +1-6"+...+1.5@+2),

S-a folosit:

-identificarea distributiilor de tip functie pentru functii egale a.p.t. Adica

f® =1 (t)cost egale, ca functii, doar a.p.t. (in ¢ =0, Af® (0) si 7 (¢)cost|,_, = 1), dar

{f® @)} = {n(t) cost} egale, ca distributii, peste tot.

-periodicitatea

o4k-1(0) = 0443 (0) = 03 (0)

o4k—2(0) = 04p42 (0) = 02 (0) = —1

o4k—3(0) = 0441 (0) = 01 (0) =

O4k—4 (0) = 04k (0) =09 (0) =1

-derivatele distributiei Dirac sunt date de (12)

(6. ¢) = (~1)" o (0) ¥ € D(R).

1

loc (R), chiar oarecare, nu numai din

Se defineste produsul de convolutie a doua functii din L
L' (R), ca la transformata Fourier.
Definitia 10.2.7. Se reaminteste de la Transformata Fourier:
a) O functie f : R — R (sau f : R — C) se numeste functie absolut integrabila pe R sau functie
din L' (R) daca
3 Lo 1 B dt = [221F ()] dt < +oo.
b) O functie f : R — R (sau f : R — C) se numeste functie local integrabila pe R sau functie
din L . (R) daci este integrabild pe orice interval compact din R.
Observatia 10.2.5. S-a aratat ca orice functie absolut integrabila pe R este si local integrabila pe
R. Reciproca nu este adevarata.
Definitia 10.2.8. Fie f,g € LllOC (R). Se numeste produs de convolutie a functiilor f si g din
Ll (R) functia fxg: R — R (sau f * g : R — C), definitd prin
“+oo “+oo
h(t)=(fxg)(t)= ft=7)g(r)dr = f(r)g(t—r)dr,
[e.¢] [e.¢]

daci integralele ce apar sunt convergente. In caz de convergentd f si ¢ se numesc convolutabile.
Observatia 10.2.6. a) Operatia de convolutie *, in caz de bine definire, este comutativa. Se face
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schimbarea de variabild de integrare ¢t — 7 = s.

a <
b) Fie semnalul rectangular cu 7 =1, f : R = R, f (t) = { L, daca [t <1

0, daca [t| >1

La transformata Fourier, s-a observat ca produsul de convolutie a semnalului rectangular cu el
insusi este unul triunghiular

0 dacd t € |—o0,2]

+o0 daca —
(ten®=[ f@re-nar=q 2T Garel 2l
0 dacd t € |2, +o0]

Produsul de convolutie are efect regularizant, f fiind discontinud, iar f * f continua.
c) Fie fe L' (R),g =n. Atunci (f 1) (t) = (nx f) (t) = /t f(r)dr,Vt e R.
d) Fie f,ge Lloc( Yeu f(t)=0 Vt<0§ig(t) — 0,V < 0. Atunci
(f*9) fo fo

e) feLl. (R) ,g = 0 impulsul unitar impur aplicat in 0,
€

0e :R— R, 0. (t) =
0, 1in rest

depinzénd de lungimea mica a intervalului de aplicare g > 0. Atunci

(f * = [T f(m)o.(t—7)dr = 1 ft _f(r)dr,
adicd este tocmai media 1u1 f pe [t —e,t].
Propozitia 10.2.5.(clase de functii convolutabile)
a) Fie f,g € L' (R). Atunci 3f * g € L' (R) si

If *gHLl(R) < HfHLl(R) ) HgHLl(R)'
b) Fie f € L' (R) si g marginits, adicd IM > 0 a.d. |g(t)| < M,Vt € R. Atunci 3f * g si

[(f*9) O] < M |[fllprw), vt € R.
c) Fie f € L (R) si g € L* (R) cu supp g compact. Atunci 3f * g € Li_(R). In plus daca f si g

ft—"7)g g(t—r7)dr,

dr=mn(t unden : R — R, 7 (t)

1
—, dacd t € [0,0+¢]
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au supp continut in [a, b], atunci supp (f * g) C [2a, 2b] .
d) Fie f,g,h € L* (R). Atunci 3f xg € L' (R), 3f x (g* h) € L' (R), If * (¢ + h) € L' (R) si
f*g=g=f (comutativitate);
fx(g*xh)=(f*g)=h (asociativitate)
f*(g+h)=f*g+ f=*h (distributivitate in raport cu adunarea)
Operatia * nu are element neutru in L' (R). In D’ (R), § va fi element neutru.
e) Fie f,g € L? (R). Atunci 3f * g este continu4 si
[(F+9) O < Il wy - N9l L2 gy » V¢ € R
f) Fie f € L' (R), g € L2( ). Atunm fxg € L? (R) si
|f * 9”1:2(11%) < ”fHLl(]R) ’ ||9||L2(R) .
g) Fie f, g continue pe portiuni gi cu supp compact (respectiv pozitiv). Atunci 3f * g continua si
cu supp compact (respectiv pozitiv).
Observatia 10.2.7. Existd o serie de proprietati care leagd convolutia de derivare, dar nu sunt
puse in evidenta aici.
Observatia 10.2.8. Pentru a defini notiunea de convolutie a doud distributii, se presupune initial
ci ele sunt de tip functie, T = {f}, S = {g}, unde f,g € L' (R). Se determina {h}, unde h = fxg.
+00

{R} (s), ()>=/ h(s) e ()ds—/oo < +Oof(s—T) ()dT> (s) ds.

Cum f, g sunt absolut integrabile pe R, ultima 1ntegrala converge absolut si se poate schimba
ordinea de integrare:

oo = [ ([ re-nametsas)an

Se face Schlmliarea der variabila de integrare s — 7 = ¢, (ilre unde .
whor= [ ([ r0ameeenas)a= [om ([ Troeernds)ar-
= ({g} (D). I (D)o (7).

Relatia anterioara permite generalizarea la cazul a doua distributii oarecare T si .S.
Definitia 10.2.10. Se numeste produs de convolutie a distributiilor T € D' (R)si S € D' (R)
aplicatia T * .S definita prin

(T S,0) =(S(7) (T (t),p(t+7)),YVoeD(R), (18)
in ipoteza cd functionala din membrul drept defineste o distributie, adica functia ¢ (1) = (T (t) , ¢ (t + 7))
este din D (R) si T * S este liniara gi continua. Daca existd T * S, distributiile 7' i S se numesc
convolutabile.
Observatia 10.2.9. a) Dacd T si S sunt distributii, atunci aplicatia T" % S poate sd nu fie bine
definitd sau sd nu fie o distributie.
b) Daca T si S sunt distributii a.i. 37 .S, atunci IS« T i T S = S « T, adica

(T S,0) =(T (1), (S(7),¢(t+7)),Yp € D(R).
Propozitia 10.2.6. (clase de distributii convolutabile)
a) Fie T, S € D' (R) distributii regulare generate de functii 7' = {f},S = {g}, cu f,g € L. (R)
pentru care 3f x g. Atunci 3T xS € D' (R) si

{f}edgt={f*g}.| (19)
b) Fie T, S € D' (R) distributii a.l. T sau S este d sau o derivatd a sa. Atunci aplicatia T * S este
bine definitd si T« S € D' (R).
c) Fie T,S € D' (R) distributii cu suppT C [a,o0[, suppS C [a,o0[ sau suppT C |—o0,b],
supp S C |—00,b], cu a,b € R. Atunci aplicatia T x S este bine definitd si T S € D' (R).
Propozitia 10.2.8. a) VI' € D' (R), 3T« § € D' (R) si
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adicd § este element neutru in D' (R) la operatia x.
b) Fie T, S € D’ (R) distributii a.i. 37 S. Atunci 37  S*), ITK) « S si
(T S)® =T® 4§ =T+ %) = g5 T* = 5*) T vk € N.
In particular,
T+ 6®) = §®) w7 =T® vk e N.
c) Convolutia a trei distributii, cel putin doud avand supp compact (respectiv pozitiv), este aso-
ciativd. In general, nu este asociativa.

De exemplu, T'= {1},S = ¢ si H = {n}.

TxS={1}xd={1}x6={1} ={1'} ={0} =

= (T'xS)« H ={0} * {n} = {0xn} = {0} = Op/(r).

SxH=46+{n=6x{n} =6+x6=6=

=T (S+H)={1} %0 = {1} # Op(g).

Dar supp {1} = R,supp ¢’ = {0} si supp {1} = [0, ool.

Exemplul 10.2.5. Si se calculeze convolutia distributiilor de tip functie generate de
@) =n)¢* st g(t) =n(t)sint,
. .. 1, dacat>0
unde 7 este functia Heaviside n: R — R, n (¢) = { 0. dacit<0 °
Rezolvare. Se expliciteazia
t2, dacit>0 sint, dacat>0
— 2 _ ’ ; : _ ’ =
Ft)=nt)t" = { 0, dacit<0 i g (t) = (t)sint = { 0, daciat<O0 °
Conform Propozitiei 10.2.6 =
{/r{gy ={r~g}.

Se calculeaza convolugla celor doua funcpu Conform Observaf;iei 10.2.6.,d) =
(f*g)( fo f—=1)g(r)dr=n(t fo g(t—rT)dr.
Pentrut<0$(f*g)(t :0-/f T g(t—T)dT:O

0

Pentrut > 0= (f*g) (t) :/Ot72sin(t—7)dT:/0thj’ (+cos(t—7))dr =

t in(t —
= 72 cos (th)‘T:g /QTcos(tT) dr = cosOZ/ 4 (Sm(tlT)> dr =
0 0

sin (t —7) [~ b osin(t—1) . .
:t2—2<7'_1 TZO—/Ol-_ldT :t2+2(tsm0—0—cos(t—T)|T:6):

=12+ 2(—cos0+cost).
Deci (f *g) (t) =n(t) (t* — 2+ 2cost) .
Atunci {f} * {g} = {n(¢) (* — 2+ 2cost) }.




