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CURS NR. 12
Matematici Speciale, ATA

10.3. Ecuatii diferentiale liniare in distributii

Ecuatii diferentiale cu coeficienti variabili
Preliminarii 10.3.1. a) Fie ecuatia diferentiald in distributii (in D’ (R))
aocT™ + ;7Y + . +a,T =S5, (1)
unde ay, ..., a, € C (R) sunt functii date (coeficienti variabili), S € D' (R) este o distributie datd
(termen liber), iar T' € D' (R) este distributia necunoscuts.

b) Se considera operatorul diferential in distributii

L(T) = aoT™ 4+ a; TV + ... + a,T, (2)
unde ayg, ..., a, sunt functii de clasd C*° (R), T € D’ (R) este distributie. Este un operator liniar.
Atunci ecuatia (1) devine
Definitia 10.3.1. Se numeste solutie fundamentald a operatorului diferential L o distributie F
care satisface ecuatia diferentiala

0
Observatia 10.3.1. a) Doud solutii fundamentale ale operatorului diferential L difera printr-o
solutie a ecuatiei omogene cu necunoscuta functie z, Lz = 0. Intr-adevir,

L(E1)=96,L(F2) == L(E,— E3) =0= E; — E este solutie a ecuatiei Lz = 0.

b) Solutia ecuatiei in distributii (3) este

n
E=Ey+ chxj (t) 7, unde

=1
- Ejy este o solutie fundamentala a lui L,
- (x1,...,xy) este un sistem fundamental de solutii ale ecuatiei omogene

[ Lz = 0], adica [ag (£) 2™ (£) + a1 (£) 2D () + ... + an (£) 2 (£) = 0,V € R.

O solutie particulard F a operatorului L, adicd a ecuatiei L (E) = §, este data de:
Teorema 10.3.1. Daca ag (t) # 0,Vt € R si x = x (t) este solutia problemei Cauchy

aox(”) + alsc("*l) +..+a,z=0,VteR
CIl:z(0)=2'(0)=..=2"2(0) =0, 2" (0) =

1 (4)
ag (0)°
atunci distributia F = {nz} generatad de functia n (¢) z (t) este solutie fundamentald a operatorului

1, dacat>0
L,unden:RH]R,n(t):{O dack t < 0

Ecuatii diferentiale cu coeficienti constanti
Preliminarii 10.3.2. a) Fie ecuatia diferentiald liniard in distributii (in D’ (R))
aoT™ + a7V + . +a,T =8, (5)
unde ag, ...,a, € R sunt numere date (coeficienti constanti), S € D' (R) este o distributie datd
(termen liber), iar T' € D’ (R) este distributia necunoscuts.

b) Se considera operatorul diferential in distributii

L(T) = agT™ + a; TV 4 .. + a,T, (6)
unde ag, ...,a, € R, T € D' (R) este distributie. Este un operator liniar. Atunci ecuatia (5) devine

este functia Heaviside.
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L(T)=S
Teorema 10.3.2. Fie S € D’ (R) o distributie datd si E o solutie fundamentald a operatorului L.
Daca S * E are sens, atunci solutia ecuatiei (5) exista si este unica, data de

@

Exemplul 10.3.1. S4 se rezolve ecuatia diferentiala in distributii
T/// _ Tl/ _ T/ + T — 6//‘
Rezolvare. Este ecuatie diferentiala in distributii, de ordin n = 3, liniara, cu 1, —1, —1, 1 coeficienti
constanti, cu S = §” distributie dati si T € D’ (R) distributia necunoscuta.
Etapa 1 : Se determind o solutie fundamentald a operatorului liniar
L (T) =T" T T +T,
adicé o distributie E =7 care satisface ecuatia diferentiald
L(E)=6.
Pasul 1 : Se determina solutia generald a ecuatiei omogene cu solutii functii atagate, adica a ecuatiei:
(xpo)a™” —a" —a'+ 2 =0,t € R.
eSe atageazd ecuatiei diferentiale (xpo) ecuatia ei caracteristica gi se rezolva:
(spc) W= A2 A4+1=0 A—1)2A+1)=0= { i; - 1_;“0;"&122)__2’1.
ePentru fiecare radacing a ecuatiei caracteristice gasim corespunzator solutii particulare liniar in-
dependente ale ecuatiei omogene (xgo), dupa algoritmul dat la EDCO:
_ Lt
AMM=lcum(A) =2~ { i;gg ::el;f.
Aa=—lcum(Ag) =1~ {x3(t)=eM.
e B = (x1, 2, x3) este un sistem fundamental de solutii pentru (xgo) (sunt exact 3 solutii particulare
pentru (*go) si functii liniar independente). Solutia generald a ecuatiei (xgo) este
T, (t;c1,c2,c3) = crett + cotel + c3e™ M, Vt € R si 1, c2,c3 € R.
Pasul 2 : Se determing solutia problemei Cauchy
{ (xpo)a™ —a2" —2'+2=0,t e R.

CT2(0) =/ (0) =0, 2 (0) = 1

Se impun conditiile initiale asupra solutiei x gasite

z (t) = cre! + cotel + cze™ c1l+c0+c31=0
o (t) =crel +ca(t+1) e + 3 (—e?) e cal+ecl—c3l=0 =
2" (t) = cret + o (t+2) el + cze z(0)=0 cl+e2+e3l=1
2 (0)=0
" (0)=1
c1+c3=0 c1 = —%
cir+co—c3=0 = 022%
c1+2c+c3=1 c3 =7
Atunci

z(t) = —1€e' + te' + eVt € R,
este unica solutie a ecuatiei (xgo) ce verificd CI date.
Pasul 3 : O solutie fundamentald a operatorului L este
E={nt)z@t)}={n(t) (—Fe" + 3te' + 1e7")}.
Etapa 2 : Solutia ecuatiei date este
T=S8«E=08"x{nt) (-1 + ste' + 2e7")}.
Conform Propozitiei 10.2.8,
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T=¢"s{nt)zt)}=0+{n®)=®)} ={nt)=)}".

Conform Teoremei de derivare a distributiilor regulare,
{n®)z @)} ={n )= ()"} +01(0)0+00(0)8,
unde ¢ (0) este saltul functiei 7 (¢) z (t) in a = 0,01 (0) este saltul functiei (n (t) z (t))’ in a = 0.

1t 1.t 4 1 —t 54>
n(t)m(t)z{ it gtel el dach 1200 o) g o) o,

0, dacat <0
—tel+1(t+1)et —Let, dacdt>0
(n(t)z (1) = 0, daci t =0 = o1 (0) = £5(0) = 1 (0) = 0.
0, dacat <0
—tel+ 3 (t+2) et +1e7t, dacdt>0
(n(t)z ()" = 3, dacd t =0
0, dacat <0

Atunci, folosind identificarea distributiilor de tip functie pentru functii egale a.p.t.,
T={(® ()"} +05+08" = {n(t) (§e' + 3tc' + 37}

Exemplul 10.3.2. Sa se rezolve ecuatia diferentiala in distributii
T" +T = {n(t)cost}.
Rezolvare. Este ecuatie diferentiald in distributii, de ordin n = 2, liniard, cu 1,0, 1 coeficienti
constanti, cu S = {n (t) cost} distributie data gi T' € D' (R) distributia necunoscuta.
Etapa 1 : Se determina o solutie fundamentald a operatorului liniar

L(T)=T"+T,
adica o distributie E =7 care satisface ecuatia diferentiala
L(E)=09.

Pasul 1 : Se determina solutia generald a ecuatiei omogene cu solutii functii atagate, adica a ecuatiei:

(*EO) '+ = 0,t € R.
eSe atageazd ecuatiei diferentiale (xpo) ecuatia ei caracteristica i se rezolva:

()pc) N2 +1=02A+1)2=0={A2=0=+j cum(\y2) =1
ePentru fiecare radacind a ecuatiei caracteristice se gisesc corespunzéator solutii particulare liniar
independente ale ecuatiei omogene (xpo), dupd algoritmul dat la EDCO:

_ 0t

AM2=0xjcum(A2) =1~ { 2 Eg _ Zot Sﬁf((llf)) _’
B = (71, x2) este un sistem fundamental de solutii pentru (¥go) (sunt exact 2 solutii particulare
pentru (xgo) si functii liniar independente). Solutia generald a ecuatiei (xgo) este

Zo (t;c1,02) = c1cost + casint, Vi € R si ¢1,c0 € R.
Pasul 2 : Se determing solutia problemei Cauchy

(xpo)2” +x =0,t € R.

{ CT:2(0) =0, 2/ (0) :%

Se impun conditiile initiale asupra solutiei x gasite

{x(t):clcost—i—cQsint ar {C11+CQO:0 {01:0

x' (t) = ¢1 (—sint) + ey cost 2(0) =0 c10+cl =1 co=1
{ 2 (0)=1

Atunci z (t) = sint,Vt € R, este unica solutie a ecuatiei (xgo) ce verificd CI date.
Pasul 3 : O solutie fundamentald a operatorului L este

E={nt)z ()} ={n(t)sint}.

Etapa 2 : Solutia ecuatiei date este
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T—S+FE— {f} * {g} Propozitia 10.2.6 {f " g} ,unde

cost, dacat>0 ., | sint, dacat>0
f(t)—n(t)cost—{ 0, dacat<O0 g (t) = n(t)smt—{ 0, dacit<O0 °
Se calculeaza convolutia celor doua func§11 (f*g)
Obs. 10.2.6.,d) t
(Fr9)® 2y [ Fe-rg@rdr =y /f g(t—7)d
Pentrut < 0= (f=*g)(t) =
t
Pentrut > 0= (fx*g)(t) = / cosTsin (t — 7)dr =

0
_/tsin(t—7+7)+sin(t—7—7)
B 2

0

1 <(T sint)[7Zh 4 eos(=n)

Atunci T = {n(t) 3 (tsint)} .

t
dr = %/0 (sint +sin (¢t — 27)) dr =

T=t
T:O) = % ((tsint —-0)+ M) = % (tsint).



