
Gabriela Grosu / Matematici Speciale 1

CURS NR. 3
Matematici Speciale, AIA

2:2: Câmp vectorial: �ux, divergeņt¼a, circula̧tie, rotor

Euristica 2:2:1: Se caracterizeaz¼a "emisia-absorbţia" şi "rotaţia" unui câmp vectorial, folosind
operatori speci�ci.

Se consider¼a câmpuri vectoriale ce ar modela mi̧scarea unui �uid. Fie
�!v : R3 ! V3;�!v (x; y; z) = x

�!
i + y

�!
j + z

�!
k , adic¼a �!v (P ) = �!r (P )-vectorul de pozi̧tie a

punctului P şi
�!v : R3 ! V3;�!v (x; y; z) = �x

�!
i � y�!j � z�!k , adic¼a �!v (P ) = ��!r (P ) ;

reprezentate spaţial prin
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Corespondentele lor plane ar putea �
�!v : R2 ! V2;�!v (x; y) = x

�!
i + y

�!
j , adic¼a �!v (P ) = �!r (P ) ; şi

�!v : R2 ! V2;�!v (x; y) = �x
�!
i � y�!j , adic¼a �!v (P ) = ��!r (P ) ;

reprezentate plan prin
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În �gurile din stânga, câmpurile vectoriale par în expansiune, originea/ orice punct pare c¼a
emite/ genereaz¼a câmpul vectorial, iar în �gurile din dreapta, câmpurile vectoriale par a � în
contraçtie, originea/ orice punct pare c¼a absoarbe câmpul vectorial.

Fie
�!v : R3 ! V3;�!v (x; y; z) = �!v (P ) = (y � z)

�!
i + (z � x)�!j + (x� y)�!k ,

�!v : R3 ! V3;�!v (x; y; z) = �!v (P ) = (y � x)
�!
i + (z � y)�!j + (x� z)�!k ;

reprezentate spaţial prin
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În plan, �e
�!v : R2 ! V2;�!v (x; y) = �y

�!
i + x

�!
j şi

�!v : R2 ! V2;�!v (x; y) = (y � x)
�!
i � (x+ y)�!j ,

reprezentate plan prin
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În �gurile din stânga, câmpurile vectoriale par a executa o mi̧scare de rotaţie în jurul originii,
iar în �gurile din dreapta, câmpurile vectoriale par a executa o mi̧scare mixt¼a, de rotaţie în jurul
originii şi de absorbţie-emisie de c¼atre aceasta.

Emisia-absorbţia şi rotaţia se vor studia f¼acând apel la operatorii divergenţ¼a şi rotor.

Comentariul 2:2:1: De�nirea noţiunilor de �ux şi divergenţ¼a pentru un câmp vectorial implic¼a
noţiunea de integral¼a de suprafaţ¼a; se vor de�ni la disciplinele de specialitate:

-�uxul unui câmp vectorial �!v într-un punct P0 este num¼arul

�
��!v � (P0) = ZZ

S

�!v (P0) � �!n (P0) ds;

-divergenţa unui câmp vectorial �!v într-un punct P0 este num¼arul

div
��!v � (P0) = lim

�V!0

�
��!v � (P0)
�V

:

A se vedea profesor Eugene Khutoryansky, "Divergence and Curl",
https://www.youtube.com/watch?v=qOcFJKQPZfo ,

minutele 0� 11:40; pentru a observa �uxul de particule emise-absorbite prin suprafaţa de intrare-
ieşire într-un volum mic.
Teorema 2:2:1: (expresia divergenţei în coordonate carteziene). Fie �!v : D � R3 ! V3;

�!v (x; y; z) = �!v (P ) = v1 (x; y; z)
�!
i + v2 (x; y; z)

�!
j + v3 (x; y; z)

�!
k

un câmp vectorial de clas¼a C1 pe un domeniu D şi P0 2 D: Atunci
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div�!v (P0) =
@v1
@x

(P0) +
@v2
@y

(P0) +
@v3
@z

(P0) : (1)

Observa̧tia 2:2:1. Notând cu r operatorul Hamilton de derivare paŗtial¼a

r = @

@x

�!
i +

@

@y

�!
j +

@

@z

�!
k ;

se poate scrie formal
div�!v (P ) = r � �!v (P ) ;8P 2 D

De�ni̧tia 2:2:1: Un câmp vectorial �!v : D � R3 ! V3;
�!v (x; y; z) = �!v (P ) = v1 (x; y; z)

�!
i + v2 (x; y; z)

�!
j + v3 (x; y; z)

�!
k

de clas¼a C1 pe un domeniu D se numeşte câmp solenoidal dac¼a
div�!v (P ) = 0;8P 2 D:

Exemplul 2:2:1: S¼a se determine div�!v (P ) ; unde
a) �!v : R3 ! V3;�!v (x; y; z) = �!v (P ) = x

�!
i + y

�!
j + z

�!
k , adic¼a �!v (P ) = �!r (P ) ;

b) �!v : R3 ! V3;�!v (x; y; z) = �!v (P ) = �x
�!
i � y�!j � z�!k , adic¼a �!v (P ) = ��!r (P ) ;

c) �!v : R3 ! V3;�!v (x; y; z) = �!v (P ) = (y � z)
�!
i + (z � x)�!j + (x� y)�!k

d) �!v : R3 ! V3;�!v (x; y; z) = �!v (P ) = (y � x)
�!
i + (z � y)�!j + (x� z)�!k ;

Rezolvare. a) Conform (1))
div�!v (P ) = 1 + 1 + 1 = 3 > 0;8P 2 D:

Deci div�!r = 3
b) Conform (1))

div�!v (P ) = �1� 1� 1 = �3 < 0;8P 2 D:
Studiind �gurile din euristic¼a se deduce c¼a div�!v (P ) > 0 este asociat¼a câmpurilor cu emisie în
punctul P , iar div�!v (P ) < 0 este asociat¼a câmpurilor cu absorbţie în punctul P: Nu numai originea
O emite-absoarbe în exemplele a)-b), ci şi punctul P (1; 1; 1) ; de exemplu.
c) Conform (1))

div�!v (P ) = 0 + 0 + 0 = 0:
Studiind �gura din euristic¼a se deduce c¼a div�!v (P ) = 0 este asociat¼a câmpurilor f¼ar¼a emisie-
absorbţie în P: Conform de�ni̧tiei se observ¼a c¼a �!v este câmp solenoidal, f¼ar¼a emisie-absorbţie în
niciun punct P; f¼ar¼a surse sau cosurse.
d) Conform (1))

div�!v (P ) = �1� 1� 1 = �3 < 0;8P 2 D:

Teorema 2:2:2: (reguli de calcul cu divergenţ¼a):
Fie �!v ;�!w : D � R3 ! V3;�!v ;�!w 2 C1 (D), � 2 R şi ' : D � R3 ! R; ' 2 C1 (D) : Atunci

�!v +�!w ; ��!v ; '�!v admit divergenţ¼a în orice punct P 2 D şi

div
��!v +�!w� (P ) = div ��!v � (P ) + div ��!w� (P ) ;

div
�
��!v

�
(P ) = � div�!v (P ) ;

div
�
'�!v

�
(P ) = ' (P )

�
div�!v (P )

�
+ (grad' (P )) � �!v (P ) :

Observa̧tia 2:2:2: De�ni̧tiile şi teoremele se pot rescrie şi pentru câmpuri vectoriale plane �!v :
D � R2 ! V2, unde D este un domeniu din R2; cu menţiunea c¼a

div�!v (P ) = @v1
@x

(P ) +
@v2
@y

(P ) :



Gabriela Grosu / Matematici Speciale 4

Comentariul 2:2:2: De�nirea no̧tiunilor de circulaţie şi rotor pentru un câmp vectorial implic¼a
noţiunea de integral¼a curbilinie; se vor de�ni la disciplinele de specialitate:

-circulaţia unui câmp vectorial �!v într-un punct P0 este num¼arul

circulaţia
��!v � (P0) = R
 �!v (P0) � d�!r (P0) ;

-rotorul unui câmp vectorial �!v într-un punct P0 este vectorul rot
�!v not.

= curl�!v dat de formula

�!n (P0) � rot
��!v � (P0) = lim

�S!0

circulaţia
��!v � (P0)

�S
:

A se vedea profesor Eugene Khutoryansky, "Divergence and Curl",
https://www.youtube.com/watch?v=qOcFJKQPZfo,

minutele 11:40� 25:30; pentru a observa circulaţia particulelor care se rotesc în jurul unui contur
ce delimiteaz¼a o suprafaţ¼a mic¼a.
Observa̧tia 2:2:3: Fie câmpul vectorial �!v : D � R3 ! V3,

�!v (P ) = �!v (x; y; z) = v1 (x; y; z)
�!
i + v2 (x; y; z)

�!
j + v3 (x; y; z)

�!
k :

Circulaţia câmpului vectorial de-a lungul curbei 
 este

circulaţia
��!v � (P ) = R
 (v1 (x; y; z) dx+ v2 (x; y; z) dy + v3 (x; y; z) dz) ; (2)

dac¼a integrala curbilinie de spȩta a doua exist¼a.
Teorema 2:2:3: (expresia rotorului în coordonate carteziene). Fie �!v : D � R3 ! V3;

�!v (x; y; z) = �!v (P ) = v1 (x; y; z)
�!
i + v2 (x; y; z)

�!
j + v3 (x; y; z)

�!
k

un câmp vectorial de clas¼a C1 pe un domeniu D şi P0 2 D: Atunci

rot�!v (P0)
not.
= curl�!v (P0) =

��������
�!
i

�!
j

�!
k

@

@x

@

@y

@

@z
v1 v2 v3

��������
formal

(P0) =

=

�
@v3
@y

(P0)�
@v2
@z

(P0)

�
�!
i �

�
@v3
@x

(P0)�
@v1
@z

(P0)

�
�!
j +

�
@v2
@x

(P0)�
@v1
@y

(P0)

�
�!
k (3)

Observa̧tia 2:2:4: Notând cu r operatorul Hamilton de derivare paŗtial¼a

r = @

@x

�!
i +

@

@y

�!
j +

@

@z

�!
k ;

se poate scrie
rot�!v (P ) = r��!v (P ) ;8P 2 D:

De�ni̧tia 2:2:2: Un câmp vectorial �!v : D � R3 ! V3;
�!v (x; y; z) = �!v (P ) = v1 (x; y; z)

�!
i + v2 (x; y; z)

�!
j + v3 (x; y; z)

�!
k

de clas¼a C1 pe un domeniu D se numeşte câmp irotaţional dac¼a
rot�!v (P ) = �!0 ;8P 2 D:

De�ni̧tia 2:2:3: Un câmp vectorial �!v : D � R3 ! V3;
�!v (x; y; z) = �!v (P ) = v1 (x; y; z)

�!
i + v2 (x; y; z)

�!
j + v3 (x; y; z)

�!
k

de clas¼a C1 pe un domeniu D se numeşte câmp armonic dac¼a este simultan solenoidal şi irotaţional,
adic¼a:

div�!v (P ) = 0;8P 2 D şi rot�!v (P ) = �!0 ;8P 2 D:
Teorema 2:2:4: (reguli de calcul cu rotor):

Fie �!v ;�!w : D � R3 ! V3;�!v ;�!w 2 C1 (D), � 2 R şi ' : D � R3 ! R; ' 2 C1 (D) : Atunci
�!v +�!w ; ��!v ; '�!v admit rotor în orice punct P 2 D şi
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rot
��!v +�!w� (P ) = rot ��!v � (P ) + rot ��!w� (P ) ;

rot
�
��!v

�
(P ) = � rot�!v (P ) ;

rot
�
'�!v

�
(P ) = ' (P )

�
rot�!v (P )

�
+ (grad' (P ))��!v (P ) :

Dac¼a, în plus ' 2 C2 (D) ; atunci
rot (grad') =

�!
0 :

Observa̧tia 2:2:5: De�ni̧tiile şi teoremele se pot rescrie şi pentru câmpuri vectoriale plane �!v :
D � R2 ! V2, unde D este un domeniu din R2; cu menţiunea c¼a

rot�!v (P ) =
�
@v2
@x

(x; y)� @v1
@y

(x; y)

���!
i ��!j

�
:

Observa̧tia 2:2:6: Pentru orice câmp vectorial �!v de clas¼a C1 pe un domeniu D divergenţa
şi rotorul nu depind de alegerea reperului ortogonal în care se determin¼a coordonatele
carteziene, ci doar de punctul P .


Exemplul 2:2:2: S¼a se calculeze circulaţia câmpului vectorial
�!v (P ) = (y � z)�!i + (z � x)�!j + (x� y)�!k

pe conturul închisOABO format din laturile triunghiului cu vârfurileO (0; 0; 0) ; A (1; 0; 0) ; B (0; 2; 0)
(parcurs direct, trigonometric):
Rezolvare.

Ecuaţiile parametrice ale segmentului
h����!
M1M2

i
, cu M1 (x1; y1; z1) şi M2 (x2; y2; z2) ; sunt

h����!
M1M2

i
:

8<:
x (t) = x1 + t (x2 � x1)
y (t) = y1 + t (y2 � y1)
z (t) = z1 + t (z2 � z1)

; t 2 [0; 1] )

h�!
OA

i
:

8<:
x (t) = 0 + t (1� 0) = t
y (t) = 0 + t (0� 0) = 0
z (t) = 0 + t (0� 0) = 0

; t 2 [0; 1] ;

8<:
dx (t) = 1dt
dy (t) = 0dt
dz (t) = 0dt

; t 2 [0; 1]

h��!
AB

i
:

8<:
x (t) = 1 + t (0� 1) = 1� t
y (t) = 0 + t (2� 0) = 2t
z (t) = 0 + t (0� 0) = 0

; t 2 [0; 1] ;

8<:
dx (t) = �dt
dy (t) = 2dt
dz (t) = 0dt

; t 2 [0; 1]

h��!
BO

i
:

8<:
x (t) = 0 + t (0� 0) = 0
y (t) = 2 + t (0� 2) = 2� 2t
z (t) = 0 + t (0� 0) = 0

; t 2 [0; 1] ;

8<:
x (t) = 0dt
y (t) = �dt
z (t) = 0dt

; t 2 [0; 1]

Circulaţia câmpului vectorial de-a lungul conturului (în sensul OABO) esteRh�!
OA

i
[
h�!
AB

i
[
h��!
BO

i (v1 (x; y; z) dx+ v2 (x; y; z) dy + v3 (x; y; z) dz) =
=
Rh�!
OA

i ((y � z) dx+ (z � x) dy + (x� y) dz)+Rh�!
AB

i ((y � z) dx+ (z � x) dy + (x� y) dz)+



Gabriela Grosu / Matematici Speciale 6

+
Rh��!
BO

i ((y � z) dx+ (z � x) dy + (x� y) dz) =
=
R 1
0 (0 � 1 + (�t) � 0 + t � 0) dt+

R 1
0 (2t � (�1) + (�1 + t) � 2 + (1� 3t) � 0) dt+

+
R 1
0 ((2� 2t) � 0 + 0 � (�1) + (�2 + 2t) � 0) dt = 0� 2 + 0 = �2:


Exemplul 2:2:3: S¼a se determine circula̧tia câmpului vectorial
�!v (P ) = xy�!i + yz�!j + xz�!k

pe curba (�) :
�
x2 + y2 = 1
x+ y + z = 1

(cilindru\plan)

­4 ­4
­2­2z

x4y
­4
­2

4

0

2

2
4

0 0
2

Exemplul 2:2:4: S¼a se determine rotorul urm¼atoarelor câmpuri vectoriale:
a) �!v : R3 ! V3;�!v (x; y; z) = �!v (P ) = x

�!
i + y

�!
j + z

�!
k , adic¼a �!v (P ) = �!r ;

b) �!v : R3 ! V3;�!v (x; y; z) = �!v (P ) = �x
�!
i � y�!j � z�!k , adic¼a �!v (P ) = ��!r :

c) �!v : R3 ! V3;�!v (x; y; z) = �!v (P ) = (y � z)
�!
i + (z � x)�!j + (x� y)�!k ,

d) �!v : R3 ! V3;�!v (x; y; z) = �!v (P ) = yz
�!
i + xz

�!
j + xy

�!
k ;

Rezolvare. a) Conform (3))

rot�!v (P ) =

��������
�!
i

�!
j

�!
k

@

@x

@

@y

@

@z
x y z

�������� =
=

�
@

@y
(z)� @

@z
(y)

�
�!
i �

�
@

@x
(z)� @

@z
(x)

�
�!
j +

�
@

@x
(y)� @

@y
(x)

�
�!
k =

= 0
�!
i � 0�!j + 0�!k = �!0 :

Se poate scrie: rot�!r = �!0 :
b) Conform (3))

rot�!v (P ) =

��������
�!
i

�!
j

�!
k

@

@x

@

@y

@

@z
�x �y �z

�������� =
=

�
@

@y
(�z)� @

@z
(�y)

�
�!
i �

�
@

@x
(�z)� @

@z
(�x)

�
�!
j +

�
@

@x
(�y)� @

@y
(�x)

�
�!
k =

= 0
�!
i � 0�!j + 0�!k = �!0 ;8P:

Studiind �gurile din euristic¼a deducem c¼a rot�!v (P ) = �!0 este asociat¼a câmpurilor f¼ar¼a rotaţie
în jurul punctului P: Deci câmpurile de la exemplele a)-b) sunt irotaţionale.
c) Conform (3))
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rot�!v (P ) =

��������
�!
i

�!
j

�!
k

@

@x

@

@y

@

@z
y � z z � x x� y

�������� =
=

�
@

@y
(x� y)� @

@z
(z � x)

�
�!
i �
�
@

@x
(x� y)� @

@z
(y � z)

�
�!
j +

�
@

@x
(z � x)� @

@y
(y � z)

�
�!
k =

= �2�!i � 2�!j � 2�!k ;8P:
Studiind �gura din euristic¼a deducem c¼a rot�!v (P ) 6= �!0 este asociat¼a câmpurilor cu rotaţie în P:
Direçtia şi sensul de rotaţie sunt date de vectorul �2�!i � 2�!j � 2�!k :
d) �!v : R3 ! V3;�!v (x; y; z) = �!v (P ) = (yz)

�!
i + (zx)

�!
j + (xy)

�!
k are reprezentarea spaţial¼a

­4
­2

­4­4
­2 ­20

00

xy

z

44
2 2

2
4

Conform (3))

rot�!v (P ) =

��������
�!
i

�!
j

�!
k

@

@x

@

@y

@

@z
yz zx xy

�������� =
=

�
@

@y
(xy)� @

@z
(zx)

�
�!
i �

�
@

@x
(xy)� @

@z
(yz)

�
�!
j +

�
@

@x
(zx)� @

@y
(yz)

�
�!
k =

= 0
�!
i � 0�!j + 0�!k = �!0 ;8P:

Studiind �gura deducem c¼a rot�!v (P ) = 0 este asociat¼a câmpurilor f¼ar¼a rota̧tie în P: Este câmp
irotaţional.

Comentariul 2:2:3:
A se vedea 3Blue1Brown, "Divergence and curl: The language of Maxwell�s equations, �uid

�ow, and more",
https://www.youtube.com/watch?v=rB83DpBJQsE&t=699s.
A se observa utilizarea operatorilor diferenţiali div; rot; grad în scrierea ecuaţiilor �zicii matem-

atice. De exemplu, Ecua̧tiile Maxwell ale câmpului electromagnetic:

Tot în �lm apare şi modelul prad¼a-pr¼ad¼ator (iepure-vulpe), precum şi interpret¼ari legate de
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emisie-absorbţie şi rotaţie.

De�ni̧tia 2:2:4: Un câmp vectorial �!v : D � R3 ! V3;
�!v (x; y; z) = �!v (P ) = v1 (x; y; z)

�!
i + v2 (x; y; z)

�!
j + v3 (x; y; z)

�!
k

de clas¼a C1 pe un domeniu D:se numeşte câmp de gradienţi (sau câmp derivând dintr-un potenţial)
dac¼a exist¼a un câmp scalar ' : D � R3 ! R de clas¼a C1 pe D; numit potenţial scalar al lui �!v ;
astfel încât

�!v (P ) = grad' (P ) ;8P 2 D:
Observa̧tia 2:2:7: Un câmp de gradienţi este câmp irota̧tional,

rot (grad' (P )) =
�!
0 ;8P 2 D:

Într-adev¼ar,

rot�!v (P ) = rot (grad' (P )) =

���������
�!
i

�!
j

�!
k

@

@x

@

@y

@

@z
@'

@x
(x; y; z)

@'

@x
(x; y; z)

@'

@x
(x; y; z)

��������� =
�!
0 ;8P 2 D:

Mai mult,
div (grad' (P )) = �' (P ) ;8P 2 D:

Într-adev¼ar,

div�!v (P ) = div (grad' (P )) = @

@x

�
@'

@x
(P )

�
+
@

@y

�
@'

@y
(P )

�
+
@

@z

�
@'

@z
(P )

�
=

=
@2'

@x2
(P ) +

@2'

@y2
(P ) +

@2'

@z2
(P ) = �' (P ) ;8P 2 D:

Exemplul 2:2:5: a) Orice câmp vectorial constant este un câmp de gradienţi.
Într-adev¼ar, �e

�!v (P ) = c; unde c = c1
�!
i + c2

�!
j + c3

�!
k este un vector constant.

Atunci exist¼a ' : R3 ! R; ' (P ) = c1x+ c2y + c3z astfel încât �!v = grad':
b) �Câmpul vectorial spa̧tial al atraçtiilor newtoniene realizate de O

�!v : D � R3 ! V3;�!v (P ) = �
k

r3 (P )
�!r (P ) =

=
�kx�p

x2 + y2 + z2
�3�!i + �ky�p

x2 + y2 + z2
�3�!j + �kx�p

x2 + y2 + z2
�3�!k ;

unde �!r este vectorul de pozi̧tie al lui P şi r =


�!r 

 este un câmp pentru care:

xy

z 0 ­2­2
­4 ­4

­2
­4

00
2 2

2

4 4

4
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div�!v (P ) = �k
�p

x2 + y2 + z2
��3

� kx
��3
2

� �
x2 + y2 + z2

��5
2 � 2x�

�k
�p

x2 + y2 + z2
��3

� ky
��3
2

� �
x2 + y2 + z2

��5
2 � 2y�

�k
�p

x2 + y2 + z2
��3

� kz
��3
2

� �
x2 + y2 + z2

��5
2 � 2z =

= �3k
�p

x2 + y2 + z2
��3

+ 3k
�
x2 + y2 + z2

��3
2 =

= 0; deci este un câmp solenoidal, care nu "emite-absoarbe".
rot�!v = �!0 ; deci este un câmp irota̧tional.

Atunci câmpul este unul armonic.
�Câmpul vectorial plan al atraçtiilor newtoniene realizate de O
�!v : D � R2 ! V2;�!v (P ) = �

k

r3 (P )
�!r (P ) =

=
�kx�p
x2 + y2

�3�!i + �ky�p
x2 + y2

�3�!j ;
unde �!r este vectorul de pozi̧tie al lui P şi r =



�!r 

 este un câmp pentru care:

­4 ­2 2 4

­4

­2

2

4

x

y

div�!v = �k
�p

x2 + y2
��3

� kx
��3
2

� �
x2 + y2

��5
2 � 2x�

�k
�p

x2 + y2
��3

� ky
��3
2

� �
x2 + y2

��5
2 � 2y =

= �2k
�p

x2 + y2
��3

+ 3k
�
x2 + y2

��3
2 =

=
k

r3 (P )
> 0 pe D; deci este un câmp care "emite".

rot�!v = �!0 ; deci este un câmp irota̧tional.
�!v = grad

�
k

r

�
, deci este un câmp de gradienţi.

Teorema 2:2:5: (reguli de calcul)
Fie �!v : D � R3 ! V3;�!v 2 C2 (D) şi ' : D � R3 ! R; ' 2 C2 (D) : Atunci:
grad

�
div�!v

�
�se poate calcula

div
�
rot�!v

�
= 0 )un câmp de rotori este solenoidal, f¼ar¼a surse.

div (grad') = �' (r � (r') = r2' = �')

rot (grad') =
�!
0 )un câmp de gradienţi este irota̧tional, conservativ.

rot
�
rot�!v

�
�se poate calcula.
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Teorema 2:2:6: Fie �!v : D � R3 ! V3;�!v 2 C1 (D), cu D domeniu isimplu conex. Atunci
urm¼atoarele a�rmaţii sunt echivalente:

(i)
R


�!v � d�!r este independent¼a de drum în D:

(ii)
R


�!v � d�!r = 0 pentru orice curb¼a închis¼a neted¼a pe poŗtiuni conţinut¼a în D:

(iii) �!v este câmp de gradienţi (derivând dintr-un potenţial).
(iv) �!v este câmp irotaţional.

Teorema 2:2:7: Fie �!v : D � R3 ! V3;�!v 2 C1 (D), cu D domeniu simplu conex, un câmp
de gradienţi (derivând dintr-un potenţial) şi �e 
 : [a; b] ! R3 o curb¼a neted¼a pe poŗtiuni, cu
Im 
 =

y
AB: Atunci:R



�!v � d�!r = ' (B)� ' (A) ;

unde ' este un potenţial pentru �!v ; adic¼a �!v = grad':
Teorema 2:2:8:

a) Fluxul unui câmp solenoidal �!v : D � R3 ! V3;�!v 2 C1 (D) (cu div�!v = 0) printr-o
suprafaţ¼a neted¼a închis¼a este 0 (consecinţ¼a a formulei Stokes).

b) Rotorul unui câmp �!v : D � R3 ! V3;�!v 2 C2 (D) este un câmp solenoidal (div
�
rot�!v

�
= 0)

(consecinţ¼a a formulei Gauss-Ostrogradski).


