Gabriela Grosu / Matematici Speciale 1

CURS NR. 3
Matematici Speciale, ATA

2.2. Camp vectorial: flux, divergenta, circulatie, rotor
Euristica 2.2.1. Se caracterizeaza "emisia-absorbtia" gi "rotatia" unui cAmp vectorial, folosind

operatori specifici.
Se considerd cAmpuri vectoriale ce ar modela migcarea unui fluid. Fie

YV R = V3,V (z,y,2) = ci + yT + z?, adici V' (P) = T (P)-vectorul de pozitie a
punctului P si _ _ _
ViR = V3,V (z,y,2)=—2i —yj — 2k, adici ¥V (P) = -1 (P),

reprezentate spatial prin

Corespondentele lor plane ar putea fi

ViRV, V(zy) =21 +y],adici ¥V (P) =T (P), si

ViR = Vy, V (z,y) = i - yT, adici vV (P) = -1 (P),
reprezentate plan prin
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In figurile din stanga, campurile vectoriale par in expansiune, originea/ orice punct pare cd
emite/ genereazd caAmpul vectorial, iar in figurile din dreapta, cAmpurile vectoriale par a fi in
contractie, originea,/ orice punct pare cd absoarbe cAmpul vectorial.

Fie

VIR V3 V() =V (P)=@y—-2)i+(z-2)] +@—y)k,
— 3 — — Y - I
v:R HVg,V(x,y,Z):V(P):(y—ZB)l+(Z—y)J+($—Z)k,

reprezentate spatial prin
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In plan, fie
— —
V:iR2 =V, V(z,y)=—yi +zj s
—
VR Vo, V(zy)=W—2)i—(z+7y)
reprezentate plan prin
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In figurile din stanga, cAmpurile vectoriale par a executa o miscare de rotatie in jurul originii,
iar in figurile din dreapta, cAmpurile vectoriale par a executa o migcare mixtéd, de rotatie in jurul
originii gi de absorbtie-emisie de citre aceasta.

Emisia-absorbtia si rotatia se vor studia facand apel la operatorii divergenta gi rotor.

Comentariul 2.2.1. Definirea notiunilor de flux si divergentd pentru un camp vectorial implica
notiunea de integrala de suprafata; se vor defini la disciplinele de specialitate:
-fluzul unui cAmp vectorial V' intr-un punct Py este numirul

©(¥)(R) = [[ ¥ )T (s
S
-divergenta unui cAmp vectorial v intr-un punct Py este numarul

¢ (V) (R)
. —_ .
div (V) (1) = A AV
A se vedea profesor Eugene Khutoryansky, "Divergence and Curl",
https://www.youtube.com/watch?v=qOcFJKQPZfo ,

minutele 0 — 11.40, pentru a observa fluxul de particule emise-absorbite prin suprafata de intrare-
iegire intr-un volum mic.

Teorema 2.2.1. (expresia divergentei in coordonate carteziene). Fie Vv : D C R® — V3,
— — —
7(957%2) = V>(ID) =N (%%Z) i + v (xayvz) .] +v3 ($>yvz) k
un camp vectorial de clasi C! pe un domeniu D si Py € D. Atunci
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. ov ov ov
divV (Py) = o~ (Po) + an (Po) + 5 (P). (1)

Observatia 2.2.1. Notand cu V operatorul Hamilton de derivare partiala

_ : T, 97
Ox oy 0z’
se poate scrie formal
divv (P)=V-¥V (P),YP€D
Definitia 2.2.1. Un camp vectorial v : D C R? — V3,
— — iy ry 77
v (JJ,y,Z) =V (P) =V (ZL‘,y,Z) 1 +v2 (ZE,y,Z) J +us (.T,y,Z) k
de clasi C! pe un domeniu D se numeste cdmp solenoidal daci
div V' (P) =0,VP € D.

Exemplul 2.2.1. S& se determine div ¥ (P), unde
a) V:R— V3 ¥V (z,y,2) = V (P) :x_i>+yT+zE), adici vV (P) =T (P
— — — i _.> ¥ Ly =
b) V:R? = V3, V(2,y,2) =V (P)=-2i —yj — 2k, adici ¥V (P) =
— — —
) V:RP V3, V(2,9,2)=V(P)=@y—2)i+(z-—2)j +xz-1yk
d) V:R— V3 V(z,y,2) =V T 3 X
Rezolvare. a) Conform (1) =
divv (P)=141+1=3>0,YP € D.
Deci
b) Conform (1) =
divv(P)=-1-1-1=-3<0,YP € D.
Studiind figurile din euristici se deduce cd div V' (P) > 0 este asociatd campurilor cu emisie in
punctul P, iar div ¥ (P) < 0 este asociatd campurilor cu absorbtie in punctul P. Nu numai originea
O emite-absoarbe in exemplele a)-b), ci si punctul P (1,1,1), de exemplu.
c) Conform (1) =
divv (P)=0+0+0=0.
Studiind figura din euristicd se deduce ci div V' (P) = 0 este asociatd campurilor fird emisie-
absorbtie in P. Conform definitiei se observi cd ¥ este camp solenoidal, firs emisie-absorbtie in
niciun punct P, fird surse sau cosurse.
d) Conform (1) =
divv(P)=-1-1-1=-3<0,YP € D.

~—

Teorema 2.2.2. (reguli de calcul cu divergentd).
Fie VW :DCR? - V3, V,W e C'(D),a € Rsip: D CR3— R,pc C'(D). Atunci

¥V 4+ W,aV,oV admit divergents in orice punct P € D si

div (V + W) (P) = div (V) (P) + div (W) (P);
div (aV) (P) = adivV (P);

div (V) (P) = ¢ (P) (div V (P)) + (grad ¢ (P)) - V (P) .
Observatia 2.2.2. Definitiile si teoremele se pot rescrie si pentru cAmpuri vectoriale plane V :
D C R? — Vs, unde D este un domeniu din R?, cu mentiunea c#

. 81)1 8’02

oe (P)+ 52 (P).

div vV (P)
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Comentariul 2.2.2. Definirea notiunilor de circulatie si rotor pentru un cAmp vectorial implica
notiunea de integrala curbilinie; se vor defini la disciplinele de specialitate:
. . . A . — A v
-circulatia unui cAmp vectorial v intr-un punct Py este numarul

circulatia (V) (Py) = f V (Py)-dT (Ry);

-rotorul unui cAmp vectorial ¥ intr-un punct Py este vectorul rot v/ " curl ¥ dat de formula
circulatia (V') (Py)
AS ’
A se vedea profesor Eugene Khutoryansky, "Divergence and Curl",
https://www.youtube.com/watch?v=qOcFJKQPZfo,
minutele 11.40 — 25.30, pentru a observa circulatia particulelor care se rotesc in jurul unui contur
ce delimiteaza o suprafatd mica.
Observatia 2.2.3. Fie campul vectorial Vv : D C R3 — V3,
— — iy iy 77
vV (P)=V (z,y,2) =v1 (z,y,2) 1 +v2(x,y,2) j +v3(z,y,2) k.
Circulatia cAmpului vectorial de-a lungul curbei v este

CirCU1a§ia(7) (P) = fry (Ul (ZL‘, Y, Z) dx + V2 (SC, Y, Z) dy + v3 (.CL', Y, Z) dZ) ’ (2)
daca integrala curbilinie de speta a doua exista.
Teorema 2.2.3. (expresia rotorului in coordonate carteziene). Fie ¥V : D C R? — V3,

g — i e —
v(xay7z):V(P>:vl(x7yaz) 1 +U2($,y72’).] —|—’U3<$,y,2)k
un camp vectorial de clasi C' pe un domeniu D si Py € D. Atunci

o (Py) -rot (V) (Py) = Al}gg

[ —
i j k
not. 0 0 0
rot v (P, gt(:url7P = = = — Py =
(Po) (Po) 9 9y 02 (Po)
v1 v2 U3 formal

([ Ouvs Ova — Ovs ov1 — 0vg ov
(-2 m) T - (G m - ) T+ (Zm-Fm) ¥ e
Observatia 2.2.4. Notand cu V operatorul Hamilton de derivare partiala

v=I97: 957 2%,
Yy 0z

se poate scrie

10t V (P) =V x ¥V (P) VP € D, \
Deﬁn1§1a 2.2.2. Un camp vectorial v v :DCR?— Vg, _

V(2,y.2) =V (P)=vi(z,9.2) 1 +v2(2.5.2) § +vs(2,9,2) k
de clasi C! pe un domeniu D se numeste cdmp irotational daca

rot v (P) = 0 ,VP € D.
Deﬁm;la 2.2.3. Un camp vectorial vV v D CR? — Vg _

(l‘y, )_V(P)_Ul(Iy7 ) +U2(xy7 )j+v3(x7yvz)k

de clasi C! pe un domeniu D se numeste cimp armonic dacs este simultan solenoidal si irotational,
adica:

divv (P)=0,YP € Dsirot Vv (P) = 0,YP € D.
Teorema 2 2.4. (reguli de calcul cu rotor)

F1e v, DCR3—>V3,V w el (D),acRsip:DCR? — R,p e C'(D). Atunci
V 4+ W,aV,¢V admit rotor in orice punct P € D si
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rot (V + W) (P) =rot (V) (P) 4 rot (W) (P);

rot (a V) (P) = arot vV (P);

rot (V) (P) = ¢ (P) (rot ¥V (P)) + (grad ¢ (P)) x ¥V (P).
Dac4, in plus ¢ € 62 (D), atunci

rot (grad ) = 0

Observatia 2.2.5. Definitiile si teoremele se pot rescrie si pentru cAmpuri vectoriale plane Vv :
D C R? — V,, unde D este un domeniu din R?, cu mentiunea ci

0 0
oV (P) = (52 ) - G ) (T 7).
Observatia 2.2.6. Pentru orice camp vectorial ¥ de clasi C! pe un domeniu D divergenta

si rotorul nu depind de alegerea reperului ortogonal in care se determina coordonatele
carteziene, ci doar de punctul P.

OExemplul 2.2.2. Si se calculeze circulatia campului vectorial
— g g 7
V(P)=(y—2)T+(-2)] +@-yK
pe conturul inchis O ABO format din laturile triunghiului cu varfurile O (0,0,0), A (1,0,0), B (0,2,0)
(parcurs direct, trigonometric).
Rezolvare.

Ecuatiile parametrice ale segmentului |:M1M2}, cu My (21,91, 21) s Ma (z2,y2, 22) , sunt

xz(t) =x1+t(xa— 1)
Mle} S yt) =y +t(y2—y1) te0,1] =
Z(t) =21 +t(22 —21)

o z(t)=0+t(1—-0)=t dx (t) = 1dt

OA :{y(t)0+t(00)0,t€[0,1], dy (t) =0dt ,t € [0,1]

S z(t)=0+t(0—-0)=0 dz (t) = 0dt

. z(t)=1+t(0—-1)=1-1¢ dx (t) = —dt

AB :{ y(t)=0+t(2—0)=2t 0,1];4 dy(t) =2dt ,te0,1]

-z =0+t0-0)=0 dz (1) = 0dt

o z(t)=0+¢t(0—-0)=0 x (t) = 0dt

BO|: ¢ y(t)=24t(0—-2)=2-2¢t ,t €]0,1] y(t) = —dt ,t €]0,1]
. z(t)=04+t(0—-0)=0 z (t) = 0dt

Circulatia campului vectorial de-a lungul conturului (in sensul OABO) este
f[oj] o[aB)u[po] (1 (v1 (2,9, 2) do + v2 (,y, 2) dy + v3 (2,y, 2) dz) =

:f[OA} ((y —z)dm+(2—m)dy+(:E—y)dz)qu[E] (y—2)dx+ (z —x)dy + (v — y)dz) +
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+f[3_o’] (y—2)dz+ (z —z)dy + (z — y) dz) =

= 01(0 14 (=) -0+ ¢-0)dt+ [ (2t (—1) + (=1 +1) -2+ (1 —3t) - 0) dt+
F (22040 (=1) + (~2+2)-0)dt =0 —2+0 = —2.

OExemplul 2.2.3. S§ se determine circulatia campului vectorial
— ry - g
V(P)=xyi +yzj +2zk

25,2 _
pe curba (T') : { i:_yy—l—;i 1 (cilindrunplan)

Exemplul 2.2.4. Sa se determine rotorul urmatoarelor campurl vectoriale:
a) V:R? = V3,V (r,y,2) =V (P)=x 1 +yJ +zk adicd V' (P) =7,
— RAN
b) V:R? = V3,V (z,y,2) = _)(P)——:le—yj — zk, adici V (P)
— —
c) ViR =V, ¥V (w,y,)=7(P):(y—z)i+(z—w)' +(z—y)
_ 3 N — — —
d) vV:R°— Vs VvV (z,y,2)

i_
k,

Rezolvare. a) Conform (3) =
i3k

rot v (P) = é 2 3 =
or Jy Oz

- (f@/(z)—ﬁz( )T (2@ 2 @) T+ (o) -2 @) K -

—01 —0 =0.
Se poate scrie: IE& r=20.

b) Conform (3) =

i3
_ o 9 0
rot v (P) = 3 87/ % =

—-r -y —z

:(aay(_z)—;z(—y)>?—<£c( 2) > +< y)—(fy(—w))ﬁz

I
=0i -0j +0k = 0,VP.
Studiind figurile din euristici deducem ci rot v (P) = 0 este asociatd campurilor fara rotatie
in jurul punctului P. Deci cAmpurile de la exemplele a)-b) sunt irotationale.

c) Conform (3) =

i
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Yy—2z 2—T T—Y

- <aay(x—y)—i(z—x))7—<i(w—y)—8i(y—2)) T+<£(z—x)—£/(y—2))

— — —
=-21 -2j —2k,VP.

Studiind figura din euristici deducem c# rot v (P) # 0 este asoc1ata campurilor cu rotatie in P.
_)

Directia si sensul de rotatie sunt date de vectorul —2 i — 23 j - 2 k.
—

d) V:R? = V3, ¥V (z,y,2) = V (P) = (y2) Tt (zx) j + (zy) ¥ are reprezentarea spatiald

< wy) — % (yz)) T+ (;; (2z) — (fy (yz)) X =

—01-0j j+0 K = 0,VP.
Studiind figura deducem ci rot ¥ (P) = 0 este asociatd caAmpurilor firs rotatie in P. Este cAmp
irotational.

Comentariul 2.2.3.

A se vedea 3BluelBrown, "Divergence and curl: The language of Maxwell’s equations, fluid
flow, and more",

https://www.youtube.com/watch?v=rB83DpBJQsE&t=699s.

A se observa utilizarea operatorilor diferentiali div, rot, grad in scrierea ecuatiilor fizicii matem-
atice. De exemplu, Ecuatiile Maxwell ale Cémpului electromagnetic:

Tot in film apare si modelul pradi-praddtor (iepure-vulpe), precum si interpretiri legate de

—
k
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emisie-absorbtie si rotatie.

Definitia 2.2.4. Un camp vectorial ¥V : D C R?® — V3,

— — iy ry g

v (x,y,z) =V (P> = (.%'73/,2) 1 + vy ((E,y,Z) J +us3 (Q?,y,Z) k
de clasi C! pe un domeniu D.se numeste camp de gradienti (sau camp derivand dintr-un potential)
dacd existd un camp scalar ¢ : D C R3 — R de clasi C! pe D, numit potential scalar al lui V',
astfel incat

V (P) =grad ¢ (P),VP € D.
Observatia 2.2.7. Un caAmp de gradienti este cAmp irotational,
rot (grad ¢ (P)) = 0,¥YP € D.

Intr-adevar,

— — —
i F K
d 3} 0 N
rot vV (P) = rot (grad ¢ (P)) = o dy 92 =0,VPeD.

dp dp dp
%(.’L‘,y, Z) %(l"yaz) %(l’,y,Z)

Mai mult,
|div (grad ¢ (P)) = Ap (P) VP € D.|

Intr-adevar,

div ¥ (P) = div (grad ¢ (P)) = 8833 (gi (p)) 4 sy (g‘; (p)) + gz @5 (p)) _
0% 0%

0%p
=gz Pt g

P)+ — (P)=A¢(P),YP e D.
(P)+ 55 (P) = Ap(P)
Exemplul 2.2.5. a) Orice camp vectorial constant este un camp de gradienti.
Intr-adevir, fie
— _ _ i iy Eg
vV (P)=c¢,undeC=c1 i +c2j + csk este un vector constant.
Atunci existd ¢ : R3 — R, ¢ (P) = c12 + coy + c32 astfel incat ¥V = grad ¢.
b) eCampul vectorial spatial al atractiilor newtoniene realizate de O

k
= . 3 = _ - _
v:DCR —>V3,V(P)——T3(P)r(P)—
—kx - —k - —kx -
- g - K,
(\/as2+y2—|—z2> (\/:n2+y2+22> (x/:n2+y2+z2)
unde T este vectorul de pozitie al lui P gi r = H?H este un cAmp pentru care:
-:o
c o0 e e
®eccs00 0
® 060 006 O 0 o
e o ® \1 & ® o o
e m e _{.o
o @ o ® o
LI B o o
o & ¢ ® %o
o o @ Q o O
L ) LI ]
[ ] [}
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divV (P) = —k (\/m>_3—k‘x () ($2+y2—|—22)%5 S 9r—

-3 5
(V) () 0t ) T
—k (\/x2+y2 +z2>_3 —kz () (22 +y2+2%) 72 22 =
= -3k <\/$2+y2+22>73—|—3k (:L‘2—i—y2—|—22)_73 =

= 0, deci este un cAmp solenoidal, care nu "emite-absoarbe".
rot v = 6), deci este un cAmp irotational.
Atunci caAmpul este unul armonic.
eCampul vectorial plan al atractiilor newtoniene realizate de O

=5
2

— ) — —
V:DCR -V, V(P)=——5—=71 (P)=
CR: V5,V (P)= 5y ¥ (P)
—kz - —ky =
= 3 1 + 3J>
) ()
unde T este vectorul de pozitie al lui P gi r = H?H este un cAmp pentru care:
AN NN V.oV v v L L
N N
SN AN NTV Vo ooz
N a A N QT 4 2 2 =2
N L gk
X
z 7 7 T _ﬁ__h\ Y Y Y <©
7 7 4 4 AN N ™ T T
7 7 4 4 ATA N % ™ %
7 4 4 4 ATA N N N %
-3
.= _3
divv = —k ( 2 + y2> —kz () (2 +y?) 2 22—

-3 _
B (V) k() (0 ) T =
= 2k (VIT T E) k(a2 49?)7 =

= ——— > 0 pe D, deci este un cAmp care "emite".
3 (P)
rot v. = 0, deci este un cAmp irotational.
k
Vv = grad (), deci este un cAmp de gradienti.
r
Teorema 2.2.5. (reguli de calcul)
Fie V:DCR? - V3,V eC?(D)sig: DCR?—=R,pcC?(D). Atunci:
grad (div 7) —se poate calcula

div (rot 7) = 0 |=un camp de rotori este solenoidal, firs surse.

(div (grad @) = Ag | (V- (Vi) = V2p = Ap)

rot (grad ) = 0 |=un camp de gradienti este irotational, conservativ.

rot (rot 7) —se poate calcula.
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Teorema 2.2.6. Fie vV : D C R> — V3,V € C' (D), cu D domeniu isimplu conex. Atunci

urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) fv V - dT este independentd de drum in D.

(ii) f,y V -dT =0 pentru orice curbi inchisi neted pe portiuni continuts in D.

(iii) ¥ este camp de gradienti (derivand dintr-un potential).

(iv) ¥ este camp irotational.
Teorema 2.2.7. Fie V : D C R? — V3,V € C' (D), cu D domeniu simplu conex, un caAmp
de gradienti (derivand dintr-un potential) si fie vy : [a,b] — R3 o curba netedi pe portiuni, cu
Im~ = AmB. Atunci:

[,V -dT = ¢ (B) - p(4),
unde ¢ este un potential pentru Vv, adica
Teorema 2.2.8.

a) Fluxul unui camp solenoidal Vv : D C R?® — V3,V € C'(D) (cu divv = 0) printr-o
suprafatd neteda inchisa este 0 (consecinta a formulei Stokes).

b) Rotorul unui camp v : D C R3 — V3,V € C? (D) este un camp solenoidal (div (rot V') = 0)
(consecinta a formulei Gauss-Ostrogradski).

—
v

= grad ¢.



