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CURS NR. 4
Matematici Speciale, ATA

FUNCTII COMPLEXE

1. Multimea numerelor complexe
1.1. Definitii. Exemple. Structura algebrica a multimii C

Definitia 1.1.1. Fie multimea
RZ=R xR ={(z,y);z € Ry € R},
cu operatiile interne
+:R?x R? = R%, (z1,y1) + (22, y2) = (21 + 22,91 + ¥2)
R X R? = R2, (21,41) - (22, ¥2) = (122 — y1y2, T1y2 + T2y1) -
Fiecare element al multimii R> = R x R pe care sunt definite cele doui operatii precedente se
numeste numar complezx. Se noteaza cu C multimea numerelor compleze.
Teorema 1.1.1. (C, +, -) este corp comutativ cu elementul zero (0,0) , iar elementul unitate (1,0).
Observatia 1.1.1. a) (C, +, -, R) este spatiu liniar real, unde + este adunarea numerelor complexe
i - este inmultirea numerelor complexe cu scalari reali.
b) (C, (-, -)) este spatiu liniar euclidian, cu produsul scalar euclidian
('7 > :CxC—R, <(1‘1, yl) ) (1‘2,y2)> = T1%2 + Y1Y2-
c) (C,||]|) este spatiu liniar normat, cu norma euclidiana
I1: C = R, |z 9)ll = /22 + 42
Norma este indusa de produsul scalar anterior, adica
I )l = /(@ 9) (@9, ¥ (@,y) € C.
d) Pe C nu se poate introduce o relatie de ordine totala.
Observatia 1.1.2. (Forma algebricid sau carteziand a numerelor complexe): Fie sub-
multimea din C daté prin
R x {0} ={(z,y);x € Ry=0} C C.
Aplicatia
¢ R— R x{0},(z) = (x,0
este un izomorfism de corpuri. Se poate considera R ca si submultime a corpului C si se poate
identifica z € R cu (z,0) € C. Atunci
(z,y) = (2,0) +(0,1) - (y,0).
Se noteaza | (0,1) =j| (cu j? = (0,1)-(0,1) = (~1,0), adici [j* = —1))
Orice numar compler z = (x,y) se poate reprezenta in mod unic prin
E=c+]jy.c e Ry eR]ynde j = (0,1) € C se numeste unitate imaginard. (1,0) se va numi
unitate reala.
Numerele de forma j-y,y € R se numesc imaginare.
In multe aplicatii se foloseste i (de la imaginar) in loc de j.
A se urmari profesor Eugene Khutoryansky, "Trigonometry" si "Imaginary Numbers and func-
tions of complex variables"
https://www.youtube.com/watch?v=ovLbCvq7FNA
https://www.youtube.com/watch?v=blY6ahHVgqA
Definitia 1.1.2. Fiez =2 +jy € C.
a) Se numegte partea reald a lui z numarul real Re (z) = x;
b) Se numeste partea imaginara a lui z numarul complex Im (z) = jy, unde y este numér real
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numit si coeficientul partii imaginare;
c) Se numeste conjugatul lui z numarul complex zZ = = — jy;
d) Se numeste modulul lui z numarul real pozitiv |z| = /22 + y2.
Observatia 1.1.3. Operatiile cu numere complexe sub forma algebrica devin
21420 = (21 +jy1) + (w2 +jy2) = 21 + 22 +j (Y1 +y2)
2oz = (i) (B2 +iye) = sz +jziye +jyize + i yiye =
=z122 — y1y2 +j (T1y2 + T291) -
Propozitia 1.1.1. a) V2 € C,Rez = 3 (2 + %) si Im 2 = 2% (z—2%2);
b)zeReImz=0&2=%¢c)V2€C,(2) =z
d)Ve=z+jyecCz+z=20cRsiz-z=a?+9y% cR;
e) Vo, eCoutn=1+2si21 22 =71 2.
Propozitia 1.1.2. a) V2 € C,|z| > 0si [|z2| =0< 2 =0].
b) Vz1,20 € C, |21 - 22| = |21| - |22| si ||z1] — |22]] < |21 £ 22] < |21] + |22]-
In general, Vz1,...,2p € C, |21 - oo - 2n| = |21 - o - 20| 81 |21 + oo + 20| < 21| + o0+ |20].
c)VzeC,z-z=|2*;d) Vz € C, 2| = |—2| = |z];
€) Vz1,22 € C, |21 + 2z + |21 — 22)* = 2 (]z1|2 + |22|2)
f)Vz € C,|Rez| < |z|, [Imz| < |z],|z] < |Rez|+ [Imz]|.
Propozitia 1.1.3.(puterile numarului complex j) :
i=1(0,1);=(-1,0) @ —1;* = = j;j* = 1;...
Prin inductie matematica se arata ca, Vn € N*,
1, dacdn =4k, k € N*
_— j, dacan=4k+1,keN
L dacd n =4k + 2,k € N
—j dacan=4k+3,keN.
Exemplul 1.1.1. Sa se determine conjugatele urméatoarelor numere complexe:

1 1
a)z:l—l—;j;ézl—;j.b)z:3—\/§j;5=3+\/§j.

c) z= gj—5:—5—|—gj;fz—5—£j.d) z = 2000 = 2000 + 0j;Z = 2000 — 0j = 2000.
e)z=14j=0+1452=0—-14j.f) 2=0=04+0j3;2=0—-0j = 0.
Exemplul 1.1.2. Sa se calculeze:
a) (2+3))+ (2-1)(3+2)) =2+3j+6+4]-3j-2j" =10+ 4j;
b) (V2+3j) (3—V2j) =3v2-2j+9)-3v2j* =6vV2 +7j;
204 4(1+2j)  4+8j 4+8j 4 8.
) 1-2j (1-2j)(1+2)) 1-42 5 =515l
Exemplul 1.1.3. Sa se calculeze:
Ey = j0 416 4726 4336 4 j46
Rezolvare: modul 1. By = (%) + (%)° + (i) + (1) ° + () =
= (1P (1) + (D (D ()P =11 -141-1= -1
modul 2. Fy = j¥ 142 4 j44+0 4 j46+2 | 4940 4 41142 _
5 D (0 N 50 RS S ) R 15 R Ly A IR RS R [
Observatia 1.1.4. (Forma matriceald a numerelor complexe): Fie submultimea din M (R)
data prin

Cz{ZEMg(R);Zz(x _y>,x,y€R}
(T

Aplicatia
p:C—Cop(2)=2
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este un izomorfism de corpuri si se poate identifica

. 10 0 -1
Z—x-1+y-JECcuZ—x<O 1>+y<1 0 >€C.

Mai mult, se observa ca
10 . 0 —1 e v 19 .9
I = 0o 1 )8 Jo = 1 0 verifica J5 = —I (analog cu j* = —1).

Se poate introduce Re (Z) = z,coeflm (Z) = y,|Z| = Vdet Z.
Observatie 1.1.50. Numerele naturale a,b,¢ € N ce verificd a® + b?> = ¢? se numesc numere
pitagoreice.
Fie z =z +jy € C. Atunci
2 . 2 2
224 y? = o = 2] = [a? — 2 4+ 20| = /(@2 —1?)? + (20p)° &

2 2
& (%) (332 — y2) + (29Uy)2 = (ac2 + y2) .
Alegand in (%) z,y € N cu = > y, se obtine ca

’a:x2 —y? b= 2xy,c:m2+y2‘
sunt numere pitagoreice. De exemplu,
r=2,y=1= (a,b,c) =(3,4,5)
r=3,y=2= (a,b,c) = (5,12,13)
x=4,y=2= (a,b,c) = (12,16, 20)
r=4,y=3= (a,b,c) = (7,24,25).
Observatia 1.1.6.(Interpretare geometrica) Fie un plan (7) si R = <O; 7, ?) un reper orto-

normat in planul (7). Atunci aplicatia

b1 C - (1), (2) = M,
ce face sd corespunda numdarului complex z = z + jy € C punctul M (x,y) € (7) este o aplicatie
bijectivd. Punctul M (z,y) se numeste imaginea geometricad a numarului z, iar numdirul z se
numeste afizul punctului M. Prin identificare, numarul complex z se numeste punct. Diagrama de
reprezentare se numeste diagrama Argand.

v [

X

a) Planul (7) se numeste planul complez.

b) Multimile de puncte din (7) corespunzitoare pentru
{z=z+jyeCy=0},{z=z+jyeCx=0}

sunt respectiv aza reald Ox, aza imaginara Oy.

y y
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¢) Multimile de puncte din (7) corespunzitoare pentru
{z=2+4+jyeCy>0},{z=x+]jyeC;y <0},
{z=2+jyeCax>0},{z=2+jyeC;z <0}

sunt respectiv semiplanele superior, inferior, drept, sting ale planului complex.

=l

Multimile de puncte din (7) corespunzatoare pentru
{z=2+4+jyeCiz>0,y>0},{z=2+jyeC;z <0,y >0},
{z=2+4+jyeCz<0,y<0},{z=2+jyeC;xz >0,y <0}

sunt respectiv cadranele I, al Il-lea, al Ill-lea, al patrulea ale planului complex.

d) Fie 21,22 € C numere complexe oarecare date. Multimile de puncte din (7) corespunzitoare
pentru

{zeCiz=21+t(22—21),t€[0,1]},{z € C;z =21 +t (22— 21),t € R}
sunt segmentul de capete z1, z9, respectiv dreapta ce trece prin punctele zi, zo.

y y

e

I / I ' 1
7 X / X

e) Fie a € C numdr complex oarecare dat si fie r > 0 numadr real dat. Multimile de puncte din ()
corespunzatoare pentru

{zeC;|lz—a|=r},{z€C;|z—a| <1}
sunt cercul centrat in a §i de raza r, respectiv interiorul cercului centrat in a $i de raza r (pentru
r=0={2€C;|lz—a|=0}={a}si {z€C;lz—a|] <0} =0).
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o oe

In particular, numerele complexe cu modulul egal cu r se reprezintd in planul complex prin
punctele cercului cu centrul in origine si de raza egald cu r.

Observatia 1.1.7. (Forma trigonometrica sau polara a numerelor complexe): Fie Vz =
z+jy € Csi M (x,y) imaginea lui geometrica in planul complex datd prin coordonatele carteziene
z,y.

-

X

Fie r > 0,r = dist (O, M) si t* € [0, 27[,t* méasura in radiani a unghiului orientat facut de Ox
cu OM coordonatele polare ale lui M, definite unic prin
x =rcost*
{ y = rsint*
Atunci z = r (cost* 4+ jsint*) ,r > 0,t* € [0,27[. De mentionat ca studiul se poate reface si pentru
t* € [a+0,a+ 27[,a € R dat, corespunzitor altei taieturi decat Oz .
Se observa ca raza polard a imaginii lui z este egald cu modulul lui z,

‘r:\/$2+y2:|z|.‘

Argumentul polar t* al imaginii lui z € C* se numeste argumentul redus al lui z §i se noteaza
arg z. Dacd z = 0, modulul este egal cu 0, iar argumentul sau redus se poate lua drept orice
numar din [0,27[. Dacd z # 0, modulul gi argumentul redus ale lui z sunt determinate unic.

-

— —
Cum t* = ,u(O:E, OM ) (unghiul orientat cu care se roteste versorul i al axei Oz in sens pozitiv,

—
trigonometric incit sa se obtina orientarea lui [OM } , dacé se considera tdietura Oz ), se deduce:

k =0 dacd M este in cadranul [

arctg % + %w, unde E =1 daca M este in cadranele I sau I11
k = 2 dacd M este in cadranul IV

argz =t = 0, dacay =0,z >0

m, dacay =0,z <0

5, dacaz =0,y >0

37“, dacd x =0,y <0

\
Se noteaza Argz = {t € R;t = argz + 2km,k € Z}. Atunci orice numar complex z € C poate fi
scris sub forma
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’z =r(cost+jsint),r >0,t € R,
numita forma trigonometrica sau polard a lui z.
Dupa studiul functiilor complexe, se va introduce si forma exponentiala a lui z,

z=ret r>0,teR,

bazandu-se pe formula Euler elt = cost + jsint, din care se deduce identitatea Euler /™ = —1.

Interpretare fizica: Cand electronii oscileaza in jurul unei pozitii de echilibru, pozitia lor este
data de o ecuatie de tipul

ht y Vamf — th

2z = Ae 2m 2m —a | unde literele reprezintd m#rimi cu interpretiri caracteristice.

Exemplul 1.1.4. Sa se scrie sub forma trigonometrica numerele

a)z=1+]j
Rezolvare. Se reprezintd z in planul complex: z =1+j~ M (1,1) € CI
y 1
s M
T '0 T P T X'

r=|z| = V12 + 12 = V2.

t* formula

1
argz:arcthﬁLO-w:%.

desen

Saut* = a,a=pu <m) , P =pro,M, unde tg
Atunci 1 +j = ﬂ(cos% —|—jsin%).

b) z = -2+ 2j

Rezolvare. Se reprezintd z in planul complex: z = =2 +2j~ M (1,1) € CII

in APOM pjp 1]

PO 1]-
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M y +

r=|z] = /(=2)% + 22 = 2V2.

5 2
t*forimaargz:arctg_—z—i—l-w:—§+7r:%ﬂ_
Sau t* di“%wa,a:g(P/OT/_/) P = pro, M, unde tg o in APOM %g:%.

Atunci z = /2 (cos 3T 4 jsin 31)
c) z=—V3-]
Rezolvare. Se reprezintd z in planul complex: z = —/3 —j~» M (—\/g, —1) eCIII

v 1
, t tam t
/ X
M
2 2
r=lel =/ (-v3) + (-1)2 =2,
formula -1 e
t* T ="argz=arctg ——+n1=% + 71 ="T.
g g 3 6 6
* deien _ _ in APOM MP _ |-1]
Sau ¢ TH+aoa,a=p (POM) P =pro, M, unde tg « PO =[]
Atunci —v/3 —j = 2 (cos I + jsin 7).
Comentariu: z = —/3 —j = —2 (cos & Tisin %) este corect din punct de vedere algebric, dar

§ 7 argz, —2 nu poate fi 7 > 0; relatia nu reprezinta forma trigonometrica a numarului.

d) z=1-jv3

Rezolvare. Se reprezintd z in planul complex: z =1 —jv/3 ~» M (1, _\/5) e CIlV

.
(] ' i
L\\ X
1 M
r=|z| =4/12 + (—\/5)2 = 2.
—V3
+* folmula arg z = arctg If + 271 = —% + 27 = %r
Sau #* "= 97 — a0 = 1 (POM ) , P = pro. M, unde tga ™ S0 U5 — =

Atunm1—J\f—2(cos5”+351n5§r)
e)z=2
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Rezolvare. Se reprezintd z in planul complex: z =2 +j-0 ~» M (2,0)
v

r=lz| =22 +02 =2.

t* formula

Sau t* 1= 7 (Oa:, O—]\>4> =0.
Atunci 2 =2 (cos0+ jsin0) .

arg z = 0.

f) 2=-3
Rezolvare. Se reprezinta z in planul complex: z = —% +j0~M (—%, 0)
vl
M X
— | — 32 023
r=|z] = ( 2) +07=3.
4 formula
tt = argz=m.
Sau ¢* & " (Om, OM) =T.
Atunq —3 =3 (cosm+jsinm).
g) z=2]
Rezolvare. Se reprezintd z in planul complex: z =04 j-2 ~ M (0, 2)
vy wm
1,

formula

t* arg z =

Sau ¢* 1" W (Oaz, OM) = 7.
Atunci 2j =2 (cosg + jsin ) .

h) z = —-2j

Rezolvare. Se reprezintd z in planul complex: z =0 —j-2 ~ M (0, —2)

ISIE

IMERCT
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et

r=lz] = 4/02 4+ (=2)* =2
t* forléulzi ar 3
Sau ¢+ & I <Ox,OM> = 37“

Atunci —2j =2 (cos 37” + jsin 37“) .

Interpretare fizica: Exista aplicatii ale numerelor complexe in gtiinta si inginerie, in particular
in teoria curentului electric alternativ si in mecanica vectoriala.

A. Efectul multiplicarii cu j unui fazor (vector rotitor reprezentand, de exemplu, una dintre marimile
caracteristice ale curentului alternativ - intensitate, tensiune) reprezentat in diagrama Argand

N . R . . T oo o . . . .. NRTIRIT
consta in rotirea in sens trigonometric cu 5 fara a-i modifica lungimea. Similar, efectul multiplicarii

. . VN . T oo o . . . ., VN
cu —j a unui fazor consta in rotirea cu —3 fara a-i modifica lungimea. Acestea se utilizeaza in

. . . . O . . . ™
teoria curentului alternativ, deoarece anumite marimi reprezentate vectorial sunt la unghi de 5

una de alta.

R L) A e
[ 1 ‘ YN | 1
Va ke Vi Ve = Ve
{ I
v v &
y e 3
Lol ~_Jh )
f_f// : ‘{“ah |
. I
/ | |
VFI' JI ________ I.J"I
(a) (b)

De exemplu, in circuitele RLC din figura.

In circuitul (a), V7 si I fac un unghi de 90°, ceea ce se poate scrie ca j Vi, axa verticald fiind
axa imaginard din diagrama Argand. Astfel, Vg +jV, = V. Dar Vg = IR,V = IX] (unde
X, =reactanta inductiva, 2nLf ohmi),V = [Z (unde Z =impedanta)= R+ j X, = Z

In circuitul b) I si Vo de 90°, ceea ce se poate scrie Vg —jVo =V = R—jX¢c = Z. (unde

X =reactanta capacitiva, ohmi).

2L f
B. O undi de frecvents singulard se poate reprezenta printr-un fazor. In teoria sistemelor liniare,
un sistem in care inputul (intrarea) este o unda de frecventd singulara produce un output (iesire)
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de aceeagi frecventd, ce poate fi defazat si cu amplitudinea scalatd. Utilizdnd numerele complexe,
sistemul poate fi reprezentat printr-un numar care multiplicd fazorul de input, avand efectul de
rotire a fazorului si de scalare a amplitudinii. Se poate defini j ca fiind un numéar ce multiplica
. . T o o . . . o T
fazorul de input, avand efectul de rotire cu 5 fard si schimbe amplitudinea. Dac& multiplicarea

o . . ™ ™ . . . . o
se repetd, atunci, rotind fazorul cu 5 + — = m, atunci outputul sistemului se inverseaza. Astfel

2
obtinem interpretarea ecuatiei j2 = —1.
Input Output
Pﬂ—l—— Sysiem -_n—-p

Propozitia 1.1.4. Vz € Ciargz = 27 — arg z.
Propozitia 1.1.5. a) Vz; = r1 (cost; +jsinty) € C i Vzo = 1o (costy + jsints) €
2129 =11 - 19 (cos (t1 + to) + jsin (t1 + t2));
b) Vz1, 22, ...,z € C:
2129 e Zn =T1-T2 o Ty (cOS(t1 +to+ ... +ty) +jsin (b1 +ta + ... +tn));
c) Vz=r(cost+jsint) € Csi Vn € N*:
2" = 71" (cos (nt) + jsin (nt)) .
In particular, are loc formula Moivre
(cost + jsint)" = cos (nt) + jsin (nt),Vn € N*
d) biz :{(cost—i-jsint) eC:
= (cos (—t) + jsin (—t))

e) Vzy =ri(costy; +jsinty) € C gi Vzg = 7o (costy + jsinty) € C*:

21 T .
a1 (cos (t1 — t2) +jsin (t1 —t2)).
Z9 T9

Exemplul 1.1.5. Sa se calculeze
~)2013

a) By = (—1+jv3)"":b) By = m
Rezolvare. a)
modul 1. (algebric-mai ales daca se cere forma algebricd a E)

O varianta de calcul algebric este:

z=—-1+4] V3

2= (-1+jV3)°=-2-2jV3

2 =2(-1-jV3) (-1+jVv3) =2?

By =210 = 334 = (533 = (29)% (L1 4v3) = —2°0 4] 20V3.
modul 2. (trigonometric-mai ales dacd se cere forma trigonometrica a Ej)
Analog cu exercitiul 1.1.4, se reprezinta trigonometric

2 2
z——1+j\/§—2<cos;+jsin;> =
2 2\ \ 20
Bi=20=(-14jv3)"’ = (2 <cos;+jsin§ ) =210 (cos?jr +jsin

2 2 —
=210 <COS (677 + ;) + jsin <67r + ;) k=3

C:
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27 27
— 210 . . .
<cos 3 + Jsin 3 )

b) A se vedea Seminar.

Definitia 1.1.3. Fie z € C* si n € N*. Se numeste radacina de ordinul n a z orice numéar complex
Z care verificd ecuatia

" = 2.
Propozitia 6. Fie z = r(cost* + jsint*) € C*, cu r = |z|,t* = argz € [0, 27[(dacd se lucreaza
cu taietura Oxy; altfel [0+ «, 27 + o, € R). Numérul complex nenul z are exact n radacini
complexe de ordin n, si anume

t* + 2k t* + 2k
(W)C:{Zk:y?(cos—i_ 7r—|—jsin7+ W)

ik € {0,1,...,n—1}}.

Exemplul 1.1.6. Sa se rezolve in C ecuatiile
a) (2+j) 2% -3+j=0;
Rezolvare. A se vedea Seminar.
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1.2. Structura topologica a multimii C

Teorema 1.2.1. a) (C,||-||) este spatiu normat, cu functia norma uzuald pe C
[ : € = R, ||z]| = |2], adica
(N1) V (21, 22) € C?: |21 + 22| < |21] + |22 (inegalitatea triunghiulara sau Minkovski);
(N2) V(a,2) e Rx C: |az] = || |2];
(N3)VzeC:[|z| =0« 2z=0].
b) Deci (C, d) este spatiu metric, cu funclia distanti uzuald pe C
d:CxC—R,d(z1,2)=|21 — 22/, adica
(Ml) v (Zl, 292, 23) €C3:d (21, Z3) <d (21, 22) +d (ZQ, 2’3)
(inegalitatea triunghiulara sau Minkovski);
(M3) ¥ (21, 20) € C? 1 d (21, 20) = d (22, 21);
(Mg) V(zl,zQ) € (C2 : [d (21,22) =02z = 22].
c) Deci (C,T) este spatiu topologic, cu topologia uzuald pe C datd multimea 7 a tuturor
multimilor deschise, adica
(Th) VeT,XeT;
(T3) reuniunea multimilor oricdrui sistem de elemente din 7 este un element din 7.
(T3) intersectia multimilor oricdrui sistem finit de elemente din 7 este un element din 7.
Observatie. (C,d) si (R,d) pot fi identificate ca spatii normate, metrice, topologice.
Definitia 1.2.1. O multime D C C se numeste multime deschisa in C
dacid D = () sau
{ dacd D #0siVae D,3r, >0aid. {2€C;lz—a|<r,} CD.
Exemplul 1.2.1. A= {z € C;|z — 0| < 1} este multime deschisa in C.
Definitia 1.2.2. O multime V C C se numegte vecindtate in C a punctului zy € C daca
Ir>0al {z€C;lz—2| <r}CV).
Se noteazd cu V (zp) multimea tuturor vecinatatilor punctului zg € C.
Observatia 1.2.2. Fie 2y € C si r > 0. Multimea
{z€Clz — 20| =71}
este sfera cu centrul in zg si de raza r. Multimea
{z€C;lz—z| <7}
este interiorul sferei (sfera deschisi) cu centrul in zp si de raza r. Multimea
{z€C;lz—z| >}
este exteriorul sferei cu centrul in zy si de raza r.
Exemplul 1.2.2. a) Fie A = {z € C; |z — 0| < 1}. Atunci

A €V (0) deoarece 3r > 0 (de exemplu r = 1) a.i. {z € C;
1 o
a.i

AeV(
AdV(

—] %) deoarece Ir > 0 (de exemplu r = 3

1
T2
—1+j) deoarece —1 +j ¢ A.
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A ¢V (0.9) deoarece, chiar daci 0.9 € A, totusi Vr > 0 avem {z € C; |z — 0.9| <r} € A.
b) Fie B = {z €ECz=a+jy,y? < a:+1}. Atunci

-2

B €V (0) deoarece Ir > 0 (de exemplu r = 1) ai. {z € C;|z 0\<7}CB
a.i.

(
BeVy —*—JQ) deoarece 3r>0(deexemplur %) { e G |z+ +J2| %}QB.
B €V (0.9) deoarece 3r > 0 (de exemplu r = ) i. {z€C;lz-09| < }CB
B ¢V (—1+j) deoarece —1+j ¢ B.

B ¢V (j) deoarece, chiar dacd j € A, totusi Vr > 0 avem {z € C;|z —j| <r} € B.
Observatia 1.2.3. In (C,||-||) care este spatiu normat (deci (C, d) care este si spatiu metric), adici
intr-un spatiu unde se pot defini sfere (sfera, sfera deschisa, sfera inchisd), o multime A C C este
marginitd dacd poate fi inclusa intr-o sferd deschisa, adica

dz9 € C i Ir > 0 astfel incat A C {z € C; |z — 29| < r} sau

IM > 0 astfel incat A C {z € C;|z — 0| < M} sau

dM > 0 astfel incat |z| < M,Vz € A.
In C nu existd notiune de mérginire introduss cu relatia de ordine, cu inf, sup deoarece nu se poate
defini pe C o relatie de ordine totala.
Exemplul 1.2.3. a) A= {z € C;|z — 0| < 1} este multime marginita in C, deoarece

IM = 3 > 0 astfel incat A C {z € C; |z — 0| < 3}
b) B = {z €Cz=x+jy, > <x+ 1} nu este multime marginita in C, deoarece

VM >0,A¢{z€C;|z—0| < M}.
Definitia 1.2.3. Fie A C C o submultime si z € C un punct. Punctul z € C se numesgte
a) punct interior in C al multimii A daca

WV eV(z)al V C A
Se noteaza cu intc A multimea tuturor punctelor interioare in C ale multimii A si se numegte
interiorul in C al multimii A;
b) punct exterior in C al multimii A daca

AV eV(z)al V CceA;
Se noteaza cu extc A multimea tuturor punctelor exterioare in C ale multimii A si se numeste
exteriorul in C al multimii A,
¢) punct frontiera in C al multimii A daca

VW eV(z)=[VNA£Dsi VNeA#D;
Se noteaza cu fre A multimea tuturor punctelor frontierd in C ale multimii A si se numeste frontiera
in C a multimii A,
d) punct aderent in C al multimii A daca

VWV eV(z)=VNA#ID;
Se noteaza cu adc A multimea tuturor punctelor aderente in C ale multimii A gi se numeste aderenta
in C a multimii A,
e) punct de acumulare in R al multimii A daci
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VW eV(z)=Vn(A\{a}) # 0;
Se noteazd cu acg A (sau cu A’) multimea tuturor punctelor de acumulare in C ale multimii A si
se numeste multimea derivatd sau a punctelor de acumulare in C a multimii A;
£) punct izolat in C al multimii A dacd
IV eV(z)al VNA={a};
Se noteaza cu iz¢ A multimea tuturor punctelor izolate in C ale multimii A gi se numeste multimea
punctelor izolate in C ale multimii A.
Propozitia 1.2.1. Fie A C C o submultime. Atunci
a) intc A C A;b) intc (ccA) = extec A C ccA;c) A’ C ade 4;
d) iz¢c A C Aiize A C ade Ase) Sistemul (inte A, fre A, exte A) este o partitie a multimii C.
Definitia 1.2.4. Fie A C C o submult{ime. Se numeste inchiderea in C a multimii A multimea
A° = intc AU fre A.
Propozitia 1.2.2. Fie A C C o submultime. Atunci
a) At = adc A;b) frc A = ac ﬂ@c;c) A= au A
d) Sistemul (A’,iz¢c A) este o partitie a multimii <,
Teorema 1.2.2. (de caracterizare a interiorului si a inchiderii unei multimi in C) Fie
A C C o submultime.
a) intc A este reuniunea multimilor deschise incluse in A
intcA=uU{DeT7T;DC A} €T,
b) A° este intersectia multimilor inchise care includ A
A =n{FeF ACF}eF
Teorema 1.2.3. (de caracterizare a multimilor deschise si a multimilor inchise in C) Fie
A C C o submultime.
a) A € T (este multime deschisd in C) < int¢ A = A;
b) A € F(este multime inchisg in C) < A =AeAcas A CA

1.30. Multimea numerelor complexe extinsi C-...

Observatia 1.3.1. Analog cu R, si in C se poate introduce "punctul coc" ca fiind o multime de

puncte situate pe un "cerc" cu centrul in 0 (sau in alt punct complex) si de raza infinit sau ca fiind
pe orice dreaptd ce trece prin 0 (sau prin alt punct complex). Planul complex extins cu "punctul
ooc", C = CU{ooc}, se poate proiecta stereografic pe o sfers cu polul sud originea lui C si cu polul
nord ococ, numitd sfera Riemann. Studiul acesteia, precum si al topologiei pe C nu fac obiectul

acestui curs.
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Se prelungesc operatiile de adunare si inmultire de pe C pe C impunand ca:
Vz e C: z+ ooc = ooc;

Vze C: z-ooc = ooc;

Vze@:i:();z:ooc.
ooC 0

1.4, Siruri de numere complexe-... 1.5C. Serii de numere complexe...

15
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2. Functii complexe de o variabila reala f: ACR — C

Definitia 2.1. Se numeste functie complexa de o variabild reald orice functie

FACRSCf() = () +iy(d),
unde z: ACR — R, y: A C R — R sunt functii reale de o variabil4 reala.
Observatia 2.1. Notiunile de limitd a functiei f in to € A’ , de continuitate a functiei f in to € A
(pe A) deriva din notiunile de limita si continuitate studiate in spatii metrice, spatii topologice
gandind R si C cu topologiile uzuale.
Teorema 2.1. a) Functia f : A C R — C admite limitd in ¢y € A’ dacd si numai dacé functiile z
si y admit limitd in ¢y. In acest caz

lim f(¢t) = lim x (¢) +j lim y (¢);

i=to t—to t—to
b) Functia f : A C R — C este continud in ty € A (respectiv pe A)daca gi numai daca functiile
z: ACR—>Rgiy: ACR — R sunt continue in ¢y (respectiv pe A).
Teorema 2.2. Functia f : I C R — C este continua in g € A dacé si numai daci

sau tg este punct izolat

sautp€ AN A si thl%f(t) = f(to) -
Interpretarea geometrica. Daca

fila, ) CR=Cf(t)=2(t)+jy(t)
este functie continud, atunci

fa=a()

Im~ : { v =y (1) .t € la, b
sunt ecuatiile parametrice ale unui drum (reprezentant al unei curbe) in planul complex.
Definitia 2.2. Se numeste functia modul al functiei f functia

[fl: ACR =R [f(t) = a2 (t) + 2 (1)
Teorema 2.3. a) Dacid f: A C R — C admite limitd in ¢y € A" atunci si functia [f| : ACR — R
admite limit in ¢. In acest caz

Ji 11 (0] = |jim 7 0)]-
b) Daca f: A CR — C este continud in o € A (pe A) atunci si |f| : A C R — R este continud in
to € A (pe A).
Definitia 2.3. Fie I C R un interval i f : TCR — Csito € INT. f are derivata in ty daca

I lim f(t) B f(tO) n%t f/ (tO)

t—to t—to
f este derivabild in tg daca limita anterioara exista si este finita.

Teorema 2.4. Functia f : I C R — C este derivabild in g € INT daca si numai daca functiile
z:ICR—-Cgsiy:1CR — C sunt derivabile in #g. In acest caz,

[ (to) =2’ (to) +y (to) -
Definitia 2.4. Fie I = [a,b] C Rsi f : [a,b] — C. f este integrabila Riemann pe |a,b] dacd
x:[a,b] — Rsiy: [a,b] — R sunt integrabile Riemann pe [a,b] si se noteazd f € Re ([a,b]). In
acest caz,

Pr@ydt=[Pa@)di+5 [Pyt dt.



