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CURS NR. 7
Matematici Speciale, ATA

3.5. Integrala curbilinie dintr-o functie complexa de o variabila complexa
Definitie, formula de calcul
Teoremele fundamentale Cauchy pe domenii simplu / multiplu conexe
Formulele integrale Cauchy pe domenii simplu / multiplu conexe

Preliminarii 3.5.1. a) Peste tot in cele ce urmeaza se va nota cu v atat o curba in planul complex
(o clasa de drumuri), cat si un reprezentant parametrizat al siu, adica o functie

v:la,b] = Coy () =z () +iy ()
continud. Multimea imagine a intervalului [a, b] prin functia v, Imv = {7 (¢) ;¢ € [a, b]}, se numesgte
imaginea drumului sau traiectorie sau hodograf. Se face conventia ca reprezentarea geometricd a
imaginii si fie denumita si notata tot Im~y.

Definitiile si rezultatele date pentru curbe din R? se transfersi asupra curbelor din C. O curbi
este:-simpla, dacd este un reprezentant este functie injectiva pe [a, b[;

-inchisa, dacd un reprezentant verifica v (a) = 7 (b) ;

-contur, daca este simpld si inchisa.

Curbele inchise au ca orientare directa orientarea in sens trigonometric (se parametrizeaza in
acest sens). A se vedea cursul de Analiza Matematicd pentru curbe de lungime finita sau rectifica-
bile, curbe netede/ netede pe portiuni.

b) Definitiile si rezultatele date pentru domenii, domenii simplu/ multiplu conexe din R? se trans-
fera asupra celor din C. O multime D C C este:

-domeniu, daca este deschisa gi conexa;

-domeniu simplu conex, dacd este domeniu si orice curba simpla si inchisa continutd in D
delimiteaza un domeniu inclus in D.

-domeniu multiplu conex de ordin de conexitate p+1, daca este domeniu si are frontiera formata
din p + 1 curbe inchise: una 7, in interiorul careia sunt incluse celelalte, v1,7s,...,7, si astfel
incat acestea din urmé sunt situate fiecare in exteriorul celeilalte.

Definitia 3.5.1. Fie v o curba in C. Fie D C C cu Im~y C D si functia
f:DCC—C,f(2) =u(z,y)+jv(z,y)Vz=2+]y.
Daca exista integralele curbilinii de speta a 2-a reale

[, (u () do — v (2,y) dy) si [, (v (@,9) do+u (2, ) dy)

atunci se numeste integrala curbilinie din f pe curba v numarul complex

[, 42z "2 [ () + o o) (do+ dy) =
prin defiiti / (u () dz — v (z, y) dy) + ] / (v (2, ) d + u (2, ) dy).
vy Y

dacad 3,eR dacad 3,eR

Propozitia 3.5.1.(de liniaritate in raport cu integrantul) Fie 4 o curbd in C. Fie D C C
deschisd cu Im~y C D si f1,fs : D C C — C functii. Fie a € R. Daca Elf7 f1(2) dz,f7 fa(2)dz
atunci 3 fv (f1+ f2)(2)dzsi f,y (- f1)(2)dz &
(aditivitatea in raport cu integrantul) : f7 (f1+ f2)(2)dz = fv f1(2)dz + fv fo (2)dz;
(omogeneitatea in raport cu integrantul) : f7 (afi) (z) =« f7 f2(2)dz.
Propozitia 3.5.2.(integrala drumului opus) Fie v o curba in C. Fie D C C deschisa cu Im~y C D
si f: D CC — C functie. Daci Elfv f (2) dz atunci 3 fy_ f(z)dzsi
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[ F()de=—[ f(z)dz
Propozitia 3.5.3.(de aditivitate in raport cu drumul) Fie v o curba rectificabild in C. Fie
D C C deschisa cu Im~v C Dsi f: D C C — C functie. Fie v = v; Uy prin juxtapunere. Daca
Elf% f(2)dz s Hf% f (2) dz atunci 3 f'Y1U’Y2 f(2)dz s

Lo fE a2 [ f)det [, f(z)dz
Teorema 3.5.1.(de reducere la integrale Riemann) Fie v : [a,b] = Cy(t) =z (t) +jy(t) o
curba parametrizatd in C. Fie D C C un domeniu cu Im~ C D si functia
[+ DCC—Cf(z) =ulz,y)+jv(z,y),Vz=2z+]y.
Daca
v este curbd netedad (sau netedd pe portiuni) }

f este functie continua
atunci

[ f(2) ddeC be “”ba”f:m(t» v (1) dt =
= [P 1),y ()2 (1) — v (@ @),y ()Y @) de+ [0 (v (x(6),y ()2 (1) +ua ),y 1)y (1)) dt.

Exemplul 3.5.1. Si se calculeze

fy (332 +] y) dz, intre punctele 0 si 1 + j, de-a lungul curbelor v date prin:
a)y=u;b)y=2a%c)y=2a’
Rezolvare.

etapa 1. Se studiaza curba
eSe parametrizeaza un reprezentant al curbei, deoarece nu este datd parametric.
a) y = z- ecuatie carteziand explicita.

v -

A(1+i1)
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b) y = x2- ecuatie carteziand explicit.

}r

A(1+1)

_oul @)=t : R _ L2
Imy, = [OA] { y(t) =2 L€ [0,1], 72 : [0,1] = Coyp () = L+

x(t) y(t)
c) y = z3- ecuatie cartezians expliciti.
}T
1 A(141)
-7 oty T x

_loul. L x@ =t , B -
x(t) y(t)
ey este curba neteda:
I 0,1 -CHyt)=_1 +j-_ 1.
a) Q) Y
- este continud pe [0, 1]
T 1 0,1] = €y (8) = _1_+§-(20).
@’ (t)
74 este continud pe [0, 1]
/. / —
s 0,1] = Cvs () =1
c) ! ()
74~ este continud pe [0, 1]

etapa 2. Se studiazd integrantul, f: D C C — C, f(z) = 2°> +j y .
S~~~ \ J
u(z,y) v(z,y)

g

D = C este domeniu; Im~y; 55 C D;
f este continud pe D (< u,v sunt continue pe D).
etapa 3. Calcul.

o7 = f’h (x2 —I—jy) dz

modul 1. 7; = f% (22 +jy) (dz +jdy) e f% (2%dx — ydy) +j f% (ydz + 2*dy) .
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Im’yl:{ x(t):z te0,1] ;s{ d;j(t):idt telo,1].

y (t) dy (t) = 1dt ’
3 2\ | 2 B\ -1 5
T= (P2 —tat+; [ (t+2)dt= = - — 4 S
1 fo( ) +Jf0(+ ) 3 2>t: +J<2+3>t=0 6+J6
modul 1. Ty = [ (a? +jy)dz = Ji (@2 @) +iy @)y @) dt = [} (2 +5t) (1+j-1)dt =

3 2\ |7
= 1 1 —_— 1 —
( +J)(3+J2) )
oIy = [, (2% +]y)dz

forma . . ef. .
modul 1. 7, "= 1f72 (22 +]y) (dz +jdy) et f% (2%dz — ydy) +j f% (ydz + 2*dy) .
Im%:{x(t):t te[o,l];»{dm(t)zldt tel0,1].

To=Jo (88 =2 2t) e+ [y (¢ -+ 2) de = Pyt t:1+’ AP T
2 0 JJo 3 1), J 3 i),
-1 .5

modul 1. 7o = f% (% +jy)dz = fol (2 (@) +]jy(t) v, () dt = fol (B +jt2) (1+j-(2t))dt =
t=1

1.2 2 1.2 2 t° tt ! £ tt
= —t°-2 j -2 =|=—-2— i =+2— =
Jo @B —t2-2t)dt+j [y (£ +*-2t)dt <3 4>t_0+3(3+ 4)t_0
.Ing’Yz (ZL‘ +Jy) dz
formal . . def. .
modul 1. 73 = fw, (2% +jy) (do+jdy) = f% (:EQda:—ydy)—nys (ydz + 2*dy) .
Jx(t)=t dx (t) = 1dt
Im%"{y(t):t3’te[o’l]:{dy(t):3t2dt’t€[0’1]'
1 1 t3 t6 t=1 t4 t5 =1
Iy = [y (2 —*-3t%)dt+j [, (B +*-3%)dt = | - —3— +j|l—+3= =
3 6/ 1i—0 4 5/ li=o
-1 .17

modul 1. Ty = [, (? +jy) dz = [§ (22 (1) +jy (1) 4 () dt = [ (2 +i3) (1+]- (362)) dt =

12 3 2 sl 43 2 2 t? ¢ ! ([t t° =
= [y (B —1t3-382)dt +j [y (t*+t*-3t%) dt = 3735 +ilg 3% =
1 17 t=0 t=0

RS

Comentariu. Prin calcul, se observa ca 7y = Iy §i 71 # I3 si Zo # I3.

Cele trei curbe au aceleasi extremitdti O (0+j-0) si A(1+j-1) si acelasi sens de parcurgere,
de la O la A. Se observa cd f nu este olomorfa pe D = C, deoarece nu se verificd relatiile Cauchy-
Riemann pe D

au(a? Y) 8U(ar Y)

o \BY) = 5T 2 =0

g A @{03;0 & (z,y) = (0,a),a € R
Ky(%y):*%(%y)

Atunci nu se poate aplica Corolarul dat ulterior.

Acest exercitiu oferd un exemplu care arata céa

-existd functii f care nu sunt olomorfe si pentru care totusi, daca v, si y5 au aceleagi extremitati
si acelasi sens de parcurgere, f% f(z)dz = f72 f(2)dz;
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-daca f nu este olomorfa, chiar daca v, si 3, respectiv v, si 73 au aceleasi extremitati si acelasi
sens de parcurgere, se poate obtine f% f(2)dz # f%, f (2) dz, respectiv f% f(2)dz # f,ys f(2)dz.

Exemplul 3.5.2. Si se calculeze
fﬁy Zdz, unde -y este
patratul de varfuri 1 +j,—1+j,—1 —j,1 — j parcurs complet o singurd data de la 1 4+ j in sens
trigonometric.
Rezolvare. etapa 1. Se studiazi curba

y +

Fie A(1+j),B(=14j),C(=1—j);D(1—1j). Se observa ci  este o curbd netedd pe 4 portiuni
si ca se obtine prin juxtapunerea

Y=71U72 U3 U7y,

. . [} . . . v A . (V) %
cu respectarea sensului de parcurgere. Adicd Im+y este linia poligonala inchisa [ABCDA} .
eSe parametrizeaza un reprezentant al curbei, deoarece nu este data parametric. Se poate utiliza
parametrizarea unui segment
s t) = t (g —
|:M1M2] . { ZL'( ) I + (1’2 $1) ,t c [0’ 1]

y(t) =y +1t(y2—y1)
sau orice alta parametrizare intuita.

=31 @) =14+t(-1-1)
Imvl—[AB].{y(t):1+t(1_1) tel0,1],
fyl:[0,1]—>(C,71(t):(1—2t)+j@/.
z(t) y(t)
_[mA].Jz@)=-1+t(-1+1)
Im%_[BC}.{y(t):Ht(_l_l) tefo,1],
72:[0,1]—><C,72(t):(\—,1_2+j(1—2t).

x(t) y(t)

ARl x(t)=—-1+t(1+1)
tmys = [CD) { y(t)=—1+t(—1+1) €01

Y3 :[0,1] = C,vg(t) = (=1 +2t) +] (\—’1_2

z(t) y(t)
=1 [ =14¢(1-1)
Ty = [DA} { y)=—-1+t(1+1) t€[0.1],
Y4:00,1] = Cyy () =1 +j(—1+2¢t).

|
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e este curba neteda pe 4 portiuni
1 :0,1] = C,v1 (t)
v, este curba neteda: 2(1) y'(t)

Il

|
[\
+

v}~ este continud pe [0, 1]
37/2 : [07 1] - C?’YIQ (t) =
v, este curba neteda: @' (t)

74 este continud pe [0, 1

F3:[0,1] = Coys () = 2_+i-0_
3 este curba neteda: @' (t) Y (t)
74~ este continud pe [0,1
] o a0 = Cra =0+ 2
v, este curba neteda: ! (t) ' (t)

v}~ este continud pe [0, 1
etapa 2. Se studiaza integrantul, f : D C C = C, f(z) =

D = C este domeniu; Im~y C D;
f este continud pe D (< wu,v sunt continue pe D).
etapa 3. Calcul:
modul 1’. 7 = f'y zZdz = f[,ﬁ] zZdz + f[B—d] zZdz + f[C‘D)] zZdz + f[ﬁ] zZdz =

formal

= ( —jy) (dz +jdy) + f[B—Cz] (x —jy) (dz + jdy) +
+f[c—>D} (x —jy) (de +jdy) + f{m} (z —jy) (de +jdy) =
= [J (=2t —j1)(=24+j-0)dt+ [ (=1 —j-(1—2t)) (0+]-(~2))dt+
o (L2t — (<) 250y dt+ [ (L= (—1+20)) (0+]-2)dt =
=2j4+2j+2j+2j =38j.
Comentariu: Se observa ca Z # 0, chiar daca «y este curba inchisa. Se observa ca f nu este olomorfa
pe D = C, deoarece nu se verifica relatiile Cauchy-Riemann

3o 20 e v
ay (.’L‘,y) = _% (a:,y)

Deci nu se poate aplica Teorema fundamentald Cauchy pe domenii simplu conexe data ulterior.

Teorema 3.5.2.(Teorema fundamentald Cauchy pe domenii simplu conexe) Fie v o curba
in C. Fie D C C un domeniu cu Im~y C D si functia f: D C C — C. Daca

-D este domeniu simplu conex;

-y este curba netedd (sau netedd pe portiuni) si inchisa,

-f este functie olomorfd pe D (f € H (D)), cu f" continug (f’ € C° (D))
atunci | [ f(z)dz =0.

Demonstratie. Fie A domeniul méarginit de +.
ePentru inceput, se presupune ca 7y este curba simpla. Din definitie, in ipotezele teoremei,
[, (2)dz = [ (u(z,y)de — v (,y) dy) +] [, (v (z,y) do +u(z,y) dy)
Forma diferentiald wy (z,y) = u (z,y) de —v (z,y) dy, cu Py = u, Q1 = —v verifica, din Teorema
Cauchy-Riemann,
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- P1, Q1 sunt de clasi Ct (A);
oP_0Q

Sy Oz pe =
Deci wq este inchisd pe A simplu conex, adica exactd, de unde

J, (u(z,y) de — v (z,y) dy) =0

Analog, [ (v(z,y)dz +u(z,y)dy) = 0.

Deci [ f(z)dz =0.

eDaca v ar avea un punct dublu, atunci integrala pe v s-ar descompune in doud integrale pe
curbe inchise, ambele nule.
Observatia 3.5.1. a) Reciproca teoremei nu are loc. Adicd existd f : Dgimplu conex € C — C care
sd nu fie olomorfd ad. [ f(z)dz=0.

inchisa

b) Reciproc, are loc:
Teorema Morera Fie D C C un domeniu si functia f: D C C — C. Daca:
-f€C(D);
- fv f(2)dz = 0,V este curba simpla si inchisa,
atunci f € H(D).
Corolar 3.5.1. Fie v, : [a,b] — C si 7, : [¢,d] — C doud curbe parametrizate in C. Fie D C C un
domeniu cu Im~vy; C D,Im~vyy C D si functia f : D C C — C. Daca
-D este domeniu simplu conex;
-Y1,7Y9 sunt curbe netede (sau netede pe portiuni),

mn (&Y%
cu aceleagi extremitdti in sensul cd Im~y, = ALB si Im~y, = AL'B;
-f este functie olomorfd pe D (f € H (D)), cu f continug (f’ € C° (D))

atunci f% f(2)dz = fh f(2)dz.

Observatia 3.5.2. In ipotezele corolarului, integrala de la A la B nu depinde de drumul/curba

~ alese astfel incat Im~ s& uneascd A cu B, ci numai de extremititi; se mai noteaza ff f(2)dz;
considerand afixele punctelor A, B se noteazi f;f f(z)dz.

Teorema 3.5.3.(Teorema fundamentald Cauchy pe domenii multiplu conexe) Fie D C C
un domeniu multiplu conex cu ordinul de conexitate p+ 1 si A C D un domeniu multiplu conex de
acelasi ordin de conexitate, marginit de curba ~y—exterioara si vy, ..., y,—interioare. Fie f: D C
C—Cali feH(D)sifeC(D). Atunci

f% f(z)dz = f% f()dz+ ...+ f% f(2)dz.
Demonstratie. Pentru simplitate, fie D un domeniu triplu conex si A C D marginit in exterior

de 7q si in interior de 7,7y, Fie A gi B punctele in care o taietura intersecteaza curbele v, si vq,
iar este gi F' punctele in care o alta taieturd intersecteaza curbele v, si v5. Domeniul delimitat de

curba [ANB} Uy, U {ﬁA] U [AEE] U {ENF] Uy U [FQE} U [E]\?[A} , unde L, M sunt alese pentru

orientare, este simplu conex. Se aplicid Teorema fundamentald Cauchy pe domenii simplu conexe=-
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M

Yo
L
f{m } f(z)dz—f,ylf(z)dz—l—f{gA} f(z)dz—l—f{AzE} f(z)dz—l—f[EF} f(z)dz—

AB
_f%f(z) dz—l—f[ﬁE} f(2) dz+f{Eﬁ>[A} f(2)dz=0.

Folosind Corolarul=

[ F(R)dz= [, f()de+ [, f(z)dz
Teorema 3.5.4.(Formula integrald Cauchy pe domenii simplu conexe) Fie v o curba in C.
Fie D C C un domeniu cu Im~y C D si functia g : D C C — C. Daca

-D este domeniu simplu conex;

-y este curba simpla gi inchisa care delimiteaza un domeniu marginit A;

-g este functie olomorfd pe D (g € H (D))

1
atunci, |Va € A, g (a) = /g(z)dz
v

" 2ri)y2—a

Preliminarii 3.5.2.(pentru valoarea principalad in sens Cauchy a unei integrale).
Fie D un domeniu simplu conex, g € ‘H (D).
Fie I' C D o curb4 simpla inchisd, netedd (de clasi C') sau netedd pe portiuni, cu A = IntT.

Se noteaza 7 (a) = /Zg(zidz si se disting trei situatii:
-Daca a € Aatunci, 1(ﬂzonform Formulei integrale Cauchy=-
T(a)=2rjg(a)
-Dacil a ¢ A UT, atunci, conform Teoremei fundamentale a lui Cauchy=
Z(a)=0
-Dacil a € T', se va da un sens pentru 7 (a), mentionand cd a este un punct singular pentru
functia
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Se ocoleste punctul a, construind un cerc cu centrul a si raza p, notat v = C (a, p), cu raza p
suficient de micd astfel incat v C D gi A(a,p) C D. Fie yNT = {z1,22}, v/ = v N A (portiunea
din 7, inclusd in A) gi I portiunea din I' care nu este continutd in discul A (a, p). Atunci IV U~/
este curbd simpla inchisa, ce margineste un domeniu simplu conex, pe care f este olomorfa=-

/ 92) , o g(Z)dZ:_/g(z)dz,
T Y

/lez—a ™me—a 12— Q

Definitia 3.5.2. In ipotezele din preliminariile 3.5.1., pentru a € I', se numeste valoare principald
in sens Cauchy a integralei Z (a) numarul complex
V.p./g(z)dz = lim Malz.
r<—a p—0 e —a
Teorema 3.5.5. In ipotezele din preliminariile 3.5.1., dacd 7 — ¢ este unghiul format de cele dous
semitangente in a € I' la curba I', atunci

p-/rg(z)dZZ (m—9)jg(a).

Z—a

In particular, daci in punctul a € I' curba admite tangenti (cele doud semitangente sunt in pre-
lungire), atunci 7 — § = 7 si

V.p./Fj(z)dz =mj-g(a).

—a

numita formula semireziduurilor.
Observatia 3.5.3. In ipotezele anterioare,

I(a)z[yg(z)dz:

zZ—a

27j-g(a), dacd a € A(formula integrald Cauchy)
(m—9)j-g(a), daca a € y(valoarea principald)
0, dacd a ¢ A U~y(teorema fundamentald Cauchy)

unde 7 — ¢ este unghiul format de cele doud semitangente in a € 7 la curba v (daca a este punct
regulat, atunci § = 0).
jz

Exemplul 3.5.3. Si se calculeze integrala / dz pe urmatoarele curbe:

22 _ 12
gl

a) |z| = R, cu R < mdat; b) [2| = R, cu R =7 dat; c) |z| = R, cu R > 7 dat; d) |z — 7| = 7.
Rezolvare. Se reaminteste cd |z — a| = r reprezinta ecuatia punctelor z de pe cercul cu centrul in
a=a;+jag € Csiderazar>0.

Se reamintegte cd ecuatiile parametrice ale unui arc de cerc sunt
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L.
y (t) = ag + rsint e

Daca cercul este parcurs o singura data, trigonometric, atunci
v :[0,27] — C,v (t) = a1 +rcost +jas + rsint = a+ re®.

x(t) y(t)

T { z (t) = a1 +rcost

a), b), c)

etapa 1. Se studiaza curba— este cercul cu centrul 0 si raza R.

La acest exercitiu nu este necesar sa se reprezinte parametric curba, din cauza formei f.
eSe poate parametriza un reprezentant.

f x(t) =0+ Rcost ) B e
I { y (1) = 0+ Rsint ,t€]0,2x], v:[0,21] — C,~v (t) = Rcost + jRsint = Re'.

z(t) oy
3y :[0,27] — C,+' (t) = —Rsint +j-Rcost = Re'i.
o7 este curba neteda: 2/ (t) y' ()
/'~ este continud pe [0, 27]
jz
etapa 2. Se studiaza integrantul, f: D C C — C, f(2) = %.
e 22—

Este greu de exprimat f (2) = u (z,y) +j-v (z,9).
D se va alege ca domeniu,Im~y C D; f este continua pe D.
etapa 3. Calcul cu definitia sau Teorema 1 de reducere-imposibil din cauza ca este greu de exprimat
f(z)=u(z,y)+jv(z,y).
etapa 4. Calcul cu Teoremele 2, 3,4,5,6,7.
e Se reprezintd curba-este.
e Se determind punctele singulare izolate pentru f si se reprezinta.
z1 = m- pol de ordin 1 pt. f
zg = —m- pol de ordin 1 pt. f
caz Re |0, = z1 =m € Extysizo = —7 € Extry

Se alege D chiar simplu conex a.i. Iny C Dsinm,—m ¢ D= f € H(D) teor. fund, Cauchy

I= /lef (2)dz = 0.

caz R=7 = 2z =7 € 7§l 29 = —m € y-sunt puncte regulate

Se scrie f (z) = 26_ ( © ° >

22—7m2 2 \z—7m z+4nw

Fie g : C — C,g(z) = ¢/*—olomorfd pe D, chiar pe C

1 jz jz
I=— V.p./ ¢ dz — V.p./ ¢ dz | =
27 |s|=RZ — T |2|=RZ T T

pe dom. s. conexe

val. princ. Cauchy
=
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1 . 1,
=5~ (mig(m) =7jg(-m)) = o (7j-e" —mj-eI7) =
T — eI
=j———— = —sginwm =0.

caz R>m = z =Intysizg=—m€lInty.

jz 1 jz jz
Se scrie f(z) = 26 ( © © )

22—7m2 2 \z—7w z+4nw

Fie g : C — C, g (z) = ¢/*— olomorfa pe D, chiar pe C

form. Cauchy
=

pe dom. d. s. conexe

Too ([ Ta [ ) = L enigm o (m) =
BEZAV/ R EET i NPy BT

1 . . T _emim
= o= (2mj-di™ — 2mje7I7) :Zj% — 2sin7 = 0.
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d) etapa 1. Se studiaza curba |z — m| = §— este cercul cu centrul 7 si raza 7.
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La acest exercitiu nu este necesar sa se reprezinte parametric curba, din cauza formei f.
eSe parametrizeaza un reprezentant al curbei, deoarece aici nu este datd parametric. Aici
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3y :[0,27] — C,+' (t) = — - sint 4 j-- cost = Te'i.
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e este curba neteda: ~— ——

' (t) y'(t)
/'~ este continud pe [0, 27]
etapele 2,3. ca la a), b), ¢).
etapa 4. Calcul cu Teoremele 2,3,4,5,6, 7.
e Se reprezintd curba-este.
e Se determind punctele singulare izolate pentru f si se reprezinta.
z1 = m- pol de ordin 1 pt. f si z; € Inty
zg = —m- pol de ordin 1 pt. f si 20 € Exty

el ®
Se scrie f (z) = 2.
z—T
Fie D, un domeniu simplu conex a.il. Im~y C Dy i —7 ¢ Dy.
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form. Cauchy
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—olomorfa pe D,
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Teorema 3.5.6.(Formula integralda Cauchy pe domenii multiplu conexe) Fie D C C un
domeniu multiplu conex cu ordinul de conexitate p + 1 si A C D un domeniu multiplu conex de
acelasi ordin de conexitate, marginit de curba ,—exterioara si 7y, ..., y,—interioare. Fie g : D C
C — Cad. g€ H(D). Atunci

VaEA,g(a)ZQij</ Zg(_zldz—</ zg(—z21d2+"'+/zg(—zzldz>>'

Teorema 3.5.7. (derivata de ordin n a unei functii olomorfe) O functie g : D C C — C
olomorfd pe domeniul D admite derivate de orice ordin. Mai mult, derivata de ordin n € N* se
poate scrie

|
(”)a:n'/g(z)szaGInt ,
g\ (a) 273 ), oy v

unde 7y este o curba simpla, inchisd, netedd, inclusd in D, ce "inconjoard" (are in interior) punctul
a.

Exemplul 3.5.4. Si se calculeze integrala

eZ
———dz.
2,2
zl=12% (22 —9)
Rezolvare. A se vedea Seminar.
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