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CURS NR. 9
Matematici Speciale, ATA

6. Teoria reziduurilor

6.1. Reziduuri. Definitie, teorema de calcul a reziduurilor, teorema reziduurilor

Definitia 6.1.1. Fie cercurile concentrice in a, 7; = C(a;€), cu € > 0 suficient de mic, si v9 =
C (a;r2) cu rg > e > 0 gi coroana circulard

A(aje,rg) ={z € Cie < |z —a| <ra}.
Fie f: A(a;e,ry) — C, f € H(A) astfel incat z = a si fie punct singular izolat pentru f. Atunci,
pentru orice cerc v = C (a,r) C A(a;e,r2) se numeste reziduul functiei f in punctul a numarul
complex

rez (f;a) = 271”/f (z) dz.| Se noteaza si rez f (a) ; Rez (f;a);Rez f (a) .
v

(este unic, independent de cercul 7 ales).

Teorema 6.1.1 (de calcul a reziduurilor). In ipotezele definitiei anterioare, reziduul functiei f
in punctul a se calculeaza astfel:

1°. In general,

’rez (fra) =c_1 ‘: coeficientul lui din dezvoltarea in serie Laurent a f pe A (a;e,r2), in

z—a

"jurul" lui a, in serie de puteri intregi ale lui z — a.

2°. In particular, dacg a este pol de ordin p pentru f :
1

o) — - o\ (p—l))

res (1) = o=y i (e =0 £ () )

In particular, daci a este pol de ordin 1 pentru f :

ez (f:a) = lim (= — a) f (=)

3°. In particular, daci f(z) = cu g(a) # 0,h(a) = 0, (a) # 0, iar g,h € H(V), cu
V €V (a), atunci

v _ 9(a)
rez (f;a) = W (a)
Demonstratie. 1°.Din Teorema Laurent, in ipotezele Teoremei de calcul a reziduurilor, coeficientii
dezvoltarii lui f pe A (a;¢e,r2) sunt:
= i Ld,z:,Vn € 7.
27TJ 'Y(Z _ a)n—i—l
Atunci, pentru n = —1 se obtine concluzia.
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2°. Dacd z = a este pol de ordin p pentru f, atunci, din definitia polului, ¢ (z) = (z — a)? f (2) este
legea de asociere a unei functii monogene in z = a, cu ¢ (a) # 0. Atunci
a1 plz) 1 .
rez (f;a) = 27”,/7(2’ - a)pdz = oo 1)!4)0(17 ) (a),
deci are loc concluzia.
3°. Cum g,h € H(V), din Teorema Taylor,
g(2)=ao+ai(z—a)+ag(z—a)i+..,VzeV
h(z)=bo+b(z—a)+by(z—a)+..VzeV
R (z)=bi+2bs(z—a)+..,V2eV
cuag=g(a)#0,bp =h(a)=0giby =h"(a) #0.
Deci z = a este pol simplu pentru f si, din 2°,
_ag _ g(a)

rex (fs0) = lim (= =) f () = 32 = 75,

Observatie. Se mentioneaza ca:

l_z:1+z+z2+z3+...+z”+...,v2e(Ccu|zy<1 (%)
ez:1+%z+%z2+...+%z”+...,v,zEC (2)
cosz=1-— %z2+%z4...+ ((;Tll;?zQ"—i—...,Vz eC (3)
sinz = 11!z—31!z3+...+(2(71_41_)1)!22”+1+...,Vz6(c (4)
chz:l—i—%zQ—i—%z‘l...—l— (Qn)!ZQ”—i—...,VzE(C (5)
shz = 11!2—1—31!234-...4—M%”“—i—...ﬁze@ (6)

Exemplul 6.1.1. Sa se determine punctele singulare gi reziduurile functiei in aceste puncte pentru:

sin z
a) f(z)=———7—.
MCEDICR
Rezolvare. eSe determind punctele singulare izolate ale f.

y 1

1lj

(B=2)(z=))=020E-1)(z+1)(z—)) =0 {21 =0, 223 =+1, 24 =

sin z 1
Se scrie f (z) = : -
1) z (z=1(z+1)(z—})) .
xz1 = 0 este punct singular removabil pentru f, deoarece sin0 = 0, lir% SmE 1, deci
zZ— z

1
lin% f(z) =1- < € C; sau deoarece este pentru
zZ—>

fi(z) = = % <1!z—?}!z +...+(2(7:_1i_)1>!22"+1+...> =
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o 2 (_1)n 2n
= 0 +<1!—3!z +...+mz +..->,Vz€©cu0<|2|<+007

partea princ. v

partea tayloriana
deci si pentru f si din faptul cd partea principald a dezvoltarii Laurent are 0 termeni (deci are

Cc_1 = 0 )
xz9 = 1,23 = —1, 24 = j sunt poli de ordinul 1 pentru f.
eSe aplica teorema de calcul a reziduurilor
rez(f;l)lepol(gordinlhm <Z_l)sinz' 1 = Sinl. :(sinl)(l—i—j).
conform 2 z—1 Z (Z -1) (Z + 1) (z—1j) 2 (1 ) 4
—~lepoldeordinl . sin z 1 sin (—1) (sinl) (1 —1j)
;—1 = 1 1 . = = .
rer (f7 ) conform 2- z—l>n—11 <(z + ) z (Z - 1) (Z + 1) (Z —.])) 2 (—1 - J) 4

I_ez(f‘.)jepold_eordinlhrn (Z_,)SiHZ. 1 . sinj _—Shl
VU ontorm 2 2o V-GG iy T 2

0 este punct singular removabil . . . N .
= c_1 ="coeficientul lui — din dezvoltarea in serie Laurent a
z

rez (f1;0)
conform 1
f1 pe A(0;e,72), in "jurul" lui 0, in serie de puteri intregi ale lui z — 0 = 0.
Deci rez (f;0) =0
1

e
b) f(2) = =
Rezolvare. eSe determind punctele singulare izolate ale f.
¥+
T T 0 ? f IX‘

xz1 = 0 este pol de ordin 1 pentru f.
1
e T

xz9 = 1 este punct singular esential pentru f, deoarece 39111111 sau deoarece
Z—

z

1 _1_ (%) cu z~—(2—1) 2 n n
z)=—————-e>1 = 1-z-1)+E—-1)"4+...+(-1) (z=1)"+...)-
fO =16 www;1< (z=1)+(z—1) (1" (z=1)" +...)
PRI N0 T S I T R O A S S O
M\z—1 2 \z—-1 Tl \z -1 )
=.+|5 l+ +£+ +.,¥2€Ccul< |z -1 <1
1 o1 ol S0 R e, VZ , cCu z .

partea principald a dezvoltarii Laurent anterioare are o infinitate de termeni.
eSe aplica teorema de calcul a reziduurilor

1
e pol de ordin =1
rez(f;O)O pol de ordin 1y, ) ((z—O)e )ze‘l.

conform 2° z—0 z
n—1
1 e punct singular esential 1 1 —1
rez (f;1) = =c_1:———+...+7( ) + e
conform 1 1! 2! n!
Cum, din (2),

-1
el=14+—+_-+..+ +o.=mel=1l-ci=rez(f;1)=1—-¢e1

12!

1 (=1)"
nl
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Exemplul 6.1.2. Sa se determine punctele singulare si reziduurile functiei in aceste puncte pentru:

z
a z) = ;
) F(@) (z+1)(z—1)*
Rezolvare. eSe determind punctele singulare izolate ale f.

y +
el 1 'x
xz1 = —1 este pol de ordin 1 pentru f.

xz9 = 1 este pol de ordin 3 pentru f.
eSe aplica teorema de calcul a reziduurilor:

—lepoldeordinl .. z 1

;—1 = 1 1 = -.

ez (f7 ) conform 2 zinfll <(Z + ) (z + 1) (z — 1)3) 8
3-1 1

1 1 de ordin 3 1 . (3-1)
ez (fi1) 0y = G <(Z -V’ (z)> -

1, =\ 1., [(1-(z+1)—z-1\ 1 1 !
= — lim = — lim = — lim — | =
2z-1\z+1 2 2—1 z+1 2 2—1 (Z—l—l)

1. -2 1 =2 1
=;lm|(—-Fg|=c—3=—3
2221\ (2+1) 2(1+1) 8
Sau se dezvoltd f in serie Laurent, de puteri intregi ale z — 1, pe A (1;¢,r2), cu € > 0 foarte
mic.

z (z—1)+1 _1E-1D+1 1

f(Z) = 3 :1 3 /2—1 - 3 z—1
E+D (-1 26:-D°(F+1) 2 (¢-1)7 1-(=%)
Se foli)segce:

@ = 1—Z51+(Z§1)2++(_1>n (zgl)n—i-...,Vz S (C, cu ‘—Zgl‘ < ]., adiCé ‘Z — ].‘ < 2

1
Atunci, scriind pe domeniul comun doar termenul ce contine 1 =
Z_
1 1 1 2 n
2) == + -(1—2‘1+ =) (-1 (B +...>:
1 1 1 1
:+§ —§+? Z_1+,VZ€C,CUO<‘Z—].‘<2:>

1 1 1 1
rez(f;l):c,1=§ (—2+22) =3

Teorema 6.1.2 (teorema reziduurilor). Fie D C C un domeniu simplu conex si v cu Im~y C D
o curba simpla, inchisd. Fie f o functie ce are in Inty un numar finit de puncte singulare izolate
a,....an si al. fe H(D\{a,...,an}). Atunci

/f(z)dz—27rj-kzn:1rez(f;ak) =271 (rez(f;a1) + ... +rez(f;an)).
. =

Demonstratie. Deoarece ai, k = 1,n, sunt puncte singulare izolate din Int~, existd n cercuri
Y = C(ag,7),k = 1,n, cu v > 0 suficient de mic, astfel incat v, C Inty, k = 1,n, v, Nvy; = 0,
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pentru k£ # j, unde k,j = 1,n
y L

S-a format astfel un domeniu multiplu conex, de ordin de conexitate n 4+ 1, anume Int~y \
CJ (A (ag,71)). Pe acest domeniu, f este olomorfd, conform ipotezei. Atunci, conform Teoremei
Fundamentale Cauchy pe domenii multlplu conexe gi formula reziduului, se obtine:

/f dz—z f()dz:2m-erez(f;ak).

Tk =1

Teorema 6.1.3 (teorema semireziduurilor). Fie D C C un domeniu simplu conex gi v C
D o curba simpla, inchisd. Fie f o functie ce are in Int+ un numar finit de puncte singulare
izolate ai,...,an, precum si by,...,b,;, un numdar finit de poli de ordin 1 situati pe ~, al. f €
H(D\A{a1,...,an,b1,....;bp}) . Atunci

v.p. / F(z)dz=2m) 3 vez (frap) +- 5 (m — ) rex (b)),
ol k=1 =1

unde 7 — 9; este unghiul format de cele doua semitangente la v in b;.
Daca v admite tangentd in toate punctele b; la ~, atunci # — §; =« si

v.p./f(z)dz:27rj- irez(f;ak)—i-wj-irez(f;bl) sau
2l k=1 =1

v.p./f(z) dz=2mj-(rez(f;a1) + ... +rez(f;an)) +7j- (rez (f;01) + ... +rez (f; b)) .
g

Exemplul 6.1.3. Sa se calculeze

1+sinZ
= / ?Zdz unde curba 7 este elipsa &3 -+ U b2 =1, cua > 1,b > 0, parcursd o singura
z
.

data in sens trigonometric.

Rezolvare. etapele 1, 2,3 - calculul integralei cu definitia. Nu, din cauza ca este greu de exprimat
F(2) = ulmy) +iv(@y)

etapa 4 - calculul integralei cu teoremele Cauchy. Nu, din cauza ci f are a = 0 punct singular

esential situat in Int~y.

etapa 5 -calculul integralei cu teoria reziduurilor.

2
eSe reprezinta curba vy : 2—; + '%2 = 1l,a > 1,b > 0. Este o elipsd centratd in 0 si de semiaxe
a > 1,b > 0. Este curba neteda, simpla, inchisa.
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eSe determind punctele singulare izolate ale
1+sin?
f)=—727
+ z
a1 = z1 = —1 pol de ordin 1 pentru f.
as = zo = 0 punct singular esential pentru f.
Se reprezinta.
eSe aplica teorema reziduurilor:
a1 = z1 = —1 € Int~y, deoarece a > 1;a3 = 29 = 0 € Int ~.

Se alege D simplu conex a.i. yUIm~y C D i f € H(D \ {0,—1})

T =2mj-(rez(f;0)+rez(f;—1)).
eSe aplicd teorema de calcul a reziduurilor:

teor. reziduurilor
=

pe dom. s. conexe

—lepoldeordinl .. . 1 +sin 7 . .

-1 < 1 — (-1 =1 )———2) = lim (1 ) =1
ren (f5-1) P (z = (-0) £ 2) = Jim (D) T ) = i, (1)
rez (f;0) 0 punct :gg' fsenpal c—1 =coef. lui din dezvoltarea in serie Laurent a f in "jurul”

contorm 1- zZ —
lui 0, pe A (0;e,72), cu € > 0 foarte mic.

. 1+sinZ 1 .

Se scrie f(z) = Z = (1+sinZ).

1+2 142

1 * ——
T (=2 ( )()Cu—z Zl—z+22—Z3+...+(—1)z”—|—...,Vz€(Ccu\—z]<1,adicé]z]<1.
—(—z

. (4) cu 27 1 /7 1 /m\3 (=)™ w20+l -
Lz WO LTy LTy D e T e
tsing +1! z 31 \z + +(271—1—1)! z + z€ CuzE

adica 0 < |z|.

Atunci, pe domeniul comun de convergenta a dezvoltarilor anterioare in serie=
fle)=1-2z+22 -2+ . +(-1)"2"+..)-
) (1 l ™ 1 773 (_1)11 72n+1 ) se scrie din dezvoltarea L.

1!z 3! 2’3 (277, + 1)' 22n+1 doar termenul cu ¢_1
3 5 n _2n+1
T T (=" 1
= ... —_— — _— I ., VzeC 0< < 1.
*’(u s Tt T T ),z+ VzeCeul <z

Se observa ci zo = 0 punct singular esential pentru f si din faptul ca partea principald a dezvoltarii
Laurent anterioare are o infinitate de termeni. In plus,
rez (f;0) =c_1 = lw - l7r3 + l7r5 + ...+ 7(_1)” a2+l 4 @ sint =0
’ T 510 T 2n+1)! " '
eSe inlocuiegte Z = 27j- (1 +0) = 27j.

Exemplul 6.1.4. Sa se calculeze
1
7= / ———5dz, unde R > 2.
l2|=R 7z (22 + 4)
Rezolvare. etapele 1, 2,3 - calculul integralei cu definitia. Nu, din cauza ci este greu de exprimat
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f(z) =u(z,y) +jv(z,y)
etapa 4 - calculul integralei cu teoremele Cauchy. Este posibil, tema.
etapa 5 -calculul integralei cu teoria reziduurilor.
eSe reprezinta curba v : |z| = R, R > 2 > 0. Este un cerc centrat in 0 si de razd R. Este curba
neteda, simpla, inchisa.

eSe determind punctele singulare izolate ale

/) 2 (22 4 4)°
a1 = z1 = 0 pol de ordin 1 pentru f,
ag = z3 = 2j pol de ordin 2 pentru f,
a3 = z3 = —2]j pol de ordin 2 pentru f.
Se reprezinta.
eSe aplicd teorema reziduurilor:
ap=0€Intvy,a0 =2j € Inty;az = —2j € Int~.
Se alege D simplu conex a.i. yUIm~y C Dsi f € H(D\ {0,2j,-2j})

T =2mj- (rez(f;0)+rez(f;2]) +rez(f;—2j)).
eSe aplica teorema de calcul a reziduurilor

rea (£:0) 7P 2 i (2~ 0) £ (2)) = lim <(z ~0) 1) -

teor. reziduurilor
=

pe dom. s. conexe

conform 2 z (Z2 + 4)2 2!
roz (f 9 ) ja e pol de ordin 2 # lim ((Z _9 .)2 f (Z))(Q—l) —
4 confc;m 2 (2 - 1)' z—2] : -
1 / 921 2 .92 21
~ i ((z—2j)2 — '2> = lim — (2 4+2j)" += (’22+ | _
z—2] 2(2—2,]) (Z+2J) z—2) (Z (Z+2.])2>

- <_ 3z 4 2] >__ 3-2j+2) 1 1
=2i \ 22 (2 +2j)° (2))%(2j+2j)°  2(@2)*  2-2¢

—j i 1 (2-1)
9 Jaepolzdeorde I < 9 2 ) _
rez (fv J) conform 2 (2 _ 1)| z—1>I—n2j (Z + J) f (z)

=t (a2 1 o | 2022 -2)) )
= lim, (( +2j) z(z—2j)2(z+2j)2) . (Z(z_2j)2)2
~ lim (_z2j+z~2>:_ 3(—2j) —2j _ 4 _ 1

=21\ 22(z —2j)° (—2§)* (-2j-2))>  (-2))(-4j)® 22

1 1 1
eSe inlocuieste 7 = 27 - <24 + <_2-24> + (—2 : 24)) =0.
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6.2. Calcul de integrale reale cu teoria reziduurilor (un singur tip)

Se face conventia s se prezinte fard demonstratie, fara a preciza reziduul unei functii in coc si
fard a prezenta lemele lui Jordan ca aplicatii ale Teoremei Reziduurilor, urmé#toarea teorema, utila
in determinarea Transformatei Fourier a unei functii:

Teorema 6.2.1. Fie a > 0 si
0.) o e.)
:/ R(z)edx, Ty :/ R (x) cos (ax) dz, Iy :/ R (z)sin (ax) dz.
—0o0 —00 —0oQ
Dacd R = E,P,Q € R(z],grad@Q > grad P + 1,Q (z) # 0,Vx € R, atunci:
Q n
T=2rjY rez(f;z),71 =ReZ,Tp =ImT,

unde f(2) = R (z) €%, iar 2, sunt acei poli ai f cu Im z, > 0.

o .
Exemplul 6.2.1. Sa se calculeze / TR gy
oo T2 =22 +10

Rezolvare. Fie

> T COST > rsinx
I = —————dz, Ty = ———————dz. Atunci:
L2 2 2r 10707 /Oox2—2x+10 - A

I:L+jz2:/oox(c;)szc+jsinx)dx:/°°xejzdgv
o T2 —22+410 o =2+ 10
Se observi ca
a=1.
P(z)=x;grad P = 1;
Q(z) =22 — 22 +10;grad Q = 1;
grad @) > grad P + 1.
A=-36=Q(z)#0,VzeR
Conform Te0£emei 1=

7= QWerer(Zk) ,cu Im zz > 0.
k=1

Aici f (2) =

I:27rjrezf(1+3j)

z

—2z+ 1()
1+3j e pol de ordin 1

? are z12 = 1 £ 3] poli de ordin 1, cu Im z; = +3 > 0. Deci

z .
2rj i —1-3j 12 =
conform 2° T ZHIIIIJ:?)j ((Z SJ) (Z —1- SJ) (Z -1+ 3J)e >

1+3j i(14+35) 7(14+3j) e 7e 3 (1+3j)(cosl+jsinl)
e = = —

Tayv3j-1+3)) 3 - 3
-3 -3
:7re3 (cosl—3sin1)+j%(3cosl+sin1).
-3
Atunci Zp = (3cos1l+sinl).

Exemplul 6.2.2. Sa se calculeze

2Jx o) eja:
z: b —_dx.
)/ x4+8x2+16 w )/_Oox2—2jx—2x
Rezolvare. A se vedea Seminar.



