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SEMINAR NR. 10, REZOLVARI
Matematici Speciale, ATA

9.1. TRANSFORMATA FOURIER

Definitia 1. a) O functie g : R — R (sau g : R — C) se numeste functie absolut integrabila pe R
sau functie din L' (R) dacd 3 [, g (t)| dt = fj;o lg ()| dt < 4o0.
Definitia 2. Fie g: R — R (sau g : R — C), g € L' (R). Functia

+oo
G:R—>C,G(w):/g(t)e_thdt:/ g (8) e-ivtat
R

— 0o
se numeste transformata Fourier a functiei g sau tmaginea functiei g prin transformata Fourier
(sau functie de densitate spectrala, spectru in frecventa, functie de distributie a frecventelor cu
notatia g (w)).
Se noteaza ’ Gw)=F{gt)} (w) ‘ sau ’ G(w)=7(w). ‘

Deoarece e~ 1% = cos (wt) — jsin (wt) , functiile

+00 +oo
Ge (w) = / g (t)cos (wt)dt =ReG (w) si Gs (w) = / g (t)sin (wt)dt = —Im G (w)

—00 —0o0

se numesc transformatele Fourier ale functier g prin cos, respectiv prin sin.

Teorema 1. (teorema fundamentali a transformatei Fourier) Daci g € L' (R) atunci inte-
grala improprie pe interval nemarginit din Definitie, cu parametrul w € R, este absolut convergenta
si uniform convergenta pe R, adica transformata Fourier G este bine definitd. Mai mult, este con-

tinud si marginita pe R, cu | 1|im G (w) =0.
w|—00

Operatorul F : L' (R) — C° (R; C) se numeste operatorul Fourier (transformarea Fourier).
Observatii. A se vedea Curs.

Exercitiul 1. S& se determine transformata Fourier pentru:

a <
a) gT:R%R,gT(t):{ L, dacd [f] <7 ;unde 7 > 0

0, dacid [t| > T,
(semnalul rectangular, fereastra dreptunghiulara, poarta temporald)
Rezolvare. A se vedea Curs.

SeObEineG:R—»(C,G(w)ZQT.M

, Cu reprezentarea
wT
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Deoarece semnalul rectangular g este un semnal real si par (grafic simetric fatad de axa verticala),
atunci spectrul G este real si par.

Comentariu: Se aratd in Curs ca

-daci g : R — R,g € L' (R) este un semnal real aleator, atunci partea reald a spectrului
Re G (w) si modulul spectrului A (w) = |G (w)| sunt functii pare, iar partea imaginara a spectrului
Im G (w) si faza spectrului @ (w) = arg G (w) sunt functii impare;

-dacd g : R — R, g € L' (R) este un semnal real si par, atunci spectrul G (w) este real si par,
unde Re G (w) = G, (w)

-dacd g : R — R,g € L' (R) este un semnal real si impar, atunci spectrul G (w) este pur
imaginar si Im G (w) este impar, unde —Im G (w) = G5 (w).

b) g: R — R, g(t) = te”I*l;-tems.

, dacd t € [0,2]
0, dacdt e |—o00,0[U]2,00]

—

c)g:R—-R,g(¥)

Rezolvare.

eSe observi ci g € L' (R), deoarece

—+o00 (C) 0 2 —+00
/ g (8)] dt :/ |O\dt+/ |1|dt+/ 0] dt = 2 < +o0.
0 2

—0oQ — 00
eSe calculeaza
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oo ' 0 ; S too t este variabili
G(w) = / g(t)e I¥dt = / Oe—Iwtdt + / le—iwtge + / Qe dwtqy b oste ranablia
0 2

— 00 PN de integrare
e jw2 e jw0

J ..
t0="" "% =) (cos(—2w) +jsin(—2w) — 1) =
0 ; (cos (—2w) + jsin (—2w) — 1)

—jwt
=04 ©

—JW =0

= % (sin (2w) —j (1 — cos (2w))) = %Sin (2w) + ] _71 (1 —cos (2w)) .

Deci G:R — C,G (w) = lsin (2w) +] -t (1 — cos (2w)).
w w

Re G(w), pard Im G(w), impari

1 -1
Se scrie si cd F{g(t)} (w) = —sin (2w) +j — (1 — cos (2w)) .
w w
Din grafic, se observa cd semnalul g nu este nici par (grafic simetric fatd de axa verticald), nici
impar (grafic simetric fatd de origine). Se observa ci partea reald si modulul spectrului sunt functii
pare, iar partea imaginara si faza spectrului sunt functii impare.
Mai mult, pentru aceasta transformata, care are ca valoare o un numar complex, amplitudinea

in frecventa este

Aw) = |G W)| = \/ <isin (2w)>2 + (;1 (1= cos (2w))>2 — 2|$m| cy reprezentarea:

' B |t|], dacd |t|] <1
d)g:R—=R,g(t) = { e 1t dacy [t] > 1

Rezolvare. Fie

e, dacite]—oo,—1]
. B |t|, dacate[-1,1] ) —t, dacdte[-1,0]
g.RHR,g(t)—{ eIl daci t € ]—o0, —1[U]1,+00] t, dacatel0,1]
et dacd t €]1,+00]

eSe observi ca g € L' (R), deoarece

+o0 ©) -1 0 1 +o00
/ lg ()] dt = / ‘et‘dt—i—/ \—tdt—i—/ \t\dt—i—/ le7t dt =2et +1 < 4o0.
—00 —00 -1 0 1

eSe calculeaza
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G (w) = /+009 () e Ihdt =

— 00

-1 t —iwt 0 —jwt ! —iwt oo —t  —iwt t este variabila
= et eIVt + (—t)e I¥dt + | te” ¥t + e eIVt =
1

— 00 —1 0 de integrare, derivare

-1 0 —jwt\ ' 1 —jwt\’ +oo Ly
= / e(lfj w)tdt—l—/ (—t) (6 : ) dt—l—/ ¢ <6 : ) dt—l—/ 6(717j w)tdt t este \grlablla
— 00 1 —Jw 0 —Jw 1 de integrare

) t=—1 ) _ ) ) _ . )
(1—-jw)t —jwt [t=0 0 —jwt —jwt t=1 1 —jwt (—1—jw)t
- I —/ (1) &S —/ SRR VT
1—jw —Jw |4y Jo1 —jw —JW l4—g Jo —Jw —1—jw
t——o00
e(1=jw)(=1) e—jw(=1) e—jwt =0 —jwl
=——0+0—(+1) - + - . +1 —0—
1—jw —Jw (—jw) (—jw) 4=y -J
e—jwt t=1 e(—1-jw)l
P ICS ] RS T
€—1+jw e—l—jw ejw e—jwl 1 e—jw(—l)
= — — — — — +t —+ - — — : ——
l-jw -l-jw —ju —ju (Fjw)(-jw) (Fjw)(-jw)
e iwl 1
- — + . - =
(mjw)(mjw)  (mjw)(=]jw) , .
e—1+3w e—l—Jw elw e—Jw 2 elw e iw

= — + — + — ;
l-ju  14jw  ju  jw w2 .(jw)z . (jw)? . ‘
el 4jw)+e YA —jw)  26d¥—eTi¢ 2 2 Y 4eIv

B 1+ w? w 2] R 2 -
2e7l [elW feTiv elv —emiw 2w —eTiw 2 2 ¥ v
:1+w2( 2 2] >+w 2j o w2 2

2e1 , 2 .
:m(cosw—wsmw)+;smw—ﬁ+ﬁcosw.

-1

. : 2 :
Deci G:R — C,G (w) = o2 (cosw —wsinw) + 2 (cosw + wsinw — 2) sau

Flo} @) =y

Deoarece g : R — R, g € L' (R) este un semnal real si par, atunci spectrul G este real si par.

2
(cosw —wsinw) + — (cosw +wsinw — 2) +j-0.
w

De mentionat o teorema de la calculul de integrale reale cu reziduuri, rescrisa:
Pt _;
T 1. FieZ = / Le*”’tdt, a = —w > 0, unde
Q1)
P,Q eRJt],gradQ > grad P+ 1,Q (t) # 0,Vt € R. Atunci:
n

, P(z)
7=2m rez f (zx), unde f(2) =
i3 reaf (o Q)

e J¥% dar zp sunt acei poli cu Im z; > 0.

t=-+o0

t=1
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Exercitiul 2. S& se determine transformata Fourier pentru:

a) g:R =R, g(t) =e ¥ unde a > 0 (semnalul simetric exponential cizitor, cu a = wp);
e, dacat <0,

Rezolvare. Fie g : R — R, g (t) = 1, dacdt=0,
e dacat > 0.

eSe observa ci g € L' (R), deoarece

00 c 0 +o00 variabils at 1t=0 _at |t—+00
/ ‘g (t)| dt (:) / ‘eat‘ dt _|_/ ‘e_at| dt t este :arlablla e + _
oo — o 0 de integrare a |, o a |;—o
6a~0 eat e—at e—a~0 1 1 2
= — lim — + lim — =——04+0——=—-< 40
a t——00 t—+oc0 —a —a a —a a
SAU t—-+o0
00 +o0 +o0 L e —at |t
/ g (1)) dt = / o 2 2 / ety " oot Wb € -
— oo o pard pe interval simetric 0 de integrare —a |;—g
—at —a-0 1 2
—2<lime - )“Z°2<0—>—<+oo.
t—+o00 —a —a —a a
eSe calculeazd
o) ) 0 ) +o0o )
G(w) = / g(t)e I¥tdt = / e—(=te—iwtgs 4 / e~ ttem Wit =
o - 0 t=0 t——+
0 . = o ——+00
_ / plaiwtgs 4 / %0 (caiwgy teste yarinbits €T L e -
o 0 de integrare (a —J w) (—a -] w)
t——o0 t=0
e (cos (wt) + jsin (wt)) =0 e (cos (—wt) + jsin (—wt)) |7
. (a—jw) oo (—a—jw) t=0 ,
_ e(“_J.w)O ~ lim e (cos (wt) j.LjSin (wt)) + fim e~ (cos (—wt) —{.—jsin (—wi)) el—a-i TU)D _
(@ —jw) t—-o0 (a —jw) t—-+oo (—a—jw) (—a—jw)
1 1 a+jw+a—jw 2a
=~ 0+0- — = -
(a—jw) (—a—jw) (a—jw)(atjw) @+w
2a 2a

DeciG:R - C,G (w) = —

sau | F{g ()} (w)=F {e‘“‘ﬂ} (w) =

a? + w?’
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Deoarece g : R — R, g € L' (R) este un semnal real si par, atunci spectrul G este real si par si

G.(w) =Re (G (w)).

b) g:R—R,g(t) =e " unde a > 0 (semnalul Gaussian).
Rezolvare.

eSe studiaza daci g € L' (R), adici

0 “+o00
/ g(t)ydt_/ Pt < 4o00?

—0o0

Foo ot gy = VT

0 5 | (integrala Euler-Poisson-Laplace)

Se foloseste

+o0o
In / e~ dt (este integrald improprie (C), folosind criterii de integrare), se face schimbarea de
—00
variabild de integrare:
at = s| se diferentiaza
adt = ds
t— —00 =5 — —00

t t 0:
capete pentru a > {t—>+ooés—>+oo

Se obtine
+00 1 +o00 1
/ e~ 4t 9 / e Fds==-2- ﬁ = ﬁ < +0o0.
NS a)_o a 2 a

eSe calculeazs

+o0 +o0 +oo _ 2(2 jw o (dw)? N
. 2,0 - a® | t*+2t =5+ 2)_2.M
G (w) =/ g(t) e_J‘“tdt:/ et e—J“tdt:/ e s+ (3%) e (d) g =
—0o0 5 —0o0 5 —0o0
t este v:ariabilzi e—aﬁ(%) —i_ooe—a2 <t+2lew2) dt (g)‘?
de integrare — oo
Se face formal schimbarea de variabild de integrare (este integrald improprie convergenta, ca

transformata Fourier)

t+ % = u| se diferentiaza
dt = du
t— —00=u— —00
capete:
t— +o0o=u— +00
. 2 ~+o00o . 2
—a2.( 1« ; ata —w ™
e (w) — a (2a2) / 6_a2u2du 1ntegrdla:Calculdta o2 \/‘
a
—00

—w

Deci G: R — C,G (w) = YT . 5 san f{g(t)}(w):f{e—a2t2}(w):

a

- € 4a? |

Vi
I
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Deoarece g : R — R, g € L' (R) este un semnal real si par, atunci spectrul G este real si par si
G.(w) =Re (G (w)).
Comentariu: Spectrul unui semnal %aélssian este tot gaussian. De mentionat ca, pentru a =

%, semnalul g : R — R,g(t) = e 2" este un vector propriu pentru operatorul F, deoarece

2

Flgt)} @) = F{e 3} @) = vor 5.

0, dacat<0

c)g:R—HR,g(t):{ et dacit>0 ;

Rezolvare.

eSe observi ci g € L' (R), deoarece

+o00 0 +oo —t
/ 19 (6)] dt @/ |O\dt+/ et de =0+ =
—00 —00 0 -
+00.

eSe calculeazs
+oo ) o) 0 +oo ) +o0 . ¢ ost {abils
G(w):/ g(t)efjwtdt (: / Odt+/ etejwtdt:0+/ e(flfjw)tdt este variabila
- 0 0

de integrare

t—+o00 e_t 6_0
= lim ———=0+1=1<
t—+too —1 -1

t=0

[e%s) g —o0
. — 100 —
| et (eos (—wt) - jsin (—wt) [T
il 1 jw) o
5 et (cos (—wt) + jsin (—wt)) e(=1-jw)o 0 1 1 l—jw
= lim — =U- = = :
oo (-1 —jw) (-1 —jw) (-1-jw) jw+l 124w?
‘ 1 : —w l—jw
DeciG:R—C, G (w) = T ro? +1] 1212 sau F{g (1)} (w) == 12+ 02
—— ———

Re G(w), pard Im G(w), impard
Se observa cd partea reald si modulul spectrului G sunt functii pare, iar partea imaginara si
faza spectrului sunt functii impare.
Comentariu: Se observi cd g (t) = e~! -7 (t) si ca este si original Laplace. Mai mult, se observa
si corespondenta dintre

L{et D)} ()= - Res> 151 Flo(0) () =

jw+1"
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vororsn-{ G G

0, dacat<O
e~ dacit >0,
exponentiald gi treapta unitate, semnalul exponential cazator, cu a = wy).
Rezolvare. Analog cu c), se obtine ca

si, in general, g : R — R g (t) = { unde a > 0 (interpretat ca produs intre

3—jw 3—jw
G:R—NC,G(W):mSan{g(t)}(w):m"
Analog cu c), se obtine ca
. B a ) —w a—jw
C:R=CGW= 5 T are s FlOiwW= 375
—— ———

Re G(w), pard Im G(w), impard
Se observa cd partea reald gi modulul spectrului sunt functii pare, iar partea imaginara si faza
spectrului sunt functii impare.

e) si transformata Fourier prin cos pentru:

R—->R,g(t)= ——.

g g(t) ( 24 1)2
Rezolvare. A se vedea Curs.

Teoremele de liniaritate, a spectrului semnalului conjugat, a spectrului semnalului
simetric, a scalarii variabilei timp, a intarzierii in timp, a intarzierii in frecventa -A se
vedea Curs.

Teoremele de continuitate a operatorului Fourier, a spectrului semnalului derivat, de
derivare a spectrului unui semnal, a spectrului semnalului integrat, de integrare a
spectrului unui semnal -A se vedea Curs.

Definitia 4. Fie g,h € L' (R). Se numeste produs de convolutie a functiilor din L' (R) g si h,
functia g * h: R — R (sau g * h : R — C), definita prin

+oo
(g*h><t>=/ g(r)h(t—7)dr

— 00

Teoremele spectrului de convolutie a doua semnale, a autocorelatiei unui semnal-A se
vedea Curs.

Exercitiul 3. Utilizand Teorema de derivare a spectrului, sa se determine F {— jt- e*‘l't‘} (w),
unde a > 0.

Rezolvare. Fie functia g: R — R, g (t) = e~ unde a > 0;

ein exercitiul 2 s-a ardtat ci g € L' (R). Analog se arati ci tg € L' (R), deoarece

+ + + e —at —at
/ " ltg (0] dt = / et = 2 / peratgy oot bl g (€T e
_ 0 de integrare a a?

—0o0 o0
67

) at efat 1 >0 1 2
_2<tl}+moo<_ a — a2>—<—0—a2>)—2<0+a2>—a2<+00.

eln exercitiul 2 s-a aratat ca

Flg®)} W) =F{e M} (w) =

eConform Teoremei de derivare=

t—+00

t=0

2a
a? + w?’
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—4da-w
(a? +w?)?
Comentariu: De mentionat ca determinarea transformatei precedente se putea face si direct, cu

definitia.

F{-jt e} (w)=

OObservatia 7. Rezolvarea Exercitiului 2, b) se putea face folosind Teoremele de liniaritate gi de
derivare.
Se observi ca functia g : R - R, g (t) = e~ tz, a # 0, verificd ecuatia diferentiala
(*) ¢ (t) +2a%t - g (t) = 0,Vt € R (deoarece —2a%t - e~ %" 4 22t . et = 0,Vt € R).
Deoarece g € L' (R) si tg € L' (R) se poate aplica ecuatiei (*) transformata Fourier si se obtine
Flgd @) +2d% g(t)} (w) =F{0} (w),Vw € R.
Se aplica Teorema de liniaritate=
Fg ()} (w) +2a* F{tg ()} (w) = F {0} (w) ,Vw ER =

jw- F{g ()} W)+ 202 - _1j‘if{g ()} (@) = 0,¥w € R.

a2

Se noteazd G (w) = F{g (¢)} (w) si G' (w) = %]—" {9 (t)} (w) si se obtine ca:
jw-G(w)+2a2-ij’(w):O,VweRi

28 = ;;;,Vweﬂ%‘f(-)dw:»f

2
Atunci toate solutiile sunt G (w) = ¢ e4a? | Vw € R.
+oo 2
~ Ex. 2 —0?
CumG(O):/ g(t)e 1Pdt :’C)ﬁéc-e&ﬂ :ﬁéc:ﬁ.

Deci G (w) = \{? : eZTw;,Vw €Rsau|F{g ()} (w) = f{e‘a2t2} (w) = VT . 62522.

G (w)
G (w)

dw:f_—wdw

G = 0 solutie singulara si
2a?

—0o0

Exercitiul 5. Utilizand Teorema spectrului produsului de convoluie, si se determine F {g x h} (w),

unde

0, dacat<O0
g:RHR,g(t):{ et dacat>0

Rezolvare. A se vedea Curs.

2

sih:R—>Rh(t)=ec".

Teorema 15 (inversarea transformatei Fourier). Fie g € L! (R) ai. G € L' (R). Atunci are
loc formula de inversare a transformatei Fourier:

1 [t

g(t)y=F"1 {G(w)}(t):ﬂ G (w)-e™dw,Vt € R

Comentariu. Daca F {g (t)} (w) = F {h(t)} (w), atunci

g(t)="h(t),apt teR.
FEgalitatea "aproape peste tot" inseamna cd are loc cu exceptia unei multimi de masura Lebesgue
nula.

—00
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Exercitiul 6. S3 se rezolve ecuatia integrala

+00
(%) f(w)e™dw = e t € R, unde a > 0 este dat.

+o0 . 1
Rezolvare. Se inmulteste (x) cu % = i f(w)édw = 2—6_““‘,75 e R.
T
o

g(t)
Atunci f = G va fi, din Teorema de inversare, transformata Fourier corespunzitoare pentru g.

eSe observi ci g € L' (R), deoarece
o oo ex. 2 1 2

/ g(t)ydt—/ e altldt =" — . = < oo,
_ LT 2

o0
eSe calculeaza
& ex. 2 1 2a

o

_ —jwt gy 1 —alt| ,—jwt

G = [ sweita= [ detleimatst o S
eSe observa ca G € L' (R), deoarece

[ie@ian= [ 2

o2 a2 + w?
“202@_;) — 27 < +o0.
eConform Teoremei de inversare %" f=G.

. 1 2a
Dele:RHR,f(W):g‘m.

1 w——+00

— - 2q - — arctg — =
de integrare, (C) 27 a

w este variabila
dw =

W——00

De mentionat o teorema de la calculul de integrale reale cu reziduuri, rescrisa:
[0.9]
P .
T1. FieZ = / Meﬁ‘”dw, a=1t>0, unde
0o @ (W)
P,QeRw],grad@ > grad P+ 1,Q (w) # 0,Vw € R. Atunci:
n

P .
T =2mj Zrezf (21), unde f(z) = <Z)eJ t2 jar zj, sunt acei poli cu Im 2z > 0.
2 ac)
1
Exercitiul 7. Fie G : R — C,G (w) = m S& se determine, dacd existd, g : R — R
+w

corespunzatoare, ca inversa prin transformata Fourier.

1
Rezolvare. Fie G: R — C,G (w) = ——
(1+w?)

eSe observi ca G € L' (R), deoarece
modul 1. Calcul direct:

“+00 —+o00 1
/ ]G(w)]dw:/ b =

—00 —o0 (w2 + 1)2



Gabriela Grosu / Matematici Speciale 11

1 1 — w? 1 2
J— /wwdw: [t [ e
2+1 (w? +1)° w2 +1 (w2 + 1)
/ / —2w
w-idw:
<w2+1>
1 1 1
1 _ _
1
2

= 2 dw + % d Larctgw + d
+1 w? +1 ) 2 w? +1
+oo 1 c w—>oo
/ ——dw © <§ arctgw + % 2w > =5 < +o0
- (w2 + 1) +1 w——00

wW—00

Hoo 1 1
/]G |dw—/ ———|dw= | zarctgw + —— ~
—00 (1+w2) 2 1+

modul 2. Criteriul compara‘glel cu inegalitati pentru (C) :

1 1
< = <
0 — ’G( >‘ w2 +1 w2 +1 _|_ 1’Vw €R Criteriul comparatiei /+oo

/+OO ! dw '@ (arctg o.))|“’_>Oo =7 —(C) —00
oo W21 wmmee
eSe observa, conform Teoremei de inversare:
1 oo 1 S tw w este variabild
g:R—=R,g(t)= ———e¥dw = ?.
271' oo (1 + w2) de integrare
Nu se poate calcula elementar, cu primitive.
eeSe poate calcula, folosind T'1’, doar pentru a =t > 0,
1 [t 1 :
g =5 [ L eva-t
27 J oo (1 4+ w?)
Aici, P(w) =1;Q (w) = (1 +w2)2 sgrad@ > grad P+ 1,Q (w) # 0,Vw € R.
1 .
Fie f (z) = —————¢€l .
&= 15
(1 + z2)2 = 0= z = +£j sunt poli de ordin 2 pentru f, cu Im (+j) > 0.
Atunci, pentru ¢t > 0,

T
—§<+OO.

wW——00

G (W)| dt — (C).

1 711 . .\ 0+j e pol de ordin 2
)=—12 =2 L
g ( ) 2T 2T Tires f (J) conform 2

L . .2 1 NG o < Gtz >/z
= —21j——— lim z— e tz> =j lim
27 ™ (2— 1)! 2—0-+j <<( J) (z—j)2 (z +j)2 Jz—>0+j (Z +j)2

A it (z47)2 — etz 2(24]) — 5 lim ez (jt(z+j)—2)

=j lim 1 li ~3 =
2—0+] (z+]) Z=04] (z+1])
L GtG+)) -2 (=2t —2 ot +1
_i° (J.(J‘-i-g.]) ) e N ) I
(+i) 2j-(—4) 4
ee Deoarece (G este spectru real si par, din grafic (grafic simetric fatd de axa verticald) sau din
1
G(~w)= 5 =G (w),VweR,
(=) +1)

conform Observatiei 9.1.5, rezulta ca semnalul g este real si par.
Atunci, pentru t < 0,

Obs. 9.1.5 t<0 €' - (—t+1)

g@) = (=) = ——F——

t<O.
G pard si reala 4 ’
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In pl (0) L1 dw =1
o0 I = — - = =
plus, g 27T o (1 +w2)2 w 4

to(—t+1
w’ t<0
Deci g (t) = % t=
to(t+1
¢ (+), t>0
4
L L L L ,4/;:\__7 L ! L |

Exercitiul 8. S& se rezolve ecuatia integrala

+oo . jw

/ gt)e 1¥dt = ———= weR.
—o0 (1 =+ w2)

Rezolvare. A se vedea Curs.

Exercitiul 9. S3 se rezolve ecuatia integrala

+0o0
. w .
() /oo g(t)e Iwtdt = @) (@ T bz),w € R, unde @ > 0 si b > 0 sunt date.
+00 . y
Caz particular: (*)/ g(t)e IVtdt = -
—o00 JWP+1) (2 +4)
Rezolvare. Se determind g =7 functia necunoscuta.
w —w
S teazd G: R — C, G = =]
e noteaza —C,G (w) T+ ad) (21 5 j @ ad) (20
cu reprezentare pentru a = b, respectiva # b a —ImG.

,y € R-tema.

eSe observa ci G € L' (R), deoarece, prin calcul direct (sau cu un crit. de comp.)

AL /:O 'j |

dacd a =b,a > 0,b > O:

w este variabild oo w 2
= 5y o =
de integrare, (C) Jo (w +a ) (w +b )

w—+00

:72<+OO.
a

oo 11
0 (w?+a?) —2w*+a

w=0
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daca a # b,a > 0,b > 0:
1 oo 2w 2w 1 9 9 9 g9\ [t—+oo
= b2—a2/0 <w2—|—a2 —w2+b2>dw: b2 _ o2 (In (& +a®) —In (w? +0%)) [,
1 w? +a?\ | a?
= (lnw2+b2) - :0—7112_a21nb—2 < +o0.
eSe observi, conform Teoremei de liniaritate si Teoremei de inversare,
1 [t w :
R—-C,g(t) =+ I dw.
g:R—C,g(t) J'27T/—oo (w2+a2)(w2+b2)e w
1 /
Se calculeaza, pentru t > 0,¢ (t) == jTI 2y
2T

Aici P (w) = w; Q (w)

Fie f(2) =

jtz

(22 +a?) (22 +62)°

(w2 + a2) (w2 + b2) ;grad @ > grad P+ 1,Q (w) # 0,Vw € R.

(22 —|—a2) (22 + b2) =0= z=*4aj,z ==+bj sunt poli
de ordin 2 pentru f, cu Im (+aj) > 0, dacd a = b,a > 0,b > 0.
de ordin 1 pentru f, cu Im (+aj) > 0,Im (+bj) > 0 daca a # b,a > 0,b > 0.

dacd a =b,a>0,b>0: g(t) =

1 7 1 . :
I
j-27rz o mwjrez f (aj)

0+aj e pol de ordin 2

conform 2°

= - 27 ] lim zZ—aj etz —
J.27T J (2_1)!Z~>0+aj <( J) (z—aj)2 (z+aj)2 >
, zeltz \ (2 jt) (24 a)? — 267 -2 (2 4 aj)
= lim [(|——3 = lim 1 =
==0+aj \ \ (2 + aj) z—0+aj] (2 +aj)
i . (1+zjt)(z4+aj) —22) . (14aj-jt)(aj+aj)—2aj)
== 1m = —=
z—0+aj (z + aj)3 (aj —i—a,j)3

e ™. (—at)2aj e -t

2aj - (

g(t)

Obsorveﬁia 9.1.5

G impard si pur imaginara

In plus, ¢ (0)

Deci g (t) =

 t>0.

—4a?) 4a
Conform Observatiei 9.1.5, pentru ¢t < 0,
—g(—t) t<0 _m t<0
g da :
+oo
w
J/ sy 2w =0
21 ) o (W2 +a?) (w? +a?)
e . (—t)
-, 1t<0
4a
0, t=0
—at .t
€ . t>0

4a

13
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daca a # b,a > 0,b > 0:
Se calculeaza, pentru t>0,

1 . . . ‘
g (t) 71 2 27TJ (rez f (GJ) + rez f (bJ)) 0+aj,0+bj bunépoh de ordin 1
J: 27 .] : conform 2
1 zeltz
=—2 li —aj
j2m i <z—>10r—ri-1aj (z=aj) (z —aj) (z+aj) (z2—|—b2)+
i bi zelt?
G N e YR Y e a?)_) -
= aJ gtaj 4 J cithi —
mj+wD(WD2+bﬂ (m+bp(wn2+aﬂ
1 —ta —th _ 1

T3+ i)’ 2P -a)
Conform Observatiei 9.1.5, pentru t < 0,
Observatia 9.1.5 <0 1
t = ) I e——
g ( ) G impard si pur imaginara g ( ) 2 (b2 — CL2)

j +00 w
I plus, g (0) = 27r/oo (w? + a?) (W? + b2)dw

—ebt), t<0
t=20
e_“t—e_bt), t>0

o ( at
2 (%2 — a?)
Deci g (t) = 0,

Exercitiul 10. Sa se rezolve ecuatiile integrale:
2msint, daca 0 <t < 2w

+oo
a) (x) G(y)eWdy = f(t),t €R, unde f(t) = %, dacat=0,t =21 .
- 0 in rest
Rezolvare. Se determina g =7 functia necunoscuta.
+o0o ) 1
Se inmulteste () cu 5= => 5= G( ) Wdy = %f(t),t eR
- —_——

g(t)
Atunci G va fi, din Teorema de inversare, transformata Fourier corespunzitoare pentru % f=g.
sint, daca 0 <t <27

dacat=0,t =27

, 1In rest

Fieg:R—R,g(t) = o f(t) =

™
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eSe observi ca g € L (R), deoarece

c T 2T R _
/ lg (t)] dt Dy —i—/ sin tdt —|—/ (—sint)dt+0 b este yariabila (= cost)|i=§ + (cost)|i= 2n
R 0 s

de integrare

15

+00.
eSe calculeaza
. 2 2 t este variabila
G(y) = /h(t) e IVdt =0 +/ (sint) - e~ I¥tdt + 0 = (sint) - e~ I¥tdt =
R 0 0 de integrare
21 et d ot o 2m .
= e Y -%(—cost)dt:e Y ~(—cost)| ey jy) - (—cost)dt =
° . ) 2T 0
= e Jy2m. (—cos2m) — e 1v0. (—cos0) —jy e IVt . costdt =
. 27 ) d 0
:eJy%-(—l)—l-(—l)—jy/ e IVt — (sint)dt =
0 dt

27
=1—e I¥2m _jy (e‘jyt - (sint) Ziﬂ - / e V. (—jy) - (sint) dt) =
0

27
=1—e V2™ —jy <O -0— (—jy)/ eIVt sintdt> =
. 0

=1—e I¥2T 4 yQG (y) =

(%) G (y) — 2G( )=1-—e7vom.
*) 1 — e iy2m
Pentru y 7£ +1 j G (y) 1—7y2
Pentru y = +1 (g) 0=1—e JE2T adevirat.
eSe poate ariita ci G € L' (R).

. . a.p.t.
eConform Teoremei de inversare =

1 —eiy2m
1—7y2’ daca y # +1
G R=CG)= un numar complex, dacd y =1
un numar complex, dacad y= —1
+00
b) (x) G (y) éWdy = '~ t € R.-tems

—00



