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SEMINAR NR. 10, REZOLV¼ARI
Matematici Speciale, AIA

9:1: TRANSFORMATA FOURIER

De�ni̧tia 1: a) O funçtie g : R ! R (sau g : R ! C) se numeşte funcţie absolut integrabil¼a pe R
sau funcţie din L1 (R) dac¼a 9

R
R jg (t)j dt =

R +1
�1 jg (t)j dt < +1:

De�ni̧tia 2: Fie g : R! R (sau g : R! C), g 2 L1 (R). Funçtia

G : R! C; G (!) =
Z
R
g (t) e� j!tdt =

Z +1

�1
g (t) e� j!tdt

se numeşte transformata Fourier a funcţiei g sau imaginea funcţiei g prin transformata Fourier
(sau funcţie de densitate spectral¼a, spectru în frecvenţ¼a, funcţie de distribuţie a frecvenţelor cu
notaţia bg (!)).

Se noteaz¼a G (!) = F fg (t)g (!) sau G (!) = bg (!) :
Deoarece e� j!t = cos (!t)� j sin (!t) ; funçtiile

Gc (!) =

Z +1

�1
g (t) cos (!t) dt = ReG (!) şi Gs (!) =

Z +1

�1
g (t) sin (!t) dt = � ImG (!)

se numesc transformatele Fourier ale funcţiei g prin cos; respectiv prin sin.
Teorema 1: (teorema fundamental¼a a transformatei Fourier) Dac¼a g 2 L1 (R) atunci inte-
grala improprie pe interval nem¼arginit din De�ni̧tie, cu parametrul ! 2 R; este absolut convergent¼a
şi uniform convergent¼a pe R, adic¼a transformata Fourier G este bine de�nit¼a. Mai mult, este con-
tinu¼a şi m¼arginit¼a pe R, cu lim

j!j!1
G (!) = 0:

Operatorul F : L1 (R)! C0 (R;C) se numeşte operatorul Fourier (transformarea Fourier).
Observa̧tii. A se vedea Curs.

Exerci̧tiul 1: S¼a se determine transformata Fourier pentru:

a) g� : R! R; g� (t) =
�
1; dac¼a jtj � �
0; dac¼a jtj > �; ;unde � > 0

(semnalul rectangular, fereastra dreptunghiular¼a, poarta temporal¼a)
Rezolvare. A se vedea Curs.

Se obţine G : R! C; G (!) = 2� � sin (!�)
!�

; cu reprezentarea
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Deoarece semnalul rectangular g este un semnal real şi par (gra�c simetric faţ¼a de axa vertical¼a),
atunci spectrul G este real şi par.

Comentariu: Se arat¼a în Curs c¼a
- dac¼a g : R ! R; g 2 L1 (R) este un semnal real aleator, atunci partea real¼a a spectrului

ReG (!) şi modulul spectrului A (!) = jG (!)j sunt funçtii pare, iar partea imaginar¼a a spectrului
ImG (!) şi faza spectrului � (!) = argG (!) sunt funçtii impare;

- dac¼a g : R ! R; g 2 L1 (R) este un semnal real şi par, atunci spectrul G (!) este real şi par,
unde ReG (!) = Gc (!)

- dac¼a g : R ! R; g 2 L1 (R) este un semnal real şi impar, atunci spectrul G (!) este pur
imaginar şi ImG (!) este impar, unde � ImG (!) = Gs (!) :

b) g : R! R; g (t) = te�jtj;-tem¼a.

c) g : R! R; g (t) =
�
1; dac¼a t 2 [0; 2]
0; dac¼a t 2 ]�1; 0[ [ ]2;1[

Rezolvare.

�Se observ¼a c¼a g 2 L1 (R) ; deoareceZ +1

�1
jg (t)j dt (C)=

Z 0

�1
j0j dt+

Z 2

0
j1j dt+

Z +1

2
j0j dt = 2 < +1:

�Se calculeaz¼a



Gabriela Grosu / Matematici Speciale 3

G (!) =

Z +1

�1
g (t) e� j!tdt =

Z 0

�1
0e� j!tdt+

Z 2

0
1e� j!tdt+

Z +1

2
0e� j!tdt

t este variabil¼a
=

de integrare

= 0 +
e� j!t

� j!

����t=2
t=0

+ 0 =
e� j!2 � e� j!0

� j! =
j

!
(cos (�2!) + j sin (�2!)� 1) =

=
1

!
(sin (2!)� j (1� cos (2!))) = 1

!
sin (2!) + j

�1
!
(1� cos (2!)) :

Deci G : R! C; G (!) =
1

!
sin (2!)| {z }

ReG(!); par¼a

+ j
�1
!
(1� cos (2!))| {z }

ImG(!); impar¼a

:

Se scrie şi c¼a F fg (t)g (!) = 1

!
sin (2!) + j

�1
!
(1� cos (2!)) :

Din gra�c, se observ¼a c¼a semnalul g nu este nici par (gra�c simetric faţ¼a de axa vertical¼a), nici
impar (gra�c simetric faţ¼a de origine). Se observ¼a c¼a partea real¼a şi modulul spectrului sunt funçtii
pare, iar partea imaginar¼a şi faza spectrului sunt funçtii impare.

Mai mult, pentru aceast¼a transformat¼a, care are ca valoare o un num¼ar complex, amplitudinea
în frecvenţ¼a este

A (!) = jG (!)j =

s�
1

!
sin (2!)

�2
+

�
�1
!
(1� cos (2!))

�2
= 2

�� sin!
!

�� cu reprezentarea:

d) g : R! R; g (t) =
�

jtj ; dac¼a jtj � 1
e�jtj; dac¼a jtj > 1

Rezolvare. Fie

g : R! R; g (t) =
�

jtj ; dac¼a t 2 [�1; 1]
e�jtj; dac¼a t 2 ]�1;�1[ [ ]1;+1[ =

8>><>>:
et; dac¼a t 2 ]�1;�1[
�t; dac¼a t 2 [�1; 0]
t; dac¼a t 2 ]0; 1]
e�t; dac¼a t 2 ]1;+1[

�Se observ¼a c¼a g 2 L1 (R) ; deoareceZ +1

�1
jg (t)j dt (C)=

Z �1

�1

��et�� dt+ Z 0

�1
j�tj dt+

Z 1

0
jtj dt+

Z +1

1

��e�t�� dt = 2e�1 + 1 < +1:
�Se calculeaz¼a
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G (!) =

Z +1

�1
g (t) e� j!tdt =

=

Z �1

�1
et � e� j!tdt+

Z 0

�1
(�t) e� j!tdt+

Z 1

0
te� j!tdt+

Z +1

1
e�t � e� j!tdt t este variabil¼a

=
de integrare, derivare

=

Z �1

�1
e(1�j!)tdt+

Z 0

�1
(�t)

�
e� j!t

� j!

�0
dt+

Z 1

0
t

�
e� j!t

� j!

�0
dt+

Z +1

1
e(�1�j!)tdt

t este variabil¼a
=

de integrare

=
e(1�j!)t

1� j!

�����
t=�1

t!�1

+(�t) e
� j!t

� j!

����t=0
t=�1

�
Z 0

�1
(�1) e

� j!t

� j! dt+ t
e� j!t

� j!

����t=1
t=0

�
Z 1

0

e� j!t

� j! dt+
e(�1�j!)t

�1� j!

�����
t=+1

t=1

=

=
e(1�j!)(�1)

1� j! � 0 + 0� (+1) e
� j!(�1)

� j! +
e� j!t

(� j!) (� j!)

����t=0
t=�1

+ 1
e� j!1

� j! � 0�

� e� j!t

(� j!) (� j!)

����t=1
t=0

+ 0� e
(�1�j!)1

�1� j! =

=
e�1+j!

1� j! �
e�1�j!

�1� j! �
ej!

� j! +
e� j!1

� j! +
1

(� j!) (� j!) �
e� j!(�1)

(� j!) (� j!)�

� e� j!1

(� j!) (� j!) +
1

(� j!) (� j!) =

=
e�1+j!

1� j! +
e�1�j!

1 + j!
+
ej!

j!
� e

� j!

j!
� 2

!2
� ej!

(j!)2
� e� j!

(j!)2
=

=
e�1+j! (1 + j!) + e�1�j! (1� j!)

1 + !2
+
2

!

ej! � e� j!
2 j

� 2

!2
+
2

!2
ej! + e� j!

2
=

=
2e�1

1 + !2

�
ej! + e� j!

2
� !e

j! � e� j!
2 j

�
+
2

!

ej! � e� j!
2 j

� 2

!2
+
2

!2
ej! + e� j!

2
=

=
2e�1

1 + !2
(cos! � ! sin!) + 2

!
sin! � 2

!2
+
2

!2
cos!:

Deci G : R! C; G (!) =
2e�1

1 + !2
(cos! � ! sin!) + 2

!2
(cos! + ! sin! � 2) sau

F fg (t)g (!) = 2e�1

1 + !2
(cos! � ! sin!) + 2

!2
(cos! + ! sin! � 2) + j �0:

Deoarece g : R! R; g 2 L1 (R) este un semnal real şi par, atunci spectrul G este real şi par.

De menţionat o teorem¼a de la calculul de integrale reale cu reziduuri, rescris¼a:

T 1. Fie I =
Z 1

�1

P (t)

Q (t)
e� j!tdt; a = �! > 0; unde

P;Q 2 R [t] ; gradQ � gradP + 1; Q (t) 6= 0;8t 2 R: Atunci:

I = 2� j
nX
k=1

rez f (zk) ; unde f (z) =
P (z)

Q (z)
e� j!z, iar zk sunt acei poli cu Im zk > 0:
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Exerci̧tiul 2: S¼a se determine transformata Fourier pentru:
a) g : R! R; g (t) = e�ajtj; unde a > 0 (semnalul simetric exponenţial c¼az¼ator, cu a = !0);

Rezolvare. Fie g : R! R; g (t) =

8<:
eat; dac¼a t < 0;
1; dac¼a t = 0;
e�at; dac¼a t > 0:

�Se observ¼a c¼a g 2 L1 (R) ; deoareceZ 1

�1
jg (t)j dt (C)=

Z 0

�1

��eat�� dt+ Z +1

0

��e�at�� dt t este variabil¼a=
de integrare

eat

a

����t=0
t!�1

+
e�at

�a

����t!+1
t=0

=

=
ea�0

a
� lim
t!�1

eat

a
+ lim
t!+1

e�at

�a �
e�a�0

�a =
1

a
� 0 + 0� 1

�a =
2

a
< +1

SAUZ 1

�1
jg (t)j dt =

Z +1

�1
e�ajtjdt

(C)
=

par¼a pe interval simetric
2

Z +1

0
e�atdt

t este variabil¼a
=

de integrare
2
e�at

�a

����t!+1
t=0

=

= 2

�
lim
t!+1

e�at

�a �
e�a�0

�a

�
a>0
= 2

�
0� 1

�a

�
=
2

a
< +1:

�Se calculeaz¼a
G (!) =

Z 1

�1
g (t) e� j!tdt =

Z 0

�1
e�a(�t)e� j!tdt+

Z +1

0
e�ate� j!tdt =

=

Z 0

�1
e(a�j!)tdt+

Z +1

0
e(�a�j!)tdt

t este variabil¼a
=

de integrare

e(a�j!)t

(a� j!)

�����
t=0

t!�1

+
e(�a�j!)t

(�a� j!)

�����
t!+1

t=0

=

=
eat (cos (!t) + j sin (!t))

(a� j!)

����t=0
t!�1

+
e�at (cos (�!t) + j sin (�!t))

(�a� j!)

����t!+1
t=0

=

=
e(a�j!)0

(a� j!)� lim
t!�1

eat (cos (!t) + j sin (!t))

(a� j!) + lim
t!+1

e�at (cos (�!t) + j sin (�!t))
(�a� j!) � e

(�a�j!)0

(�a� j!) =

=
1

(a� j!) � 0 + 0�
1

(�a� j!) =
a+ j! + a� j!
(a� j!) (a+ j!) =

2a

a2 + !2
:

Deci G : R! C; G (!) =
2a

a2 + !2
sau F fg (t)g (!) = F

�
e�ajtj

	
(!) =

2a

a2 + !2
:
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Deoarece g : R! R; g 2 L1 (R) este un semnal real şi par, atunci spectrul G este real şi par şi
Gc (!) = Re (G (!)) :

b) g : R! R; g (t) = e�a2t2 ; unde a > 0 (semnalul Gaussian).
Rezolvare.

�Se studiaz¼a dac¼a g 2 L1 (R) ; adic¼aZ 1

�1
jg (t)j dt =

Z +1

�1
e�a

2t2dt < +1?

Se foloseşte
R +1
0 e�t

2
dt =

p
�
2 (integrala Euler-Poisson-Laplace)

În
Z +1

�1
e�a

2t2dt (este integral¼a improprie (C) ; folosind criterii de integrare), se face schimbarea de

variabil¼a de integrare:8>><>>:
at = sj se diferenţiaz¼a
adt = ds

capete pentru a > 0:
�
t! �1) s! �1
t! +1) s! +1

Se obţineZ +1

�1
e�a

2t2dt
(C)
=
1

a

Z +1

�1
e�s

2
ds =

1

a
� 2 �

p
�

2
=

p
�

a
< +1:

�Se calculeaz¼a

G (!) =

Z +1

�1
g (t) e� j!tdt =

Z +1

�1
e�a

2t2e� j!tdt =

Z +1

�1
e
�a2

�
t2+2t� j!

2a2
+
�
j!

2a2

�2�
�e�a

2�
�
j!

2a2

�2
dt =

t este variabil¼a
=

de integrare
e
�a2�

�
j!

2a2

�2Z +1

�1
e
�a2

�
t+ j!

2a2

�2
dt

(C)
= ?

Se face formal schimbarea de variabil¼a de integrare (este integral¼a improprie convergent¼a, ca
transformat¼a Fourier)8>>><>>>:

t+ j!
2a2

= u
��� se diferenţiaz¼a

dt = du

capete:
�
t! �1) u! �1
t! +1) u! +1

G (!) = e
�a2�

�
j!

2a2

�2Z +1

�1
e�a

2u2du
integrala calculat¼a

= e
�!2
4a2 �

p
�

a
:

Deci G : R! C; G (!) =
p
�

a
� e

�!2
4a2 sau F fg (t)g (!) = F

n
e�a

2t2
o
(!) =

p
�

a
� e

�!2
4a2 :
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Deoarece g : R! R; g 2 L1 (R) este un semnal real şi par, atunci spectrul G este real şi par şi
Gc (!) = Re (G (!)) :
Comentariu: Spectrul unui semnal gaussian este tot gaussian. De menţionat c¼a, pentru a =
1p
2
; semnalul g : R ! R; g (t) = e�

1
2
t2 este un vector propriu pentru operatorul F; deoarece

F fg (t)g (!) = F
n
e�

1
2
t2
o
(!) =

p
2� � e�!

2

2 :

c) g : R! R; g (t) =
�

0; dac¼a t < 0
e�t; dac¼a t � 0; ;

Rezolvare.

�Se observ¼a c¼a g 2 L1 (R) ; deoareceZ +1

�1
jg (t)j dt (C)=

Z 0

�1
j0j dt+

Z +1

0

��e�t�� dt = 0+ e�t

�1

����t!+1
t=0

= lim
t!+1

e�t

�1 �
e�0

�1 = 0 + 1 = 1 <
+1:
�Se calculeaz¼a

G (!) =

Z +1

�1
g (t) e� j!tdt

(C)
=

Z 0

�1
0dt+

Z +1

0
e�te� j!tdt = 0 +

Z +1

0
e(�1�j!)tdt

t este variabil¼a
=

de integrare

=
e(�1�j!)t

(�1� j!)

�����
t!+1

t=0

=
e�t (cos (�!t) + j sin (�!t))

(�1� j!)

����t!+1
t=0

=

= lim
t!+1

e�t (cos (�!t) + j sin (�!t))
(�1� j!) � e(�1�j!)0

(�1� j!) = 0�
1

(�1� j!) =
1

j! + 1
=
1� j!
12 + !2

:

Deci G : R! C, G (!) =
1

12 + !2| {z }
ReG(!); par¼a

+ j
�!

12 + !2| {z }
ImG(!); impar¼a

sau F fg (t)g (!) == 1� j!
12 + !2

:

Se observ¼a c¼a partea real¼a şi modulul spectrului G sunt funçtii pare, iar partea imaginar¼a şi
faza spectrului sunt funçtii impare.
Comentariu: Se observ¼a c¼a g (t) = e�t � � (t) şi c¼a este şi original Laplace. Mai mult, se observ¼a
şi corespondenţa dintre

L
�
e�t � � (t)

	
(s) =

1

s+ 1
;Re s > �1 şi F fg (t)g (!) = 1

j! + 1
:
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d) g : R! R; g (t) =
�

0; dac¼a t < 0
e�3t; dac¼a t � 0;

şi, în general, g : R ! R; g (t) =
�

0; dac¼a t < 0
e�at; dac¼a t � 0; unde a > 0 (interpretat ca produs între

exponenţial¼a şi treapta unitate, semnalul exponenţial c¼az¼ator, cu a = !0).
Rezolvare. Analog cu c), se obţine c¼a

G : R! C; G (!) =
3� j!
32 + !2

sau F fg (t)g (!) = 3� j!
32 + !2

:.

Analog cu c), se obţine c¼a

G : R! C; G (!) =
a

a2 + !2| {z }
ReG(!); par¼a

+ j
�!

a2 + !2| {z }
ImG(!); impar¼a

sau F fg (t)g (!) = a� j!
a2 + !2

: .

Se observ¼a c¼a partea real¼a şi modulul spectrului sunt funçtii pare, iar partea imaginar¼a şi faza
spectrului sunt funçtii impare.

e) şi transformata Fourier prin cos pentru:

g : R! R; g (t) =
1

(t2 + 1)2
:

Rezolvare. A se vedea Curs.

Teoremele de liniaritate, a spectrului semnalului conjugat, a spectrului semnalului
simetric, a scal¼arii variabilei timp, a întârzierii în timp, a întârzierii în frecvenţ¼a -A se
vedea Curs.
Teoremele de continuitate a operatorului Fourier, a spectrului semnalului derivat, de
derivare a spectrului unui semnal, a spectrului semnalului integrat, de integrare a
spectrului unui semnal -A se vedea Curs.
De�ni̧tia 4: Fie g; h 2 L1 (R) : Se numeşte produs de convoluţie a funcţiilor din L1 (R) g şi h;
funçtia g � h : R! R (sau g � h : R! C); de�nit¼a prin

(g � h) (t) =
Z +1

�1
g (�)h (t� �) d�

Teoremele spectrului de convoluţie a dou¼a semnale, a autocorela̧tiei unui semnal-A se
vedea Curs.

Exerci̧tiul 3: Utilizând Teorema de derivare a spectrului, s¼a se determine F
�
� j t � e�ajtj

	
(!) ;

unde a > 0.
Rezolvare. Fie funçtia g : R! R; g (t) = e�ajtj; unde a > 0;
�În exerci̧tiul 2 s-a ar¼atat c¼a g 2 L1 (R) : Analog se arat¼a c¼a tg 2 L1 (R) ; deoareceZ +1

�1
jtg (t)j dt =

Z +1

�1
jtj e�ajtjdt = 2

Z +1

0
te�atdt

t este variabil¼a
=

de integrare
2

�
� te

�at

a
� e

�at

a2

�����t!+1
t=0

=

= 2

�
lim
t!+1

�
� te

�at

a
� e

�at

a2

�
�
�
�0� 1

a2

��
a>0
= 2

�
0 +

1

a2

�
=
2

a2
< +1:

�În exerci̧tiul 2 s-a ar¼atat c¼a
F fg (t)g (!) = F

�
e�ajtj

	
(!) =

2a

a2 + !2
:

�Conform Teoremei de derivare)
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F f� j t � g (t)g (!) = F
�
� j t � e�ajtj

	
(!) =

d

d!
F fg (t)g (!) = d

d!

�
2a

a2 + !2

�
=

�2a � 2!
(a2 + !2)2

:

F
�
� j t � e�ajtj

	
(!) =

�4a � !
(a2 + !2)2

:

Comentariu: De menţionat c¼a determinarea transformatei precedente se putea face şi direct, cu
de�ni̧tia.


Observa̧tia 7: Rezolvarea Exerci̧tiului 2; b) se putea face folosind Teoremele de liniaritate şi de
derivare:
Se observ¼a c¼a funçtia g : R! R; g (t) = e�a2t2 ; a 6= 0; veri�c¼a ecuaţia diferenţial¼a

(�) g0 (t) + 2a2t � g (t) = 0;8t 2 R (deoarece �2a2t � e�a2t2 + 2a2t � e�a2t2 = 0;8t 2 R):
Deoarece g 2 L1 (R) şi tg 2 L1 (R) se poate aplica ecua̧tiei (�) transformata Fourier şi se obţine

F
�
g0 (t) + 2a2t � g (t)

	
(!) = F f0g (!) ;8! 2 R:

Se aplic¼a Teorema de liniaritate)
F fg0 (t)g (!) + 2a2 � F ftg (t)g (!) = F f0g (!) ;8! 2 R)
j! � F fg (t)g (!) + 2a2 � 1� j

d

d!
F fg (t)g (!) = 0;8! 2 R.

Se noteaz¼a G (!) = F fg (t)g (!) şi G0 (!) = d

d!
F fg (t)g (!) şi se obţine c¼a:

j! �G (!) + 2a2 � 1� jG
0 (!) = 0;8! 2 R)

G = 0 soluţie singular¼a şi
G0 (!)

G (!)
=
�!
2a2

;8! 2 R
���� R (�) d! ) R G0 (!)

G (!)
d! =

R �!
2a2

d!

Atunci toate soluţiile sunt G (!) = c � e
�!2
4a2 ;8! 2 R.

Cum G (0) =

Z +1

�1
g (t) e� j t0| {z }

1

dt
Ex. 2;c)
=

p
�

a
) c � e

�02
4a2 =

p
�

a
) c =

p
�

a
:

Deci G (!) =
p
�

a
� e

�!2
4a2 ;8! 2 R sau F fg (t)g (!) = F

n
e�a

2t2
o
(!) =

p
�

a
� e

�!2
4a2 :

Exerci̧tiul 5: Utilizând Teorema spectrului produsului de convoluíe, s¼a se determine F fg � hg (!) ;
unde

g : R! R; g (t) =
�

0; dac¼a t < 0
e�t; dac¼a t � 0; şi h : R! R; h (t) = e�t2 :

Rezolvare. A se vedea Curs.

Teorema 15 (inversarea transformatei Fourier). Fie g 2 L1 (R) a.î. G 2 L1 (R). Atunci are
loc formula de inversare a transformatei Fourier :

g (t) = F�1 fG (!)g (t) = 1

2�

Z +1

�1
G (!) � ej t!d!;8t 2 R

Comentariu. Dac¼a F fg (t)g (!) = F fh (t)g (!) ; atunci
g (t) = h (t) ; a.p.t. t 2 R:

Egalitatea "aproape peste tot" înseamn¼a c¼a are loc cu excepţia unei muļtimi de m¼asur¼a Lebesgue
nul¼a.
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Exerci̧tiul 6: S¼a se rezolve ecua̧tia integral¼a

(�)
Z +1

�1
f (!) ej t!d! = e�ajtj; t 2 R; unde a > 0 este dat.

Rezolvare. Se înmuļteşte (�) cu 1
2� )

1
2�

Z +1

�1
f (!) ej t!d! =

1

2�
e�ajtj| {z }
g(t)

; t 2 R.

Atunci f = G va �, din Teorema de inversare, transformata Fourier corespunz¼atoare pentru g.
�Se observ¼a c¼a g 2 L1 (R) ; deoareceZ 1

�1
jg (t)j dt =

Z +1

�1

1
2�e

�ajtjdt
ex. 2
=

1

2�
� 2
a
< +1:

�Se calculeaz¼a
G (!) =

Z 1

�1
g (t) e� j!tdt =

Z 1

�1

1
2�e

�ajtje� j!tdt
ex. 2
=

1

2�
� 2a

a2 + !2
:

�Se observ¼a c¼a G 2 L1 (R) ; deoareceZ
R
jG (!)j d! =

Z +1

�1

���� 12� � 2a

a2 + !2

���� d! ! este variabil¼a
=

de integrare, (C)

1

2�
� 2a � 1

a
arctg

!

a

����!!+1
!!�1

=

a>0
= 2

�
�

2
� ��

2

�
= 2� < +1:

�Conform Teoremei de inversare
a.p.t.) f = G:

Deci f : R! R; f (!) =
1

2�
� 2a

a2 + !2
:

De menţionat o teorem¼a de la calculul de integrale reale cu reziduuri, rescris¼a:

T 10. Fie I =
Z 1

�1

P (!)

Q (!)
ej t!d!; a = t > 0; unde

P;Q 2 R [!] ; gradQ � gradP + 1; Q (!) 6= 0;8! 2 R: Atunci:

I = 2� j
nX
k=1

rez f (zk) ; unde f (z) =
P (z)

Q (z)
ej tz, iar zk sunt acei poli cu Im zk > 0:

Exerci̧tiul 7: Fie G : R ! C; G (!) =
1

(1 + !2)2
: S¼a se determine, dac¼a exist¼a, g : R ! R

corespunz¼atoare, ca invers¼a prin transformata Fourier.

Rezolvare. Fie G : R! C; G (!) =
1

(1 + !2)2

�Se observ¼a c¼a G 2 L1 (R) ; deoarece
modul 1: Calcul direct:Z +1

�1
jG (!)j d! =

Z +1

�1

1

(!2 + 1)2
d! =?
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Z
1

(!2 + 1)2
d! =

Z
1 + !2 � !2

(!2 + 1)2
d! =

Z
1

!2 + 1
d! �

Z
!2

(!2 + 1)2
d! =

=

Z
1

!2 + 1
d! + 1

2

Z
! � �2!
(!2 + 1)2

d! =

=

Z
1

!2 + 1
d!+ 1

2

Z
! �
�

1

!2 + 1

�0
d! =

Z
1

!2 + 1
d!+ 1

2

�
! � 1

!2 + 1
�
Z
1 � 1

!2 + 1
d!

�
=

= 1
2

Z
1

!2 + 1
d! + 1

2

!

!2 + 1
= 1

2 arctg! +
1
2

!

!2 + 1Z +1

�1

1

(!2 + 1)2
d!

(C)
=

�
1
2 arctg! +

1
2

!

!2 + 1

�����!!1
!!�1

= �
2 < +1:Z

R
jG (!)j d! =

Z +1

�1

���� 1

(1 + !2)2

���� d! = �12 arctg! + !

1 + !2

�����!!1
!!�1

= �
2 < +1:

modul 2: Criteriul comparaţiei cu inegalit¼aţi pentru (C) :

0 � jG (!)j = 1

!2 + 1
� 1

!2 + 1
� 1

!2 + 1
;8! 2 RZ +1

�1

1

!2 + 1
d!

(C)
= (arctg!)j!!1!!�1 = � � (C)

9>=>; Criteriul comparaţiei)
Z +1

�1
jG (!)j dt� (C) :

�Se observ¼a, conform Teoremei de inversare:

g : R! R; g (t) =
1

2�

Z +1

�1

1

(1 + !2)2
ej t!d!

! este variabil¼a
=

de integrare
?:

Nu se poate calcula elementar, cu primitive.
��Se poate calcula, folosind T10; doar pentru a = t > 0;

g (t) =
1

2�

Z +1

�1

1

(1 + !2)2
ej t!d! = I:

Aici, P (!) = 1;Q (!) =
�
1 + !2

�2
; gradQ � gradP + 1; Q (!) 6= 0;8! 2 R:

Fie f (z) =
1

(1 + z2)2
ej tz:�

1 + z2
�2
= 0) z = � j sunt poli de ordin 2 pentru f; cu Im (+ j) > 0:

Atunci, pentru t > 0;

g (t) =
1

2�
I T10
=

1

2�
2� j rez f (j)

0+j e pol de ordin 2
=

conform 2�

=
1

2�
2� j

1

(2� 1)! limz!0+j

 �
(z � j)2 1

(z � j)2 (z + j)2
ej tz
�(2�1)z!

= j lim
z!0+j

 �
ej tz

(z + j)2

�0z!
=

= j lim
z!0+j

ej tz � j t (z + j)2 � ej tz � 2 (z + j)
(z + j)4

= j lim
z!0+j

ej tz � (j t (z + j)� 2)
(z + j)3

=

= j
ej t j � (j t (j+ j)� 2)

(j+ j)3
= j

e�t � (�2t� 2)
2 j � (�4) =

e�t � (t+ 1)
4

; t > 0:

�� Deoarece G este spectru real şi par, din gra�c (gra�c simetric faţ¼a de axa vertical¼a) sau din
G (�!) = 1�

(�!)2 + 1
�2 = G (!) ;8! 2 R,

conform Observaţiei 9:1:5, rezult¼a c¼a semnalul g este real şi par.
Atunci, pentru t < 0;

g (t)
Obs. 9:1:5
=

G par¼a şi real¼a
g (�t) t<0= et � (�t+ 1)

4
; t < 0:
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�� În plus, g (0) = 1

2�

Z +1

�1

1

(1 + !2)2
d! = 1

4 :

Deci g (t) =

8>>><>>>:
et � (�t+ 1)

4
; t < 0

1
4 ; t = 0

e�t � (t+ 1)
4

; t > 0

Exerci̧tiul 8: S¼a se rezolve ecua̧tia integral¼aZ +1

�1
g (t) e� j!tdt =

j!

(1 + !2)2
; ! 2 R:

Rezolvare. A se vedea Curs.

Exerci̧tiul 9: S¼a se rezolve ecuaţia integral¼a

(�)
Z +1

�1
g (t) e� j!tdt =

!

j (!2 + a2) (!2 + b2)
; ! 2 R, unde a > 0 şi b > 0 sunt date.

Caz particular: (�)
Z +1

�1
g (t) e� j ytdt =

y

j (y2 + 1) (y2 + 4)
; y 2 R-tem¼a.

Rezolvare. Se determin¼a g =? funçtia necunoscut¼a.

Se noteaz¼a G : R! C; G (!) =
!

j (!2 + a2) (!2 + b2)
= j

�!
(!2 + a2) (!2 + b2)

;

cu reprezentare pentru a = b; respectiv a 6= b a � ImG:

�Se observ¼a c¼a G 2 L1 (R) ; deoarece, prin calcul direct (sau cu un crit. de comp.)Z
R
jG (!)j d! =

Z +1

�1

���� !

j (!2 + a2) (!2 + b2)

���� d! ! este variabil¼a
=

de integrare, (C)
2

Z +1

0

!

(!2 + a2) (!2 + b2)
d! =?

dac¼a a = b; a > 0; b > 0:

= 2

Z +1

0

!

(!2 + a2)2
d! = 2

1

�2
1

!2 + a2

����!!+1
!=0

=
1

a2
< +1:



Gabriela Grosu / Matematici Speciale 13

dac¼a a 6= b; a > 0; b > 0:

=
1

b2 � a2
Z +1

0

�
2!

!2 + a2
� 2!

!2 + b2

�
d! =

1

b2 � a2
�
ln
�
!2 + a2

�
� ln

�
!2 + b2

����t!+1
t=0

=

=
1

b2 � a2

�
ln
!2 + a2

!2 + b2

�����t!+1
t=0

= 0� 1

b2 � a2 ln
a2

b2
< +1:

�Se observ¼a, conform Teoremei de liniaritate şi Teoremei de inversare;

g : R! C; g (t) =
1

j �2�

Z +1

�1

!

(!2 + a2) (!2 + b2)
ej t!d!:

Se calculeaz¼a, pentru t > 0; g (t) ==
1

j �2�I
T10
= ?

Aici P (!) = !;Q (!) =
�
!2 + a2

� �
!2 + b2

�
; gradQ � gradP + 1; Q (!) 6= 0;8! 2 R:

Fie f (z) =
z

(z2 + a2) (z2 + b2)
ej tz:�

z2 + a2
� �
z2 + b2

�
= 0) z = �a j; z = �b j sunt poli

de ordin 2 pentru f; cu Im (+a j) > 0; dac¼a a = b; a > 0; b > 0:
de ordin 1 pentru f; cu Im (+a j) > 0; Im (+b j) > 0 dac¼a a 6= b; a > 0; b > 0:

dac¼a a = b; a > 0; b > 0: g (t) =
1

j �2�I
T10
=

1

j �2�2� j rez f (a j)
0+a j e pol de ordin 2

=
conform 2�

=
1

j �2�2� j
1

(2� 1)! lim
z!0+a j

 �
(z � a j)2 z

(z � a j)2 (z + a j)2
ej tz
�(2�1)z!

=

= lim
z!0+a j

 �
zej tz

(z + a j)2

�0z!
= lim
z!0+a j

�
ej tz + zej tz � j t

�
(z + a j)2 � zej tz � 2 (z + a j)
(z + a j)4

=

= lim
z!0+a j

ej tz � ((1 + z j t) (z + a j)� 2z)
(z + a j)3

=
ej ta j � ((1 + a j � j t) (a j +a j)� 2a j)

(a j +a j)3
=

=
e�at � (�at) 2a j
2a j � (�4a2) =

e�at � t
4a

; t > 0:

Conform Observaţiei 9:1:5, pentru t < 0;

g (t)
Observaţia 9:1:5

=
G impar¼a şi pur imaginar¼a

�g (�t) t<0= �e
at � (�t)
4a

; t < 0:

În plus, g (0) =
j

2�

Z +1

�1

!

(!2 + a2) (!2 + a2)
d! = 0:

Deci g (t) =

8>>><>>>:
�e

at � (�t)
4a

; t < 0

0; t = 0
e�at � t
4a

; t > 0
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dac¼a a 6= b; a > 0; b > 0:
Se calculeaz¼a, pentru t > 0;

g (t) =
1

j �2�I
T10
=

1

j �2�2� j (rez f (a j) + rez f (b j))
0+a j;0+b j sunt poli de ordin 1

=
conform 2�

=
1

j �2�2� j
�

lim
z!0+a j

(z � a j) zej tz

(z � a j) (z + a j) (z2 + b2)+

+ lim
z!0+b j

(z � b j) zej tz

(z � b j) (z + b j) (z2 + a2)

�
=

=
a j

(a j +a j)
�
(a j)2 + b2

�ej ta j + b j

(b j +b j)
�
(b j)2 + a2

�ej tb j =
=

1

2 (�a2 + b2)e
�ta +

1

2 (�b2 + a2)e
�tb =

1

2 (b2 � a2)
�
e�ta � e�tb

�
; t > 0:

Conform Observaţiei 9:1:5, pentru t < 0;

g (t)
Observaţia 9:1:5

=
G impar¼a şi pur imaginar¼a

�g (�t) t<0= � 1

2 (b2 � a2)
�
eat � ebt

�
; t < 0:

În plus, g (0) =
j

2�

Z +1

�1

!

(!2 + a2) (!2 + b2)
d! = 0:

Deci g (t) =

8>>><>>>:
� 1

2 (b2 � a2)
�
eat � ebt

�
; t < 0

0; t = 0
1

2 (b2 � a2)
�
e�at � e�bt

�
; t > 0

Exerci̧tiul 10: S¼a se rezolve ecuaţiile integrale:

a) (�)
Z +1

�1
G (y) ej tydy = f (t) ; t 2 R; unde f (t) =

8><>:
2� sin t; dac¼a 0 < t < 2�
�

4
; dac¼a t = 0; t = 2�

0; în rest

.

Rezolvare. Se determin¼a g =? funçtia necunoscut¼a.

Se înmuļteşte (�) cu 1
2� )

1
2�

Z +1

�1
G (y) ej tydy =

1

2�
f (t)| {z }
g(t)

; t 2 R

Atunci G va �, din Teorema de inversare, transformata Fourier corespunz¼atoare pentru 1
2�f = g.

Fie g : R! R; g (t) = 1
2�f (t) =

8><>:
sin t; dac¼a 0 < t < 2�
1

8
; dac¼a t = 0; t = 2�

0; în rest
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�Se observ¼a c¼a g 2 L1 (R) ; deoareceZ
R
jg (t)j dt (C)= 0+

Z �

0
sin tdt+

Z 2�

�
(� sin t) dt+0 t este variabil¼a=

de integrare
(� cos t)jt=�t=0 + (cos t)j

t=2�
t=� = 4 <

+1:
�Se calculeaz¼a

G (y) =

Z
R
h (t) e� j ytdt = 0 +

Z 2�

0
(sin t) � e� j ytdt+ 0 (C)=

Z 2�

0
(sin t) � e� j ytdt t este variabil¼a=

de integrare

=

Z 2�

0
e� j yt � d

dt
(� cos t) dt = e� j yt � (� cos t)

��t=2�
t=0

�
Z 2�

0
e� j yt � (� j y) � (� cos t) dt =

= e� j y2� � (� cos 2�)� e� j y0 � (� cos 0)� j y
Z 2�

0
e� j yt � cos tdt =

= e� j y2� � (�1)� 1 � (�1)� j y
Z 2�

0
e� j yt � d

dt
(sin t) dt =

= 1� e� j y2� � j y
�
e� j yt � (sin t)

��t=2�
t=0

�
Z 2�

0
e� j yt � (� j y) � (sin t) dt

�
=

= 1� e� j y2� � j y
�
0� 0� (� j y)

Z 2�

0
e� j yt � sin tdt

�
=

= 1� e� j y2� + y2G (y))
(��)G (y)� y2G (y) = 1� e� j y2�:

Pentru y 6= �1 (��)) G (y) =
1� e� j y2�
1� y2 :

Pentru y = �1 (��)) 0 = 1� e�j(�1)2�- adev¼arat.
�Se poate ar¼ata c¼a G 2 L1 (R) :
�Conform Teoremei de inversare

a.p.t.)

G : R! C; G (y) =

8>><>>:
1� e� j y2�
1� y2 ; dac¼a y 6= �1

un num¼ar complex; dac¼a y = 1
un num¼ar complex; dac¼a y = �1

:

b) (�)
Z +1

�1
G (y) ej tydy = e1�jtj; t 2 R:-tem¼a


