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SEMINAR NR. 11, REZOLVARI
Matematici Speciale, ATA

10. DISTRIBUTII
10.1.Spatiul functiilor test. Distributii: definitie, tipuri, exemple.

Motivatii pentru introducerea notiunii-A se vedea Curs.
C§° (R) = {¢ € C*® (R) ;supp ¢ compact} — spatiul functiilor test.
D (R) = (Cg° (R) , topologie data de o convergentd) .
Definitia 10.1.7. Se numeste distributie sau functie generalizata orice functionald T : D (R) — C

liniard si continud pe D (R). Se noteaza:
not. uneori, chiar daca

T(p) = (T,9) = (T'(t), ¢ (1)) ,Ye € D(R)
t este variabila functiei test ¢

Multimea distributiilor se noteaza D’ (R).

D' (R) ={T : D(R) — C; T liniard si continui} .
Observatia 10.1.3. Multimea distributiilor se descompune ca partitie a doua multimi disjuncte:

D' (R) = D, (R) UD, (R).
unde D). (R) este multimea distributiilor requlare (sau multimea distributiilor de tip functie defi-
nite cu ajutorul functiilor local integrabile prin (6) ulterior) si D, (R) este multimea distributiilor
singulare (contine distributiile care nu se pot scrie sub forma (6), cu ajutorul unei functii local
integrabile, ca de exemplu distributia Dirac).
Propozitia 10.1.3. Orice functie f € Ll . (R) defineste o distributie, notata {f}, prin relatia

{fto) =70 f () e(t)dt,Ye € D(R), (6)
numita distributie (de tip functie) generata de f.
Propozitia 10.1.4. Functionala 6 : D (R) — C, definita prin

(0,0) =¢(0), € D(R) (7)
este o distributie, numita distributia Dirac.
Propozitia 10.1.6. Functionala ¢, : D (R) — C, definita prin

< bay¢ >= ¢ (a) ¥y € D (R) (8)
este o distributie, numita distributia Dirac generalizata.

10.2.0peratii cu distributii (ale algebrei si ale analizei matematice)

Operatii ale algebrei: suma distributiilor 7} + 75, produsul unei distributii cu un scalar
AT, produsul unei distributii cu o functie din C* (R),a7, schimbarea de variabila
liniara (sunt distributii)- A se vedea Curs.

Operatii ale analizei matematice: trecerea la limitd in D’ (R) a unui sir de distributii,

derivata unei distributii 7™ (este distributie), convolutia a dou# distributii 7 * S (nu
este mereu distributie). Proprietati. -A se vedea Curs

Definitia 10.2.6. Se numeste derivata de ordin n € N a distributiei T € D’ (R) aplicatia T :
D (R) — C definita prin

(TM), ) = (=1)"(T, ™) Yo € D (R). (11)
Este distributie.

Exemplul 10.2.2. ¥n € N, <5(”), <p> = (=1)"¢™ (0),Yp € D (R). (12)
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Exemplul 10.2.3. | {n} = 6. (13)
Teorema 10.2.1. In ipotezele din Curs,
{1 = {0} +6,-1(0)6 + 072 (0) &' + ... + 00 (0) §=1), (14)

unde oy (0) = f* (04 0) — f*) (0-0) = fék) (0) — F (0),k =0,n — 1 este saltul functiei f*) in
0.

Exercitiul 1. Sa se calculeze derivata de ordin n € N a distributiei de tip functie generate de
f(&)=mn(t)cos(t),
. .. 1, dacat>0
unde 7 este functia Heaviside, n: R — R, 7 (t) = { 0. dacit<0 °

Rezolvare. A se vedea Curs.

Definitia 10.2.8. Fie f,g € LIOC( ). Se numeste produs de convolulie a functiilor f si g din
Ll (R) functia fxg: R — R (sau f * g : R — C), definitd prin
+o0 +oo

h(t) = (f*g)(t) = flt—7)g(r)dr = f(r)g(t—7)dr,

dac# integralele ce apar sunt convergente. In caz de convergentd f si ¢ se numesc convolutabile.
Observayla 10.2.6. d) Fie f,g € LIOC (R) cu f(t) =0,Vt <0sig(t)=0,Vt <0. Atunci

(f*g)( fo ft—7)g(r)dr=n(t fo g(t—rT)dr,

>
unden:RaR,n(t):{ L, dacat_()

0, dacat<O0 °
Propozitia 10.2.5.d) Fie f,g,h € L' (R). Atunci 3f x g € L' (R), 3f * (gxh) € L' (R), 3f
(9+h) e L' (R) si

f*g=g=xf (comutativitate);

f*x(g*h)=(f=g)=*h (asociativitate)

f*(g+h)=f*xg+ f=*h (distributivitate in raport cu adunarea)

Operatia * nu are element neutru in L' (R). In D’ (R), § va fi element neutru.
Definitia 10.2.10. Se numeste produs de convolutie a distributiilor T € D' (R)si S € D' (R)
aplicatia T * S definita prin

(T % 8,0) = (S (1), (T (1), (£ + 7)) , Y € D(R), (1)
in ipoteza ci functionala din membrul drept defineste o distributie, adica functia v (1) = (T (t) , ¢ (t + 7))
este din D (R) si T * S este liniara si continua. Daca existd T * S, distributiile 7" i S se numesc
convolutabile.
Propozitia 10.2.6. (clase de distributii convolutabile)
a) Fie T, S € D' (R) distributii regulare generate de functii T = {f},S = {g}, cu f,g € L . (R)
pentru care 3f * g. Atunci 37 x S € D' (R) si

Sy ot = {fxa}| (19)
Propozitia 10.2.8. a) VI' € D' (R), 3T« § € D' (R) si

Tx0=6+T="T,|
adicd § este element neutru in D' (R) la operatia x.
b) Fie T, S € D' (R) distributii a.i. 37 % S. Atunci 37 % S®) IT®) % § si

(T S) B =T® 5§ =T S*) = g5 T*) = 5*) T Vk € N.

In particular,
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T+ 6% =§®) w7 =T7® vk e N.

Exercitiul 2. S3 se calculeze convolutia distributiilor de tip functie generate de
f@)=n@t)t?sig(t)=n(t)sint,

at>
unde 7 este functia Heaviside n: R — R, n (¢) = { , dacd £20

1
0, dacat<0 °
Rezolvare. A se vedea Curs.



