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SEMINAR NR. 12, REZOLVARI
Matematici Speciale, ATA

10.3. Ecuatii diferentiale liniare in distributii, avind coeficienti constanti

Forma generali: |agT™ + ;T Y + .. +a,T =5 (5)
unde ag, ..., a, € R sunt numere date, ag # 0,(coeficienti constanti), S € D' (R) este o distributie
datd (termen liber), iar T' € D’ (R) este distributia necunoscutd, cautata.
Rezolvare.
Etapa 1 : Se determind o solutie fundamentald a operatorului liniar

L(T) = agT™ + a; TV 4 ... + a,,T,
adicd o distributie E =7 care satisface ecuatia diferentiala

L(E)=4.
Pasul 1 : Se determina solutia generald a ecuatiei omogene cu solutii functii atagate, adica a ecuatiei:
(*50) apz™ (t) + a1z (t) + ... + apz (t) = 0,t € R.
eSe atageazd ecuatiei diferentiale EO ecuatia ei caracteristicd EC:

(*pc) apA™ + al)\n_l + ..t an_1A+a, =0.
Este o ecuatie algebrica polinomiald de grad n avand coeficientii reali a;,€ R, ¢ € {0,1,...,n}, in
necunoscuta A, care admite exact n rddacini complexe. Se determina, precizdnd si multiplicitatea
lor.
ePentru fiecare radicind a EC se giisesc corespunzator solutii particulare liniar independente ale
EO, dupa algoritmul:

Cazul 1 : Ay € Rcum (M) =1 ~ 21 (t) = eMt.
z1 (1) = eM?,
wa (t) =t

Cazul 2 : A\; e Rcum (X)) =m ~

Ty () = tmleMt,
Cazul 3 : )\1,2 S C\R, )\1’2 =o1 * iﬁl cum ()\1’2) =1~
{ z1 (t) = e*tcos (Byt); w2 (t) = e™Psin (B1).
Cazul 4 : )\1,2 eC \ R, )\172 =o1 * iﬁl cum ()\1’2) =1m ~>
1 (t) = e’ cos (By1) w2 (t) = e™'sin (B41) ,
73 (t) = te“t cos (B41), 74 (t) = teMsin (B,t) ,

Tom_1 (t) =t Lelcos (B1t), xam (t) = t™ Lte®itsin (B,t).
Din algoritm se gaseste B = (z1, ..., Zp) , adica exact n solutii particulare ale EO, liniar independente.
Sistemul de functii (x1, ..., £, ) este sistem fundamental de solutii pentru ecuatia omogend EO (bazd).
eSolutia generald a EO este o combinatie liniard de cele exact n solutii particulare liniar indepen-
dente determinate
To (tiC1yosen) = 121 (t) + ... + cpxp (B) ,VE € Rsicp, ..., € R
Pasul 2 : Se determind x (t), solutia problemei Cauchy:

(*E0) aoz™ + a1z Y + .+ a,x=0,Vt €R
1
CI: 2 (0) =4/ (0) = .. = 2" (0) = 0, 2D (0) = — )

)
ag

Pasul 3 : O solutie fundamentala a operatorului L este distributia generata de functia nx
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’E ={nt)z @)}, ‘ unde 7 : R — R, 7 (t) este functia Heaviside.

0, dacat<O0

{ 1, dacat>0

Etapa 2 : Solutia ecuatiei (5) este

(7)
(dacd S € D' (R) este o distributie datd si E o solutie fundamentald a operatorului L si dacd S x F
are sens, atunci solutia ecuatiei (5) exista si este unica).

Exercitiul 1. Sa se rezolve ecuatia diferentiala in distributii
T +2T"+T =25+ 4.
Rezolvare. Este ecuatie diferentiala in distributii, de ordin n = 2, liniara, cu 1,2,1 coeficienti
constanti, cu S = 26 + &' distributie datd si T € D’ (R) distributia necunoscuti.
Etapa 1 : Se determind o solutie fundamentald a operatorului liniar
L(T)=T"+2T"+T,
adicd o distributie E =7 care satisface ecuatia diferentiala
L(E)=6.
Pasul 1 : Se determina solutia generald a ecuatiei omogene cu solutii functii atagate, adicd a ecuatiei:
(*EO)CU” + 2x +x = O,t € R.
eSe atageazd ecuatiei diferentiale (xpp) ecuatia ei caracteristica si se rezolva:
(spc) N +204+1=02 A+1)*=0={\ =—-1cum(\) =2
ePentru fiecare radacind a ecuatiei caracteristice se gidsesc corespunzator solutii particulare liniar
independente ale ecuatiei omogene (xgo), dupa algoritmul dat la EDCO:
_ -1t
Al=—-lcum(A) =2~ { i; Eg _ :671;'
eB = (x1,x2) este un sistem fundamental de solutii pentru (xgo) (sunt exact 2 solutii particulare
pentru (*go) si functii liniar independente). Solutia generald a ecuatiei (xgo) este
T, (te1,c0) = cre M + cote MVt € Rosi cp,c0 € R.
Pasul 2 : Se determina solutia problemei Cauchy
{ (*po) 2" +22"' + 2 =0,t e R.

CT:2(0) =0, 2/ (0) = ~

1
Se impun conditiile initiale asupra solutiei x gasite
{ z(t) = cre”t + cote™ al { c114+c0=0 { c =
g (t)=c1(—e")+ea(—t+1)e ! 2(0) =0 caa(=1)+cl=1 =1
2 (0)=1

Atunci z (t) = te™?,Vt € R, este unica solutie a ecuatiei (xgo) ce verificd CT date.
Pasul 3 : O solutie fundamentald a operatorului L este E = {n (t)z (t)} = {n(t)te '} .
Etapa 2 : Solutia ecuatiei date este

T=S«E=(20+0)*{n(t)z(t)}.

Conform liniaritatii,
T 954 fn ())& (1)) + 8 * {n () 2 (1)
T T

Ty= 20 {n (e ()} "R 2 gy (1) (1))

T, =0 {n () a (0} 7Gxy (1) (0) RN (1) (1)

Conform Teoremei de derivare a distributiilor regulare,

{n(t)z )} ={(n )z )} + 00 (0)d, unde oq (0) este saltul functiei n (t)z (t) in a =
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7t v
100 ={ " ERIZ0 0O =0 -1 0.

et —te”t, dacit>0
(n(t)z(t)) = 3, dacd t =0

0, dacat <0
Atunci, folosind identificarea distributiilor de tip functie pentru functii egale a.p.t.,
Ty ={n) (et —te ")} +0-4.
In concluzie,

T=Ti+Ty=2{nt)te '} +{n(t) (et —te )} +0-0 fniaritate {n@)(t+1)et}.

Exercitiul 2. Sa se rezolve ecuatia diferentiald in distributii
T"+T ={n(t)sint} +4§".
Rezolvare. Este ecuatie diferentiald in distributii, de ordin n = 2, liniard, cu 1,0, 1 coeficienti
constanti, cu S = {n (t)sint} + ¢§” distributie datd si T € D’ (R) distributia necunoscuta.
Etapa 1 : Se determiné o solutie fundamentald a operatorului liniar

L(T)=T"+T,
adica o distributie E =7 care satisface ecuatia diferentiala
L(E)=09.

Pasul 1 : Se determina solutia generald a ecuatiei omogene cu solutii functii atagate, adica a ecuatiei:
(*EO) '+ = 0,t € R.
eAtagdm ecuatiei diferentiale (xpo) ecuatia ei caracteristica si o rezolvam:
()pc) N2 +1=02A+1)2=0={A\2=0=+j cum(Ao) = 1.
ePentru fiecare radacind a ecuatiei caracteristice gasim corespunzator solutii particulare liniar in-
dependente ale ecuatiei omogene (xgo), dupd algoritmul dat la EDCO:
_ 0t
M2=0+jcum(N2) =1~ { i; Eg _ ZOt :;)ns((lltt)) ’
B = (71, x2) este un sistem fundamental de solutii pentru (*go) (sunt exact 2 solutii particulare
pentru (xgo) si functii liniar independente). Solutia generald a ecuatiei (xpo) este
Zo (t;c1,02) = c1cost + cosint, Vi € R si ¢, ca,c3 € R.
Pasul 2 : Se determing solutia problemei Cauchy
(*EO):‘C” +x=0,teR.
{ CI:z(0)=0,2'(0)=

Impunem asupra solutiei gasite x conditiile initiale

==

{x(t):clcost—i—cQsint ar {611+020:0 :>{01:0
x' (t) = ¢1 (—sint) + cycost 2(0)=0 c10+ el =1 cp =1
' (0)=1

Atunci x (t) = sint, Vt € R, este unica solutie a ecuatiei (xgo) ce verificd CI date.
Pasul 3 : O solutie fundamentala a operatorului L este

E={nt)z(t)} ={n(t)sint}.
FEtapa 2 : Solutia ecuatiei date este
T =SB = ({n(t)sint}+6"){n(t)sint} "D L (t)sint} * {n () sint} + 6" « {n (t) sint}.
Ty T
Ty = {n(t)sint} = {n(t)sint} = {f} = {g} {f *g} unde

) sint, dacat>0 . o ., | sint, dacat>0
F&) =n(t)sint =9~ dacét<0§lg(t)_77(t)smt_{ 0, dacit<0

Propozitia 10.2.6
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Se calculeazd convolutia celor doud functii (f *
Obs. 10.2.6.,d t
(Fr9)® 20w [ 1e-r)g (- /f g(t—)
Pentru t < 0 = (n(t)sint) * (n (t)sint) = 0.
Pentru ¢t > 0= (n(t)sint) % (n (¢)sint) =1 - / sinTsin (¢t — 7)dr =

t . —t _ . t — t
:/ cos (r —t+7)—cos(r + T)dT = ;/ (cos (27 —t) — cost) dr =
0 2 0
. 29 ¢ T=t _ int — si —t
=1 sin (2r —¢) - (Tcost)\:;f)— :%<Smsm()—(tcost—0)> :%(sint—tcost).
2 |, 2
= {n(t) 1 (sint —tcost)}.

T, = 5" @) T 5 ) = (g ()
Conform Teoremei de derivare a distributiilor regulare,
{n(t)sint}” = {(n(t)sint)"} + 1 (0)§ + 00 (0) &,
unde oq (0) este saltul functiei n (t)sint in a = 0,01 (0) este saltul functiei (1 (t)sint)" in a = 0.

i at>
U(t)sint:{ i EEEZ0 S 00(0) = 1a(0) ~ 1, (0) = 0.

daca t <0
cost, dacat>0
(n(t)sint)’ = 3, dacit=0 = o01(0)=f;(0)— fi(0)=

0, dacat<O0
—sint, dacat >0
(n(t)sint)"” = 3, dacd t =0
0, dacat <0
Atunci, folosind identificarea distributiilor de tip functie pentru functii egale a.p.t.,
Ty ={n(t)(—sint)} + 15 + 0’
In concluzie,
T=T+ T2 {n (tcost —sint)} + {n (¢) (—sint)} + 18 + 00’ liniagitate
—{77 tcost—|—351nt}+5

Exercitiul 3. Si se rezolve ecuatia diferentiald in distributii
T" — AT + 3T = {n(t)e*} + 4.
Rezolvare. Este ecuatie diferentiala in distributii, de ordin n = 3, liniard, cu 1, —4,3 coeficienti
constanti, cu S = {n(t)e*} + ¢’ distributie datd si T € D’ (R) este distributia necunoscut.
Etapa 1 : Se determina o solutie fundamentald a operatorului liniar
L(T)=T"—-4T" + 3T,
adica o distributie E =7 care satisface ecuatia diferentiala
L(E)=09.
Pasul 1 : Se determina solutia generald a ecuatiei omogene cu solutii functii atagate, adica a ecuatiei:
(xpo) " — 42’ + 32z =0,t € R.
eSe atageazd ecuatiei diferentiale (xpo) ecuatia ei caracteristica gi se rezolva:
(450) )\2—4>\1+3)\0:0@()\—1)()\—3):0:{ i;;gﬁ”ml&; -
ePentru fiecare radacind a ecuatiei caracteristice gasim corespunzator solutii particulare liniar in-
dependente ale ecuatiei omogene (xgo), dupd algoritmul dat la EDCO:
AM=1cum(A) =1~ {z1(t) = e
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Ao =3cum(A2) =1~ {xg (t) = 3.
B = (71, x2) este un sistem fundamental de solutii pentru (*go) (sunt exact 2 solutii particulare
pentru (xgo) si functii liniar independente). Solutia generald a ecuatiei (xpo) este
T, (t;c1,c0) = crel + cae3t VWt € Rsi c1,c2 € R.
Pasul 2 : Se determing solutia problemei Cauchy
(xpo) 2" — 42’ + 32 =0,t € R.
CI:z(0)=0,2'(0)=
Se impun conditiile initiale asupra solutiei x gasite
{w(t):clet+0263t al {011—1—021:0 :>{01:_1
o' (t) = crel + 3cpe® 2(0) =0 c1l+e3=1 cy =
' (0) =1
Atunci z (t) = Ste! + 33, Vt € R, este unica solutie a ecuatiei (xgo) ce verifici CI date.
Pasul 3 : O soluple fundamentala a operatorului L este

==

N[ =
| l\?‘

E={nt)zt)}={nt) (Fe+3¢")}.
Etapa 2 : Solupla ecuatiei date este
=S+ F = ({77 Zt} + 5/) 71 1 315)} hnlarltate
:{n(t)e2t}*{?7t (e—|— —e ) { )(216+;€3t>}
Ty T

e t)e*; * t) (5€e" + 5e = *{g o 10.2. * gt ,unde
n 2% n 221 t % 3t f Propozitia 10.2.6 f 1 d ) 3
t 5 t t o
_ ot J e, dacat>0 . _ 1t 1.3t Se€e +3 dacat >0
F#)=n(t)e _{ 0. dacat<o 590 =n() 26+ 0, dacit<0

Se calculeaza convolutia celor doua functii (f * g) (¢

(Fra) () O 2 d)w)/t Fit-m)g(r)dr = /f y(t—r)a
Pentru t < 0= (1 (t)e*) * (n(t) (Ste —I—le?’t)) =0.

Pentru t > 0= ( () ) # (n (¢ 2let+ 13 = 1. /0 T (Shet 4 LAY dr =

)
) (
t_ottT 4 o3t— r t—7\ |T=t L et ot gt
[ () g5
1(et 2% + ¢3t) |
— {n(t) L (et 2€2t+e3t)}

Ty = (5” * {n (t)sint} Propozitie 1028 5. {n(t)sint}” = {(n(t)sint)}"
Conform Teoremei de derivare a distributiilor regulare,

(@) (Fe + 3} = {0 (Fe +3))'} + 0005,

unde o (0) este saltul functiei n (¢) (Ste’ + €3) ina = 0.
~1.t, 1.3t <
1ot 1,3) — €' +5e”, dacat>0 _ B B
n(t) (e + 3 )_{ 0 daci t < 0 = 00 (0) =13 (0) — 15 (0) = 0.
%et + %e3t, daca t >0
(n(t) (Fe +1€3t)) = 3 daci t =0
0, dacat <0

Atunci, folosind identificarea distributiilor de tip functie pentru functii egale a.p.t.,
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Ty = {n(t) (Ste' + 3€3)} + 04.
In concluzie,

T=Ti+To={n(t)L (e! — 262 + &)} + {n(t) (FLe! + 3e3)} 4 05 ML
= {n(t) (2¢3 —e*)}.

Exercitiul 4. Sa se rezolve ecuatiile diferentiale in distributii
a) AT" +T = {n(t)sint} +&"; b) T" — 4T" + AT = 6
c) T" = 31" +2T = {n(t)e t}; d) T" + 21" + 2T = {n (¢)} + 0.



