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SEMINAR NR. 1, REZOLVARI
Matematici Speciale, ATA

ELEMENTE DE TEORIA CAMPURILOR

1. Camp scalar: suprafete de nivel, derivata dupa directie, gradient

Definitia 1. Se numeste cimp scalar o functie ¢ : D C R?* — R, unde D este un domeniu din R3.
a) Se numeste multime de nivel / suprafata de nivel / suprafata echipotentiala a cAmpului scalar
¢ locul geometric al punctelor (x,y,z) € D care prin ¢ sunt duse intr-o valoare constanta ¢y € R.
b) Ecuatia suprafetei de nivel este

o (x,y,2) = co, (x,y,2) € D.
¢) Ecuatia suprafetei de nivel care trece prin punctul (xo,yo, z0) este

e (z,y,2) = ¢ (zo,y0,20), (x,y,2) € D.
Comentariul 1. Se noteazd cu P punctul din D C R? de coordonate (,y, z) si se scrie ¢ (P) in
loc de ¢ (z,y, ), mai ales la punerea in evidentd a unor interpretari fizice, in care dependenta este
legata de punct si mai putin de coordonatele sale. Ecuatia suprafetei de nivel devine

¢ (P) = ¢p, P € D sau, daca suprafata trece prin Py, ¢ (P) = ¢ (P),P € D.
Exemplul 1. Fie ¢ : R? = R, ¢ (P) = ¢ (2,9,2) = 22 + y? + 2 un camp scalar.

Suprafetele de nivel sunt de ecuatie 22 + 3% + 22 = ¢,c € R, ¢ > 0.

Pentru ¢ = 1 si ¢ = 4, suprafetele 22 + 3% + 22 = 1 si 22 + y? + 22 = 4 sunt sferele concentrice:

Pentru ¢ = 0 suprafata x2 + y? + 22 = 0 este originea, punctul dublu (0,0, 0).
Definitia 2. In ipotezele din curs, se numeste derivata campului scalar ¢ dupd directia versorului
s in punctul Py, numsrul

o (P) — ¢ (P) not. dp.
A, A, = 5 ) )

ori de céte ori aceastd limita exista si este finita.
Observatia 2.

d
a) Daca d—é, (Py) > 0, atunci campul scalar ¢ creste intr-o vecinatate a lui Py dupa directia si

sensul lui s

dgp
b) Daca —
sensul lui s’.
Teorema 1. (expresia derivatei dupa o directie in coordonate carteziene).

Fiep: D CR3 - R, ¢ 6 Cct (D). Atunci ¢ admite derivate dupi orice directie s in orice
—

(Py) < 0, atunci campul scalar ¢ descreste intr-o vecinatate a lui Py dupa directia si

Py € D. In plus, dacid 5 —041 + 6] +'yk a, 3,7 € R este versor, atunci
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2 (R) = a5 (P + 552 () +9 52 (R). @

Teorema 2. (expresie a derivatei dupd o directie).
Fie ¢ : D CR? - R, p € C' (D) si Py € D. Fie 1 versorul normalei la suprafata de nivel S in

—_—
: : — P N - —
punctul Py. Atunci, pentru orice s’-un alt versor cu originea in Py, cu 6 = (n, s ),

5@ (Py) = 5% (Py) cos (3)

Observatia 4.c) Dintre toate directiile cu originea in Py, directia in raport cu care derivata
lui ¢ este maxima este directia normalei.

Exercitiul 1. Fie:
a) p(P )_233 —4y+2,P(0,1,2), 1 =i —2j +3k, s este versorul lui 1;
b) ¢ (P) =xyz, Py (—-1,1,2), 1 = i +2j +4k, s este versorul lui 1.
Séa se determine derivata cAampului scalar ¢ in Py dupa directia vectorului versor al lui T, d—ﬁ (Po) .
S

Sa se studieze daca intr-o vecindtate a punctului Py, cAmpul scalar ¢ creste sau descreste dupa
directia lui s

Sa se scrie ecuatia suprafetei de nivel pe care se afli P.
Rezolvare.

a) HTH:\/12 2?42 =yd=> S \/11747—\/21747+ \/3174?
peCH(R3),c g@ (P) = 4u; ?;; (P) = —4; a—f (P)=1;
Conform (2) =
% (Py) = \/1?429; (0,1,2) - \/217125 (0,1,2) + \/31»4(3;” (0,1,2) =
= e 0) = () + ()=
Deoarece j—é (Py) = \;;74 > (0 = campul scalar creste intr-o vecinatate a Py dupa directia si

sensul lui 8.
Ecuatia suprafetei de nivel pe care se afla P, este
202 —4y+2=2-02—-4-1+2.

— 1 — 2 — 4 —
— 2 2 2 - = s o
b) HIH Vi +2;4 \/ﬁ:; \/ﬁla+\/ﬁj ok
p € C(RY), cu 57 (P) = ysi 5 (P) = oz 3~ (P) = oy
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Conform (2) =

Ao gy L |y, 2 0 A
d??(}h);'xﬁn,ﬁx( ;»1 ,2) + o : L1, 2)+_V@ﬁfaz( 1,1,2) =
:ﬁ(l'Q)‘Fﬁ(( 1)-2)+ ﬁ((—l)‘l):ﬁ‘

d
Deoarece —ﬁ (Py) = —= < 0 = campul scalar descreste intr-o vecinitate a Py dupa directia

V21
si sensul lui s

Ecuatia suprafetei de nivel pe care se afla Py este
xyz = (—1)-1-2.

Exercitiul 2. Fle o
T (P)==x T + Y j+ 2 X vectorul de pozitie a unui punct P (z,y, 2) ;
—-
T = =ci+e _] + c3 k un vector constant unitar;
¢ (P) =" -7 (P) un camp scalar.

o . o . o . . . o . U B - e R .
S& se verifice ca derivata dupé o directie arbitrara unitard s = s1i + s2j + s3k a campului
scalar ¢ nu depinde de punctul P (z,v, 2), ci doar de s
S4 se calculeze derivata lui o (P) dupd directia <.

— — — — — —
Rezolvare. ¢ (P) = (cli +coj —i—@,k)-(:ci +vyij —l—zk) =c1x + coy + c3z;

Iy Iy Iy
ct(R? - (P) = c1; = (P) = ¢33 = (P) = ¢s.
Y e ( )7cua$() Claay() 62’82() c3
Conform (2) =
d 0 0 0
dﬁ (P) = .91% (P)+ 528—(’; (P)+ sza—f (P) = s1c1 + s2¢2 + s3c3 = € - 5 -nu depinde de P.
d? (P) =c-s.
- = dy N = = =2
s =c¢ iﬁ(P)—clcl—i—chszckq,c&g— c-c = HCH .
Mai mult, deoarece d—f) (P) > 0 = campul scalar cresgte intr-o vecindtate a unui P oarecare
c

dup4 directia si sensul lui ¢ # 0.

Definitia 3. Fie ¢ : D C R? — R, ¢ € C' (D). Se numeste gradientul campului scalar ¢ in Py € D
vectorul din Vg :

grad ¢ (Py) =

X ()T, (W
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unde T este versorul normalei la suprafata de nivel Sy in punctul Py.

Observatia 5. a) (gradientul ca vector normal) Gradientul lui ¢ intr-un punct este ortog-
onal pe suprafata de nivel a lui ¢ in acel punct, putand fi folosit la a construi un vector
normal la o suprafatd. In ipoteza c& grad ¢ (Py) # 0, un versor normal la suprafata de nivel in Py
este

_ 1
n=—————ogradp(F).
lerad ¢ (Fo)]| (Fo)

b) (gradientul proiectat pe un versor) Deoarece
dp
P (Po) = gradp (PRy) - 8 = pr grad ¢ (Ry)
rezulta cd derivata dupa directia unui versor intr-un punct este proiectia scalara a

gradientului pe acel versor.
c) (gradientul si directia celei mai rapide variatii) Deoarece

d
s (Po) = gradp (P) - 5
1
calculand derivata dup# directia versorului gradientului, m = ————— grad ¢ (P), se obtine
ferad o (B

de 1 lgrad ¢ (Po)|

P = orad o (Pa) - do(P) ] = = d o (P, .
e () = o () ( oo () = (EEGE T = o () > 0

Se deduce cd directia gradient este o directie de crestere a cAmpului scalar ¢, iar directia
opusd este una de descregtere. Mai mult este directia celei mai rapide cresteri/ descresteri,
conform Teoremei 2 gi a Observatiei 4c).
d) Desi gradientul poate fi dat in termeni de coordonate (vezi Teorema 3), el este invariant in
raport cu transformarile ortogonale.
Teorema 3. (expresia gradientului unui cAmp scalar in coordonate carteziene).

Fie p: D CR? — R,p € C! (D). Atunci ¢ admite gradient in orice punct Py € D si

Op = Op = Op o o
Py)=— (P, — (P — (Py) k
radip (R) = 52 (F) T + 52 (R) T + 57 (R) )
Notand cu V operatorul Hamilton de derivare partiala
v o—- 00— 0 *

T or +8y'] +82 ’

se poate scrie formal

’gradgo(P) = Ve (P),VP € D.\

Exercitiul 3. Fie campurile scalare

a) ¢ (P) =23+ 32% + 4oy + y? + 22 — 2% b) p (P) = zyze® VT,

c) ¢(P) = f(z,zy,zyz), f € C' (R} R).

S& se calculeze gradientii cAmpurilor scalare intr-un punct arbitrar P; apoi, pentru a), b), in
Py(1,1,1). Sa se scrie ecuatia suprafetei de nivel in Py si sd se determine un versor normal la
suprafatd in Fp.

Rezolvare. a) ¢ € C' (R?), cu

)
8(5 (P)=3z?+6x+4y+0+ 2 — 0;
0
a—j(P):0+0+4x+2y+0—0;
9y

5 (P)=0+0+0+0+ 2z — 2z;
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Conform (5) = grad ¢ (P) = V¢ (P) = (32% 4 6z + 4y + z) T+ (4 + 2y) 7 + (z — 22) X.
— — =

Mai mult grad ¢ (Py) = Vo (Pp) =141 +6j — k.

Suprafata de nivel ce trece prin Py (1,1,1), determinatd de acest caAmp are ecuatia:

©(P)=¢(Py) < 2 + 322+ day +y? + 22— 22 = 9.

Suprafata de nivel (in Py (1,1, 1)) si cAmpul de gradienti (in general) au reprezentarea:

Un versor normal la suprafata de nivel in Py este versorul vectorului grad ¢ (Pp),

N 1
W (Po) = 57 grad o (Po) -
lgrad ¢ (Po)|
. 1 - 7T 1 T
Aici m' (Pp) = (141 +6j —k) :7(141 +6j —k) este versor
\/142+62+(—1)2 V233

normal la suprafata de nivel in Py. Directia lui (aceeasi cu a gradientului) este una dupa care
campul scalar creste intr-o vecinatate a lui Py, chiar este directia celei mai rapide cresteri.

b) ¢ € C* (R?), cu

Oy e P
(P) = yze®™V? 4 qyzet™VT2 2 (P) = x2e"VT2 4 pyzet VT T (P) = xyetVTE 4
ox Ay 52
xyzex+y+z;

- — s
Conform (5) = grad ¢ (P) = Vo (P) = e*t¥+# (yz (I+z)i+zz(l+y)j +tay(l+z) k) :
. - T LT
Mai mult grad ¢ (Py) = Vo (Py) = €3 <2 i+2j —{—2k) .
Suprafata de nivel ce trece prin Py (1,1,1), determinatd de acest cAmp are ecuatia:
o (P) = o (Py) & ayzen 0t = .
Suprafata de nivel (in Py (1,1,1)) si campul de gradienti (in general) au reprezentarea:
[ ]

covndooe0esec e

4
¢

eesoe e’
XXX R XK/
*eeeq,

ceas Y
e lipgee

ceveli e

Un versor normal la suprafata de nivel in Py este versorul vectorului grad ¢ (Pp),

1
n(P)=—"" do (F) .
n ( 0) ngadSO(P(ﬂH gra SD( 0)
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1 3 (0T 0T o 1 (- — -
e (21 +27j —|—2k> :—(1 +J +k> este ver-
V(2697 4+ (269)? + (263 V3
sor normal la suprafata de nivel in Py. Directia lui (aceeasi cu a gradientului) este una dupa care
campul scalar creste intr-o vecindtate a lui Py, chiar este directia celei mai rapide cregteri.
c¢) Se noteazi:
uw:R3 = R,u(P)=z;v:R = R,v(P)=xy;w: R = R,w(P) =zyz.
Sunt functii din C* (R3; ]R) : atunci ¢ € C! (R?’ ; ]R) , cu

Aici T (Py) =

dyp
% () =
= Py, 0 (P),w (P) 2L (PI+ I (P 0 (P) w0 (P) 5% (P4 02 (u(P) 0 (P) () 02 (P) =
= ey o)) 1 ) o @) e ) v g ) o) e P) e
Oy B
8ya(fp)_ B of of P
= 5, (D)) FP 5 ) <P>,w<P>>aa< g (w(P) o (P)w (P) o (P) =
= L Py, 0 (P),w(P)) -0+ L (P) 0 (P),w (P)) g+ 5w (P) o (P)w (P) 22
% )
of du of dv of
= ), 0P w(P) 2 (P i (P) 0 (P)w ()9 (P 5L (P) o (P) o (P)
ow
2 (p) =
= Py, 0 Py, w(P))- 04+ L (w(P) 0 (P)w (P) -0+ 9L w(P) 0 (P),w (P)) oy

gradp (P) = Vg (P) =

Exercitiul 4. S& se calculeze gradientii cAmpurilor scalare:
a) gradr;b) grad (¢ - T) c) gradf( )3

— Iy Iy —
unde ¥ (P) ==z i +y_] —|— 2K + 0 vectorul de pozitie a unui punct P (x,y,z);r = H r H ,

-
T = =c1i +e _] +c3 k este un vector constant, iar

feCt(]0,00[;R);
d) S se determine f € C!(]0,00[;R) astfel m(:at

T -grad f (r) = r2, VT —x_l)—i—y,] +zk # 0 under—Hr”
Rezolvare. a) ¢ (P) =r(P) =r(z,y,z \/x2—|—y +22,0p€CH(D
dy (P) = x Oy Oy z

EayG o IS —— =
0: D= oy m 92 () N
1
Conform (5) = grad ¢ (P) =V —_— [z i + +zk —
(5) = grad ¢ (P) = Vip (P) = ﬁ“y == (o7 +vT +K) = =y
J .

H —— I | (gradientul normei unui vector de pozitie - nenul - este versorul vectorului
dl

T (P).

Deci | gradr =
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de pozitie).
Suprafata de nivel (in Py (1,1,1)) si cAmpul de gradienti (in general) au reprezentarea:

e 22 oy 20 92 )
S2(P) = e 52 (P) = 03 7 (P) = e

v iy - =
Conform (5) = gradp (P)=Ve(P)=c1i +c2j +c3k =¢.
Deci | grad (E) . ?) =7

Suprafata de nivel (in Py (1,1,1)) si cAmpul de gradienti (in general) au reprezentarea:

.
-0 @ -
o-0-9-0 0 .
o-0-0-0-0-0 -0 .

c) %(P) = f(?c"ijgp))7 re ((?91 (D) ; atunci ¢ € C1 (D), cu
© o TPy f‘
5o (D)= (r(P))- 5 (P) = f'(r (P)) R
Ay _df or o y
gy D) =g, TP 5, (D)= (P) et
W _W or Y ?
S (P)=2 (r(P)- o (P)=f (T(P))W'
df 1

Conform (5) = grad ¢ (P) = Vo (P) = — (r (P))

o m(mi—i—yj—kzk)
Deci |grad (f (1)) = f' (r) (1?> = f'(r)gradr.

r

d) Conform a) si c¢) =

1 1 T£0or
?-gradf(r)zr2<:>?-(f’(r)r?>:T2<:>f'(r)r?-?:r2 7é<:<>:}7é0f’(r):r.
2

Se obtine: f (r) = %+c,r€]0,oo[,c€R.
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Exercitiul 5. Se d& campul scalar ¢ (P) = 2%y + y%2 + 2%x.

a) S& se gaseascd suprafata de nivel ce trece prin Py (2,1, —1), determinatd de acest camp.

b) S& se determine versorul normalei in punctul Py la suprafata de nivel gasita.

Rezolvare. A se vedea Curs.

Exercitiul 6. Se di campul scalar ¢ (P) = 23 + 3 + 23 — 3xyz. In ce puncte ale spatiului directia
vectorului grad ¢ este paraleld cu axa Oz?

Rezolvare. A se vedea Curs.

OExercitiul 7. Se d& campul scalar ¢ (P) = In <7“>’ unde r (P) = \/(ZE —a)l 4+ (y =0+ (z—0c) £

0. In ce puncte ale spatiului are loc egalitatea
?

rad P)|| = ——"

Rezolvare. ¢ (P) = f(r(P)), unde f(r) =In (:‘) = —Inr;r € C*(D); atunci p € C' (D), cu
87@ _ -1 @ _ -1 . Tr—a
o: V)= vy 2\ T ) Je-a? -0+ -0
T L y—>b
oy V)= vy oy P v Je-a? -0+ -0
R —

Py = |
r(P) 0z r (P) \/(a:—a)2+(y—b)2+(z—c)2
Conform (5) = grad ¢ (P) =1V<p (P) =

_ ! z—a) i ) Az K) =
—T<P>W a)2+(y b) (Z_C)2(< )THE-0T +(-9k)
-1 ( (y—b)F + (z—c)ﬁ).

1, 1
lgrad (P)] = W@ﬁ'r R
(z —a)® + (y —b)? + (z — ¢)® = a® + b% + ¢*- o sferd in spatiu, centratil in (a, b, c) si razi

va? 4+ b% + 2. O reprezentare pentru (a,b,c) = (1, —1,2) este:

T‘(P)T‘
\ er=d++*s




