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SEMINAR NR. 2, REZOLVARI
Matematici Speciale, ATA

2.1. Camp vectorial: linii de cAmp, suprafete de camp

Definitia 1.
a) Se numeste cdmp vectorial o functie Vv : D C R3 — V3, unde D este un domeniu, Vs este
multimea vectorilor tridimensionali si
= - - -
v (Z’,y,Z) =1 (:vaaz) 1 +v2 (l’,y,Z) J tus (l’,y,Z) k.
Functiile componente v1, v2, v3 sunt cAmpuri scalare.
b) Se numeste linie de camp a campului vectorial ¥ : D C R? — V3 orice curb# din domeniul D
care este tangentd in fiecare punct al siu la campul vectorial V.
c) Se numeste suprafati de cimp a caAmpului vectorial ¥ : D C R? — V3 orice suprafati generats
de liniile de cAmp.
Comentariul 1. Se noteazi cu P punctul din D C R? de coordonate (z,y, z) si se scrie v (P)
in loc de ¥ (x,%, ), mai ales la punerea in evidentd a unor interpretiri fizice, in care dependenta
este legatd de punct si mai putin de coordonatele sale.
Teorema 1. (ecuatiile liniilor de camp). Fie ¥V : D C R3 — V,
< = iy - —
v (P) =V (CL‘,y,Z) =1 (fE,y,Z) 1 +v2 (.T,y,Z) J +vs (m,y,z) k.
a) Ecuatiile liniilor de cAmp ale cAmpului vectorial ¥ sunt solutiile sistemului de ecuatii diferentiale:
dx dy dz
(1)

U1 (.%', Y, 2) B U2 (wa Y, Z) B U3 (Q?, Y, Z) '
(2 ecuatii diferentiale=- 2 integrale prime).

b) Ecuatia F'(z,y,z) = 0 reprezintd o suprafatd de cAmp a cAmpului vectorial vV dacd si numai
daca F' este solutie a ecuatiei cu derivate partiale:

oF oF OF
U1 ($>y> Z) % ($7y7 Z) + U2 (.’L’,y, Z) Fy (.T,y, Z) + U3 (.%', Y, Z) g (.’L’, Y, Z) = 0. (2)

Observatia 2. Suprafata de camp a campului vectorial ¥V : D C R3 — V care trece printr-o
anumita curba (7) se obtine forméand un sistem algebric alcdtuit din ecuatiile integralelor prime ale
sistemului (1) si ecuatiile curbei (7).

Exercitiul 1. Fie: R _ R
campul vectorial vV (P) = ay? i +2%yj + 2 (22 + %) k;
curba (7) : {

X

=2
L ay planNplan=dreapta.
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a) Sa se determine liniile de cAmp ale campului vectorial;
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b) Sa se scrie ecuatia suprafetei de cAmp ce contine (7).
Rezolvare. a) Conform (1) =-ecuatiile liniilor de camp ale cAmpului vectorial ¥ sunt solutiile
sistemului de ecuatii diferentiale::

de_dy e
zy?  aly oz (a?+y?)
dm dy 2 P
my —x2y:>asdac—ydy|fEVS:> 5 ?+k1:>
2 —y? = ¢1,c1 € R. }o integrald prim4.
dl’ dy dz formal ldx + ldy - ldz
=2, 2 2y 2 =
xy 22y z (2?4 y?) xy—i—acy 12 (22 +y?2)

formal

1d$—|— 1dy— ldz—O
In|z|+Injy| +1n|z| =k = In

d(In|z| +Inly| + 1n|z|) =0=
) y’ In k‘/ formal

x . G
— = ¢, c9 € R. Lo integrala prima.

Ecuatiile liniilor de cAmp sunt date de integralele prime functional independente:
2_ .2 _
T y“=ci,c1 €R

(*) ﬁ =C2,C3 € R
b) Suprafegele de cAmp sunt alcatuite din linii de cAmp. Ele sunt de forma:

F <x2 — 2, ﬁ) =0,F € C! (D) arbitrari.

Ecuatia suprgfe‘gei de camp ce contine () este solutia pentru sistemul algebric alcdtuit din
ecuatiile integralelor prime si ecuatiile curbei (o relatie intre x,y, z fara cy, c2):

suprafatdNsuprafatd=curba.(o infinitate dubla).

3}2 — y2 =C Z=a
ﬁ = cCy TY = ac2
z 5 =9 22 =2ac =
T =2y 2aco
s =a 2acy — =C

3a02 — 2¢1 = O-relatia de conditie (doar intre cj, cz). Folosind (%) =
3a— — 2 (a: -y ) = (0-ecuatia suprafetei de cAmp cerute.

(cu F (u,v) = 3av — 2u)

Pentru a =2 =

Exercitiul 2. Fie:

campul vectorial ¥ (P) = grad (? -grad f (P)) ,unde ¢ = T + T + ?,
4 3 2
f(P)= % _Z (y6+ ?) +2 Qyz +¢(y—2z,2—x), cu ¢ functie arbitrard, derivabila,
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22+ 42 =1
z=1

cilindru elipticNplan=elipsa.

curba (7) : {

a) S& se determine liniile de camp ale campului vectorial;
b) S& se scrie ecuatia suprafetei de cAmp ce contine (7).

2 (u(,9.2) 0 (2,.2)

ox

(z,y,2)+

ov
($7yaz) + 5 (u (.’L’,y, Z) y U (xaya Z)) % (xvyaz) =
$3 2

et 3 (y+2)  2Pyz
Rezolvare.f(P)—E— 5 + 5 +oly—z,2—x
u(z,y,z) v(T,Y,2)
_ o p14 9 of
grad f (P) =V f(P) 5 (P) i+ 9y (P)j + P (P) k
- v T
c=1i+4+j+k
- o of of b _
¢ -grad f(P)=1 e (P)+1 By (P)+1 P (P)
423 322 (y+2) 2wyz
a2 6 o a+ 9
9p ou e
+o W@y, 2),v(z,y,2)) 5 (2,9,2) + 5
T
9] 6 ? 9] s, s,
i (08:2), 0 (@,9,2) 5o (@9,2) + 50 (w9, 2) 0 (@9,2)) o (0,2) +
3 2y
+?9_ [ 9 9
e ou ®
22 (29,2 0 (.,2)) 2 s
3_3x2(y+z) 2zyz 2° | 27 (y+2)
_a 6 2 35 2
N ¢

(u(xvyvz)vv(xyyaz))'o_’_gv(u
g
7 +8U (u
Z (u(,y, )
' - grad f (P)) Zﬁ(ﬂﬁyZ)
— — ax—)
V(P)=yzi +x2j +ayk.

T

3
g¢

gu
g¥ )
o (W(@y,2),0(2,y,2)) - 1 ;
oy '
+6u Y ov 29
grad ( C T 5,

(xvyv Z) U (SC, Y, Z)) (_1) +

(CC,y, Z) U (‘Ta Y, Z)) -0+

0 - -
-l—afy(xy:z) j+=—(zy2) k =

>U($7y>z))' (_1)_‘_7(“('%7:‘/72 ,v(:v,y,z))-lzxyzé
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a) Conform (1) =-ecuatiile liniilor de caAmp ale campului vectorial ¥ sunt solutiile sistemului de
ecuatii diferentiale::

dr  dy dz
yz Tz ay
dr dy z2 oy
— = — = zdr = yd > —="+k=
.yz Tz rer =y y‘fEVS 2 2 + R
’x2—y2:cl,cle]R. Fo integrala prima.
de  dz z2 22
— = — = xdr = 2d = =7 +k=
.yz o zdr = zdz| [5y4 5 5 t ke
2_ 2

’x — 2% =c9,c0 €R. ‘—o integrala prima.

Ecuatiile liniilor de cAmp sunt date de integralele prime functional independente:
(*){ a:2—y2 =cy,c1 €R
2 — 22 =cg,c5 €R
b) Suprafetele de camp sunt alcatuite din linii de cAmp. Ele sunt de forma:

F (2? —y?,2* — 22) =0, F € C* (D) arbitrari.

Ecuatia suprafetei de cAmp ce contine () este solutia pentru sistemul algebric alcatuit din
ecuatiile integralelor prime si ecuatiile curbei (o relatie intre x,y, z fard c1, c2):

22—y’ =c z=1

2 2 2

T — 24 =co ¢ =co+1

22 +4y2 =1 < V¥ =co+1—0c =
z=1 (c2+1)+4(ca+1—c1)=1

5¢o — 4cq + 4 = O-relatia de conditie (doar intre ¢q,c2). Folosind (x) =
) (:172 — 22) —4 (ac2 — y2) + 4 = 0-ecuatia suprafetei de cAmp cerute.

Exercitiul 3. Fie:
campul vectorial ¥ (P) = grad f (P) x grad g (P), unde
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f(P)=z+y+z
g(P) =xy+yz+ zx.

curba () : { ;cy_:ol cilindru hiperbolicNplanul xOy=hiperbola echilatera.

a) Sa se determine liniile de cAmp ale cAmpului vectorial;
b) Sa se scrie ecuatia suprafetei de cAmp ce contine (7).

Rezolvare. of oy o7
mad (P) = VI (P) =L (P T+ L T+ LK =TT+ X
gadg (P) = Vg (P) = L (P T+ AT+ AT =49 T+ +2) T+ K

a) Conform (1) =-ecuatiile liniilor de cAmp ale cAmpului vectorial ¥ sunt solutiile sistemului de

ecuatii diferentiale:
de  dy  dz

y—2z z—x T—y
Nu se pot grupa incat sa fie folosite EVS. Se folosesc giruri de rapoarte egale.
dx dy dz  formal 1-de+1- dy +1-dz
[ ] = = =
y—z z—x T—Y 1l-(y—2)+1-(z—2)+1-(x—vy)
=1l-dz+1-dy+1-dz=0=
x+y+z=c1,c €R. Lo integrald prima.
dx dy dz  formal r-de+y-dy+z-dz

i ir roy ety ot (@-y)
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22 2 22
:>x-dx+y-dy+z-dz:O:>5+5+5:k2:>

’1‘2 +1y2 4+ 22 =cy,c0 €R. ‘—o integrala prima.
Ecuatiile liniilor de cAmp sunt date de integralele prime functional independente:
(*){ $+y+2261,61 GR

22+ +22=co,c0€R
b) Suprafetele de camp sunt alcatuite din linii de cAmp. Ele sunt de forma:
F(z+y+za2®+y*+2%) =0,F € C' (D) arbitrara.
Ecuatia suprafetei de cAmp ce contine () este solutia pentru sistemul algebric alcituit din
ecuatiile integralelor prime si ecuatiile curbei (o relatie intre x,y, z fard cy, c2):

r+yt+z=oc z=0

2 2, .2 —

Y + 20 =co T+y=c

zy =1 < 22 +y? =y -
z2=0 (z4+y)?—2-1=c

¢ — ¢y — 2 = O-relatia de conditie (doar intre cy,c2). Folosind (x) =

(x+y+ 2)2 — (x2 + 9%+ 22) —2=0= 2y+yz+zx+1 = 0-ecuatia suprafetei de cAmp cerute.




