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SEMINAR NR. 2, REZOLV¼ARI
Matematici Speciale, AIA

2:1: Câmp vectorial: linii de câmp, suprafȩte de câmp

De�ni̧tia 1:
a) Se numeşte câmp vectorial o funçtie �!v : D � R3 ! V3, unde D este un domeniu, V3 este
muļtimea vectorilor tridimensionali şi

�!v (x; y; z) = v1 (x; y; z)
�!
i + v2 (x; y; z)

�!
j + v3 (x; y; z)

�!
k :

Funçtiile componente v1; v2; v3 sunt câmpuri scalare.
b) Se numeşte linie de câmp a câmpului vectorial �!v : D � R3 ! V3 orice curb¼a din domeniul D
care este tangent¼a în �ecare punct al s¼au la câmpul vectorial �!v .
c) Se numeşte suprafaţ¼a de câmp a câmpului vectorial �!v : D � R3 ! V3 orice suprafaţ¼a generat¼a
de liniile de câmp.
Comentariul 1: Se noteaz¼a cu P punctul din D � R3 de coordonate (x; y; z) şi se scrie �!v (P )
în loc de �!v (x; y; z) ; mai ales la punerea în evidenţ¼a a unor interpret¼ari �zice, în care dependenţa
este legat¼a de punct şi mai puţin de coordonatele sale.
Teorema 1: (ecuaţiile liniilor de câmp). Fie �!v : D � R3 ! V;

�!v (P ) = �!v (x; y; z) = v1 (x; y; z)
�!
i + v2 (x; y; z)

�!
j + v3 (x; y; z)

�!
k :

a) Ecuaţiile liniilor de câmp ale câmpului vectorial �!v sunt soluţiile sistemului de ecuaţii diferenţiale:
dx

v1 (x; y; z)
=

dy

v2 (x; y; z)
=

dz

v3 (x; y; z)
: (1)

(2 ecuaţii diferenţiale) 2 integrale prime):
b) Ecuaţia F (x; y; z) = 0 reprezint¼a o suprafaţ¼a de câmp a câmpului vectorial �!v dac¼a şi numai
dac¼a F este soluţie a ecuaţiei cu derivate paŗtiale:

v1 (x; y; z)
@F

@x
(x; y; z) + v2 (x; y; z)

@F

@y
(x; y; z) + v3 (x; y; z)

@F

@z
(x; y; z) = 0: (2)

Observa̧tia 2: Suprafaţa de câmp a câmpului vectorial �!v : D � R3 ! V care trece printr-o
anumit¼a curb¼a (
) se obţine formând un sistem algebric alc¼atuit din ecuaţiile integralelor prime ale
sistemului (1) şi ecuaţiile curbei (
) :

Exerci̧tiul 1: Fie:
câmpul vectorial �!v (P ) = xy2�!i + x2y�!j + z

�
x2 + y2

��!
k ;

curba (
) :
�
x = 2y
z = a

plan\plan=dreapt¼a.
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a) S¼a se determine liniile de câmp ale câmpului vectorial;
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b) S¼a se scrie ecuaţia suprafȩtei de câmp ce conţine (
) :
Rezolvare. a) Conform (1) )ecuaţiile liniilor de câmp ale câmpului vectorial �!v sunt soluţiile
sistemului de ecua̧tii diferenţiale::

dx

xy2
=
dy

x2y
=

dz

z (x2 + y2)

� dx
xy2

=
dy

x2y
) xdx = ydyj

R
EV S )

x2

2
=
y2

2
+ k1 )

x2 � y2 = c1; c1 2 R. -o integral¼a prim¼a.

� dx
xy2

=
dy

x2y
=

dz

z (x2 + y2)

formal
=

1
xdx+

1
ydy �

1
zdz

1
xxy

2 + 1
yx
2y � 1

z z (x
2 + y2)

)

1
xdx+

1
ydy �

1
zdz = 0

formal) d (ln jxj+ ln jyj+ ln jzj) = 0)
ln jxj+ ln jyj+ ln jzj = k2 ) ln

���xy
z

��� = ln k02 formal)
xy

z
= c2; c2 2 R. -o integral¼a prim¼a.

Ecuaţiile liniilor de câmp sunt date de integralele prime funçtional independente:

(�)
(
x2 � y2 = c1; c1 2 R
xy

z
= c2; c2 2 R

suprafaţ¼a\suprafaţ¼a=curb¼a.(o in�nitate dubl¼a).

b) Suprafȩtele de câmp sunt alc¼atuite din linii de câmp. Ele sunt de forma:
F
�
x2 � y2; xy

z

�
= 0; F 2 C1 (D) arbitrar¼a.

Ecuaţia suprafȩtei de câmp ce conţine (
) este soluţia pentru sistemul algebric alc¼atuit din
ecuaţiile integralelor prime şi ecuaţiile curbei (o relaţie între x; y; z f¼ar¼a c1; c2):8>>><>>>:

x2 � y2 = c1
xy

z
= c2

x = 2y
z = a

,

8>>><>>>:
z = a
xy = ac2
x2 = 2ac2

2ac2 �
2ac2
4

= c1

)

3ac2 � 2c1 = 0-relaţia de condi̧tie (doar între c1; c2). Folosind (�))
3a
xy

z
� 2

�
x2 � y2

�
= 0-ecuaţia suprafȩtei de câmp cerute.

(cu F (u; v) = 3av � 2u)
Pentru a = 2)
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Exerci̧tiul 2: Fie:
câmpul vectorial �!v (P ) = grad

��!c � grad f (P )� ; unde �!c = �!i +�!j +�!k ;
f (P ) =

x4

12
� x

3 (y + z)

6
+
x2yz

2
+ ' (y � z; z � x) ; cu ' funçtie arbitrar¼a, derivabil¼a,
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curba (
) :
�
x2 + 4y2 = 1
z = 1

cilindru eliptic\plan=elips¼a.
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a) S¼a se determine liniile de câmp ale câmpului vectorial;
b) S¼a se scrie ecuaţia suprafȩtei de câmp ce conţine (
) :

Rezolvare. f (P ) =
x4

12
� x

3 (y + z)

6
+
x2yz

2
+ '

0B@ y � z| {z }
u(x;y;z)

; z � x| {z }
v(x;y;z)

1CA
grad f (P ) = rf (P ) = @f

@x
(P )

�!
i +

@f

@y
(P )

�!
j +

@f

@z
(P )

�!
k

�!c = �!i +�!j +�!k

9=;)

�!c � grad f (P ) = 1 � @f
@x
(P ) + 1 � @f

@y
(P ) + 1 � @f

@z
(P ) =

=
4x3

12
� 3x

2 (y + z)

6
+
2xyz

2
+

+
@'

@u
(u (x; y; z) ; v (x; y; z))

@u

@x
(x; y; z) +

@'

@v
(u (x; y; z) ; v (x; y; z))

@v

@x
(x; y; z)+

+0� x
3

6
+
x2z

2
+

+
@'

@u
(u (x; y; z) ; v (x; y; z))

@u

@y
(x; y; z) +

@'

@v
(u (x; y; z) ; v (x; y; z))

@v

@y
(x; y; z)+

+0� x
3

6
+
x2y

2
+

+
@'

@u
(u (x; y; z) ; v (x; y; z))

@u

@z
(x; y; z) +

@'

@v
(u (x; y; z) ; v (x; y; z))

@v

@z
(x; y; z) =

=
x3

3
� 3x

2 (y + z)

6
+
2xyz

2
� x

3

3
+
x2 (y + z)

2

+
@'

@u
(u (x; y; z) ; v (x; y; z)) � 0 + @'

@v
(u (x; y; z) ; v (x; y; z)) (�1)+

+
@'

@u
(u (x; y; z) ; v (x; y; z)) � 1 + @'

@v
(u (x; y; z) ; v (x; y; z)) � 0+

+
@'

@u
(u (x; y; z) ; v (x; y; z)) � (�1) + @'

@v
(u (x; y; z) ; v (x; y; z)) � 1 = xyz )

grad
��!c � grad f (P )� = @

@x
(xyz)

�!
i +

@

@y
(xyz)

�!
j +

@

@z
(xyz)

�!
k )

�!v (P ) = yz�!i + xz�!j + xy�!k :
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a) Conform (1) )ecuaţiile liniilor de câmp ale câmpului vectorial �!v sunt soluţiile sistemului de
ecuaţii diferenţiale::

dx

yz
=
dy

xz
=
dz

xy
:

�dx
yz
=
dy

xz
) xdx = ydyj

R
EV S )

x2

2
=
y2

2
+ k1 )

x2 � y2 = c1; c1 2 R. -o integral¼a prim¼a.

�dx
yz
=
dz

xy
) xdx = zdzj

R
EV S )

x2

2
=
z2

2
+ k2 )

x2 � z2 = c2; c2 2 R. -o integral¼a prim¼a.
Ecuaţiile liniilor de câmp sunt date de integralele prime funçtional independente:

(�)
�
x2 � y2 = c1; c1 2 R
x2 � z2 = c2; c2 2 R

:

b) Suprafȩtele de câmp sunt alc¼atuite din linii de câmp. Ele sunt de forma:
F
�
x2 � y2; x2 � z2

�
= 0; F 2 C1 (D) arbitrar¼a.

Ecuaţia suprafȩtei de câmp ce conţine (
) este soluţia pentru sistemul algebric alc¼atuit din
ecuaţiile integralelor prime şi ecuaţiile curbei (o relaţie între x; y; z f¼ar¼a c1; c2):8>><>>:

x2 � y2 = c1
x2 � z2 = c2
x2 + 4y2 = 1
z = 1

,

8>><>>:
z = 1
x2 = c2 + 1
y2 = c2 + 1� c1
(c2 + 1) + 4 (c2 + 1� c1) = 1

)

5c2 � 4c1 + 4 = 0-relaţia de condi̧tie (doar între c1; c2). Folosind (�))
5
�
x2 � z2

�
� 4

�
x2 � y2

�
+ 4 = 0-ecuaţia suprafȩtei de câmp cerute.
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Exerci̧tiul 3: Fie:
câmpul vectorial �!v (P ) = grad f (P )� grad g (P ) ; unde
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f (P ) = x+ y + z;
g (P ) = xy + yz + zx:

curba (
) :
�
xy = 1
z = 0

cilindru hiperbolic\planul xOy=hiperbol¼a echilater¼a.
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a) S¼a se determine liniile de câmp ale câmpului vectorial;
b) S¼a se scrie ecuaţia suprafȩtei de câmp ce conţine (
) :
Rezolvare.

grad f (P ) = rf (P ) = @f

@x
(P )

�!
i +

@f

@y
(P )

�!
j +

@f

@z
(P )

�!
k =

�!
i +

�!
j +

�!
k :

grad g (P ) = rg (P ) = @g

@x
(P )

�!
i +

@g

@y
(P )

�!
j +

@g

@z
(P )

�!
k = (y + z)

�!
i +(x+ z)

�!
j +(y + x)

�!
k :

grad f (P )� grad g (P ) =

������
�!
i

�!
j

�!
k

1 1 1
y + z x+ z y + x

������ = (y � z)�!i � (x� z)�!j + (x� y)�!k )
�!v (P ) = (y � z)�!i + (z � x)�!j + (x� y)�!k
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a) Conform (1) )ecuaţiile liniilor de câmp ale câmpului vectorial �!v sunt soluţiile sistemului de
ecuaţii diferenţiale:

dx

y � z =
dy

z � x =
dz

x� y :
Nu se pot grupa încât s¼a �e folosite EVS. Se folosesc şiruri de rapoarte egale.

� dx

y � z =
dy

z � x =
dz

x� y
formal
=

1 � dx+ 1 � dy + 1 � dz
1 � (y � z) + 1 � (z � x) + 1 � (x� y)

) 1 � dx+ 1 � dy + 1 � dz = 0)
x+ y + z = c1; c1 2 R. -o integral¼a prim¼a.

� dx

y � z =
dy

z � x =
dz

x� y
formal
=

x � dx+ y � dy + z � dz
x � (y � z) + y � (z � x) + z � (x� y)
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) x � dx+ y � dy + z � dz = 0) x2

2
+
y2

2
+
z2

2
= k2 )

x2 + y2 + z2 = c2; c2 2 R. -o integral¼a prim¼a.
Ecuaţiile liniilor de câmp sunt date de integralele prime funçtional independente:

(�)
�
x+ y + z = c1; c1 2 R
x2 + y2 + z2 = c2; c2 2 R

:

b) Suprafȩtele de câmp sunt alc¼atuite din linii de câmp. Ele sunt de forma:
F
�
x+ y + z; x2 + y2 + z2

�
= 0; F 2 C1 (D) arbitrar¼a.

Ecuaţia suprafȩtei de câmp ce conţine (
) este soluţia pentru sistemul algebric alc¼atuit din
ecuaţiile integralelor prime şi ecuaţiile curbei (o relaţie între x; y; z f¼ar¼a c1; c2):8>><>>:

x+ y + z = c1
x2 + y2 + z2 = c2
xy = 1
z = 0

,

8>><>>:
z = 0
x+ y = c1
x2 + y2 = c2
(x+ y)2 � 2 � 1 = c2

)

c21 � c2 � 2 = 0-relaţia de condi̧tie (doar între c1; c2). Folosind (�))
(x+ y + z)2�

�
x2 + y2 + z2

�
�2 = 0) xy+yz+zx+1 = 0-ecuaţia suprafȩtei de câmp cerute.
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