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SEMINAR NR. 6, REZOLVARI
Matematici Speciale, ATA

3.3. Puncte ordinare si puncte singulare la distanta finita, respectiv infinita

Definitii pentru notiunile de punct ordinar, punct singular, zero, pol, punct singular esential, punct
singular removabil sau eliminabil sau aparent pentru f la distanta finita, respectiv infinita-vezi curs;
cu "interpretari grafice" 4D (3D si culoare).

Exercitiul 1. S& se determine punctele ordinare, zerourile gi punctele singulare la distanta finita
(cu desen, ca in Curs) si natura lor pentru:
a) f:ACC—C,f(z)=22+1
Rezolvare. f este bine definita, Vz € C = A = C.
eSe observa ca, Vzo € C,3p > 0 ad. f e H (A (z0;p)) =
= Vzg € C este punct ordinar pentru f: C — C.
eZerourile lui f sunt: j(de ordin 1) gi — j(de ordin 1).
e/ nu are puncte singula;e pe C (la distanta finita).
z¢+1
b) f:AQC—NC,f(z):’2274_4
Rezolvare. f este bine definita, Vz € C\ {2j, —2j} = A = C\ {2j,-2]j}.
eSe observa cd, Vzg € C\ {2j,—2j},3p > 0ad. f e H(A(z;p)) =
= Vzp € C\ {2j,—2j} este punct ordinar pentru f : C\ {2j,—2j} — C.
eZerourile lui f sunt: j(de ordin 1) si —j(de ordin 1).
e f are puncte singulare pe C (la distanta finita) :
este punct singular; mai mult, este pol de ordin 1, deoarece:
2241

. z+2] P1 (z)
-se scrie f (z) = - = ;
R TR T
2
241
-se observa ca =——,Vze AU{2j};
se observa ca ¢ (2) PGy z {2j}
2j)% +1
¢, este olomorfa pe o vecindtate a lui 2j; ¢, (2]) = (2J)+; #0
JTz]
este punct singular; mai mult, este pol de ordin 1, deoarece:
= 0
. —2j 2
-se scrie f(z) = =2 = ;
=) 242 (z+2j)
. 22 +1 :
-se observa ca ¢, (z) = 72J_,Vz € AU{-2j};
5
—2j) +1
9 este olomorfa pe o vecinatate a lui —2j; py (—2j) = (2‘]>;_ #0
—4)—4]
2
1
¢) [ ACC—C f(s)= 21
(2249)

Rezolvare. f este bine definitd, Vz € C\ {3j,-3j} = A= C\{3j, -3j}.
eSe observa cd, Vzp € C\ {3j,—3j},3p > 0ai. f e H(A(z0;p)) =
= Vzp € C\ {3j,—3j} este punct ordinar pentru f : C\ {3j,-3j} — C
eZerourile lui f sunt: j(de ordin 1) si —j(de ordin 1).
o f are puncte singulare pe C (la distanta finita) :
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este punct singular; mai mult, este pol de ordin 2, deoarece:

z2—i-12
-se scrie f (z) = (Z+3J)' 5 = L2 (z) 5
(z=3))"  (2-3]J)
bserva et oy (2) = —- T va e AU (3))
-se observa ca ¢, (z2) = ———,Vz its
! (z+3j)?
3j)°+1
¢ este olomorfa pe o vecinatate a lui 3j;p; (3j) = L—FQ
(3j+3J)
este punct singular; mai mult, este pol de ordin 2, deoarece:
z2—i—12
-se scrie f(z) = (2_33)' 5 = ©2 (Z> 5
(z+3j) (z+3j)
2241
-se observa ci ¢, (2) = ———,Vz € AU{=3j};
(z—=3J)
(=3))* +1

£0

@, este olomorfd pe o vecindtate a lui —3j; ¢, (—3j) = 3137
—9] 9]

22 +]

DI ACCoCIE)= 55

Rezolvare. f este bine definitd, Vz € C\ {0,4j,-4j} = A= C\ {0,4], —4]j}.
eSe observa ci, Vzg € C\ {0,4],—4j},3p>0ai feH(A(z;p) =
= Vzp € C\{0,4j,—4]j} este punct ordinar pentru f : C\ {0,4j,—4j} — C
eZerourile lui f sunt: _\[ +j @(de ordin 1) si @ +j _T‘/i(de ordin 1), deoarece
—J—l(cos +J51n2):>

(V=i)c = {Zk: \ﬁ<COS %gzkﬂ+jsm 2+ ) ke o, 1}}

:{Zo_ﬁ(cos T —I—JSIH4) 71 = \/I(cos +JS1n7I)}:
:{Zo N2z =242

e f are puncte singulare pe C (la dlstan‘ga finitd) :

a = 0 este punct singular; mai mult, este pol de ordin 2;

a = 4] este punct singular; mai mult, este pol de ordin 3;
a = —4j este punct singular; mai mult, este pol de ordin 3.

Exercitiul 2. Sa se determine punctele singulare, la distanta finitd si apoi la infinit, si natura lor
pentru:

a) frACC—C f(z)=2-2+4+2%b) f:ACC—C,f(2)=

Rezolvare. A se vedea Curs.

27 — 322
22 —-6249
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3.4. Functii elementare complexe de o variabila complexa

Definitii si teoreme de olomorfie, exemple si "grafice" 4D (3D si culoare) pentru functiile
elementare polinomiale, rationale, radical complex, exponentiald, logaritmica, trigonometrice si
hiperbolice, inversele functiilor trigonometrice i hiperbolice -A se vedea Curs.

A se revedea Exercitiile 2,3, 7,10 din Seminar 4.

Exercitiul 1. S& se calculeze (/=2 + 2 j)(c, luand pentru multifunctia f (z) = ({/z)c ramura care
satisface fi (—1) = —1 si taietura T' = Ox .

Rezolvare. Se reprezinta tdietura

y 1

T=0xy={2z=2+]jyecCiy=0,z> 0} =se alege t* € [0, 2n[.
Multifunctia radical de ordin 5 din z — 0,
f:C—P©), f(2)= (Vz-0),
este o functie multivocd cu exact 5 ramuri, iar in ipoteza ca se alege tdietura T = Oz 4 si t* € [0, 27[),

aceste ramuri sunt date de o o
t t*
fe :C\T —=C, fr(2) = {’/77<cos—i_5ﬂ+jsin+57r> ,ke€{0,1,2,3,4},
unde z — 0 =7 (cost* +jsint*) € C, cur = |z — 0] ,t* = arg (z — 0) € [0, 27[.

etapa 1. Se determind acea ramura (acel k € {0,1,2,3,4}) pentru care f (—1) = —1.

2k 2k
fe(=143j-0) = fr | 1 (cosm +jsinm) | = V1 <cos7r—|_57r +jsin7r+57r> Jke€{0,1,2,3,4}
=—1,MeOx_
—1=1(cosm+jsinm)
fe(=1)=-1 Vi=1

T+ 2km period:icitate o+ 2p7r,p c7

5
Se alege acel k € {0,1,2,3,4} a.i.

2%
T T pE T 1+ 2%k =5+ 10ppE L k=24 5p.pc T

k =0= —2 = 5p— contradictie cu p € Z
k=1= —1=b5p— contradictie cup € Z
k=2=0=bp=>p=0€Z

k =3 = 1= 5p— contradictie cu p € Z
k =4 = 2 = 5p— contradictie cu p € Z

Deci k =2 = _— _—
fg:C\T—>C,f2(z):\5/77<cost i 7r—|—jsint _g W).

etapa 2. Se determina (\5/—2 + 2j)k:2 = fo(—2+42j).




Gabriela Grosu / Matematici Speciale

Pentru z = —2 +2j = 2v/2 (cos 2T +jsin 27) (M € CII)=

3 3
o +4 T +4 19 19
f2(2) = fo(=2+42j) = V2V2 cos £ 1 +jsin477r = V8 cos —~ +jsim—7T .
) D 20 20
OExercitiul 2. Se di "functia" multivoc f : C — P (C), f(2) = ( V22 + 1)(C
S& se scrie ramurile functiei cand taietura este:
A)T=T1UDhTi={z=x+jyeCuae=0y>1},Th={z=z+jyecCax =0,y < -1}.
b) Ts={z=z+jyeCax=0,y > —1}.
Rezolvare. Se scrie f (z) = (V/z —J)e- (V= +i)c
a) Se reprezintd taietura.

vy 1

Pentru z € Cad. z—je€ C\ Ty siz+j€ C\ Th se scrie
z—j=r1(cost] +jsint}) € C, cury = |z —j|,t] =arg(z —j).
z+j=ry(costs +jsinty) € C, cury = |z +]j|,t5 = arg(z +]).

De precizat ca
-atunci cand z —j € C\ Ty = tf € [-3F, 5[

-atunci cand z +j € C\Th = t5 € [-Z, 32|

Atunci ramurile uniforme pentru f sunt

fe :C\T = C, fr(2) =

1 + 2k 1 + 2k t5 + 2k t5 + 2k
t+85) +2(k +k 1 +1t5) +2(k+k
= /172 <cos(1+ 2)+2( Lt 2)7T+jsin(1+ 2)+2( Lt 2)7r>,k€{0,1}.
b) Se reprezintd taietura.
y |
g

Pentru z€ Cai z—je C\Tssiz+je€ C\ T se scrie
z—j=mr1(cost] +jsint]) € C,cury = |z —j|,t] =arg(z —]).
z+j=ra(costs+jsinty) € C, cure = |z +]j|,t5 = arg(z+]).

De precizat ca

-atunci cand z —j € C\ T3 = ] € [_377?7g[
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-atunci cand z +j € C\ T3 =t € [_37”7g[
Atunci ramurile uniforme pentru f sunt

Jr :C\T = C, f (2) =

1+ 2k 1 + 2k t5 + 2k t5 + 2k
7 +t5)+2(k1+k g +t5)+2(k1+k
= rl.r2<cos(1+2)+2(l+ 2)7r+jsin(1+2)4—2(1—1_ 2)7r>,k:€{0,1}.

24 +3
(22 +1) (V2)e

a) S& se scrie ramurile functiei cand taietura este 7' = Ozy = {z =z +jy € C;y =0,z > 0}.

OExercitiul 3. Se di "functia" multivocd f: C — P (C), f(2) =

b) S& se determine ramura pentru care fi (—1) = —2;
¢) Pe ramura determinata la b), sa se calculeze f(2]), f (—2]).
4
2% +3

Rezolvare. Se scrie f (z) = ;
1@ =y (waoo),

a) Se reprezintd taietura

y 4

T=0xy={z=z2+]jyecCiy=0,z> 0} =-se alege t* € [0,2n]
Multifunctia radical de ordin 3 din z — 0,
9:C—=7P(C),g(2) = (Vz-0)¢

este o functie multivoca cu exact 3 ramuri, in ipoteza ca se alege taietura 7', date de

t* + 2k t* + 2k
gk:C\THC,gk(z):%<cosT—i—jsin?),ke{o,lﬂ},

unde z = r (cost* + jsint*) e C\ T, cur = |z|,t* = arg 2.
Atunci f este o functie multivocd cu 3 ramuri

4
25 +3
= k 0,1,2
fk(z) 2%kt .t +2%km\’ 6{7 ) }
(22+1)Ir COST+JsmT
unde z = r (cost* +jsint*) € C\ (T'U{0,—],j}), cur = |z] ,t* = arg 2.
Se alege acea ramura (se alege acel k) pentru care fi (—1) = —2.

fr(=1) = fr | 1(cosm +jsinm) | =

=—1

_ (-1 +3 _
12 4+1) Cosw+jsinw
3

2k 2k
=2 |( cos Tt chn + jsin Tt shm ,ke€{0,1,2}
3 3
(

—2=2(cosm + jsinm)
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=se alege acel k € {0, 1,2} a.i.

2k
—u:7T+2p7r,p€Z<:>—1—2k:3+6p,p€Z<:)k::—2—3p,p€Z

k=0= 2= —3p— contradictie cu p € Z
k=1=3=-3p=>p=—-1€Z
k=2 = 4= —3p— contradictie cu p € Z
Deci k = 1. Deci ramura pentru care f (—1) = —2 este
.. 24 +3
flC\(TU{Oa_Jaj})_)(Cafl(z>— t*+27'(' - t*+2ﬂ_>7

(224 1) r | cos + jsin

unde z = r (cost* 4+ jsint*) € C\ (T'U{0,—j,j}), cu t* = argz,r = |z|.
c) Pentru
oz=2j=2(cos§ +jsing) (M € Oyy) =

_ L 2)*+3 _
e =ne) ((2j)2+1) %(Cosg—gwr —l—jSing+27T>

3
16+ 3 19 LAY,
= cos | —— —— )| =
T 57r> ~332 6) " 6

(—4+1)v2 cosEjLJsm 5

19 . om .. o
:3\3/§(cos7r+Jsm7r) cos | —— + jsin 5

3\[(008 + jsin g)z?i??[(\/g+J;)

z=-2j=2(cos 3 +jsin3) (M € Oy_) =
: 2j)' +3
fi(2) = f1(-2)) = =2) 3 -
2 o+ 27 o+ 2w
((—Zj) —|—1) 32((:05 2 + jsin -2 3

3
16+3 = 19 cos _71 + jsin —71 =
™ 77r> T 392 6) " 6)) "

(—4+1)v2 COSE+‘]SII]6

19 ( +jsin) T L T 19 (cos( W)—i—'sin( 7r)>
= cosm +jsinm) | cos | —— sin| —— ) | = — =) =

593 ) ¢) " 6 332 6/ T\

=5 (= (5) 1 (5F))

Exercitiul 4. Sa se calculeze (Log (1 + j))¢, ludnd pentru multifunctia f (z) = (Logz), ramura
care satisface fi (—3) =1In3 + 77 j si tdietura T' = Oz .
Rezolvare. Se reprezinta tdietura

V1
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T=0xy={2z=2+]jyecCiy=0,z> 0} =se alege t* € [0, 2n[.
Multifunctia logaritm in planul complex,
[:C—P (), f(2) = (Log2)e
este o functie multivocd cu k € Z ramuri, iar in ipoteza ci se alege tdietura T' = Oz si t* € [0, 27[),
aceste ramuri sunt date de
fo :C\T —=C, fr(2) =In|z| +j(t* + 2kn); k € Z,
unde z = r (cost* 4 jsint*) € C, cu r = |z|,t* = arg 2.
etapa 1. Se determind acea ramurd (acel k € Z) pentru care f; (—3) =Iln3+ 77j.

fu(=3)=fr | 3(cosm+jsinm) | =In3+j(r+2km);ke€Z
=3
fr(=3)=In3+77j
fk(3)=:l>n3+77rj{ In3=1In3
T+ 2km = Tm.
=se alege acel k € Z ai. n+2krn=Tn < 1+2k=5+10p =k = 3.
Deci k =3 =
f3:C\T —C, f3(z) =In|z| +j (t* + 67)
etapa 2. Se determind (Log (1 +j)),_3 = f3 (1 +]).
Pentruz:1+j:\/§(cos§+jsin§) (M eCIl)=
f3(z)=fa(1+j) =Inv2+j (5 +6m).

OExercitiul 5. Se considerd "functia" multivocs

[:C*—=P(C), f(z) = % (Log 2)¢ -
a) S& se dea un procedeu de uniformizare folosind taietura
T=0zx_={2=2+4+jyeC;z<0,y=0}.
b) Sa se determine ramura care ia valori reale pentru z =z > 0.
Rezolvare. a) Fie z = r (cost* + jsint*) = relt” € C, cur = |z, t* = arg 2.
In calculul lui fy, (2), t* se alege intr-un interval de lungime 27 de forma [, o 4 27|, misurat in
sens direct gi fard a trece peste taietura.

Y1

T=0x_={2z=z2+]jyecCax <0,y =0} =se alege t* € [—m,7].
Multifunctia logaritm in planul complex,
9:C—P(C), f(2) = (Log2);

este o functie multivocd cu k € Z ramuri date, in ipoteza cé se alege taietura T, de
9 :C\T —C, fr (2) =Inr +j({t* + 2kn);k € Z,

unde z = r (cost* +jsint*) € C, cu r = |z|,t* = arg 2.
Atunci ramurile "functiei" f sunt
Fo i CN\T = C, fu (2) = = (In7 +] (£ + 2km)) 1 k € Z.

z
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b) Se determind acea ramura (acel k) pentru care
fr (2) € R pentru z =z > 0.

1
fi(@+0-j) = fi | z(cos0+jsin0) | = E(lnx—i—j(ﬂ—i—Qkﬂ));kEZ

=z
fk (a:) eR
=se alege acel k€ Z ai. 04+2krn =0& k=0.
Deci ramura pentru care fi (2) € R pentru z = x > 0 este

fo:C\T —=C, fo(z) =lnr+jt*.

Exercitiul 6. Si se calculeze

E =sh(2j)4cos(l—j)+tg(l—-2j)) + <Log \}g_jj>k + ((1 +j \/§)J’)k70 1 (Vi)
-0 =

unde, pentru functiile multivoce, se considera ramura principald, k = 0, si taietura T' = Oz ..

Rezolvare. Se calculeazi separat:
e2l — 2 1
esh (2j) = 5 =5 ((cos2+jsin2) — (cos (—2) +jsin(—2))) = jsin2

sau, direct, sh (2j) = jsin2;
ecos(l—j)= = —

2 2
1
25( e(cosl+jsinl) +e ! (cos(—1) +jsin(—1))) =
-1 1
:(cosl)e+e +j(sin1)e =coslchl+jsinlshl

sau, direct, cos (1 —_]) =coslcosj+sinlsinj=coslchl+jsinlshl;
te (1 - 2j) sin(1—2j) sinlcos(—2j) 4+ coslsin(—2j) sinlch?2 — cos1sh?2
[ ] — = = = :
& ) cos(1—2j) coslcos(—2j)—sinlsin(—2j) coslch2+sinlsh2’
eeSe alege tdietura T'=Oxy ={z =z +jy € C;x > 0,y = 0} si atunci t* € [0, 27] =

: oy s i
—j  V2(cos ¥ +jcos 4)_Q(COS(E_i)_'_Jsm(i_z))_

e Deoarece = = =
V34 2 (cos F +jsin%) 2 4 6
1: \g (cos 1192” + jsin 1192”) =
- f 197
Log > =In% 4] +2.-0-7
< V34 k= ( )

0
e Deoarece 1 +j/3 = % (cos §+jsing )
((1 +iV3) ) = o (Loa(1Hiv3)),_y — oi(In3+(5+207)) — =542 — = (cos (In2) + jsin (In 2))
1 (cos%j—jsing) = )
(V) 0 =1 (cos 5—%0'” + jsin 5+§'0'7r) =cos g +jsing
eWVico — ¢ 2HZE — 7 (cos g + jsin 4) )

Atunci

e Deoarece j =

sinlch2 — cos1sh?2
E =jsin?2 1sh1l+jsinlchl
Jjsin24coslshl+jsinlc +coslch2+sin1sh2

—i—ln‘[ +iT pe 5 (cos (In2) —|—jsin(ln2))+e§ (cosg—i—jsin?).

Exercitiul 8. Sa se rezolve in C ecuatia thz = 2.
Rezolvare. Se cauta z € C a.d.
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z

81}17222 : J_re_’=2 {ez+3ez—0

chz _ _ & e +e* _ B & - > \. 7

2 # (£ +2km)j ke 2 (£ +2kn)j ez 2 (£5+20n) ik ez
e?* = -3 2z € (Log (=3))¢

T 2 # (25 + %) jF ez 2 (5 +2%n)j ez

In calculul lui (Log Z)c , t* se alege intr-un interval de lungime 27 de forma [o, o 4 27, masurat
in sens direct gi fard a trece peste taieturd. Se alege tdietura
T=0zxy={2=2+jyeC;z >0,y =0},
si atunci t* € [0,27] = —3 = 3 (cos7 + jsinm).
Atunci solutiile ecuatiei sunt
z € 3 (Log (—3))c = {3 (In3+j (7 +2km)) ,k € Z}
2 # (ig +2Ew)j,E ez



