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SEMINAR NR. 7, REZOLVARI
Matematici Speciale, ATA

3.5. Integrala curbilinie dintr-o functie complexa de o variabila complexa
Definitie, formula de calcul
Teoremele fundamentale Cauchy pe domenii simplu / multiplu conexe
Formulele integrale Cauchy pe domenii simplu / multiplu conexe

Observatie. Definitia integralei in C, proprietétile corespunzitoare si teorema de reducere la
integrale Riemann- A se vedea Curs.
Teorema 2.(Teorema fundamentalda Cauchy pe domenii simplu conexe) Fie v o curbi in
C. Fie D C C un domeniu cu Im~ C D si functia f: D C C — C. Daca

-D este domeniu simplu conex;

-7 este curba netedd (sau netedd pe portiuni) si inchisg;

-f este functie olomorfa pe D (f € H (D)), cu f’ continud (f' € C° (D))

atunci f7 f(2)dz = 0. | Reciproc-nu.

Corolar 1. Fie v : [a,b] — C i vy : [¢,d] — C doud curbe parametrizate in C. Fie D C C un
domeniu cu Im~vy; C D,Im~yy C D si functia f: D C C — C. Daca

-D este domeniu simplu conex;

-Y1,7Y9 sunt curbe netede (sau netede pe portiuni),

8% (%
cu aceleagi extremitdti in sensul ¢ Im~y; = ALB si Im~y, = AL'B;
-f este functie olomorfa pe D (f € H (D)), cu f’ continud (f" € C° (D))

atunci f% f(z)dz= f% f (2) dz| (integrala de la A la B nu depinde de drumul/curba v alese astfel

incat Im~ sd uneasca A cu B, ci numai de extremitati; se mai noteaza ff f (2) dz; considerand
afixele punctelor A, B se noteaza f;f f(z)dz).

Teorema 3.(Teorema fundamentald Cauchy pe domenii multiplu conexe) Fie D C C un
domeniu multiplu conex cu ordinul de conexitate p+ 1 si A C D un domeniu multiplu conex de
acelasi ordin de conexitate, marginit de curba ~y—exterioara si vy, ..., v, —interioare. Fie f: D C

C—Cadi feH(D)si feC(D). Atunci
f% f(z)dz = fvl f(z)dz+ ...+ fvp f(2)d=.

Teorema 4.(Formula integrala Cauchy pe domenii simplu conexe) Fie v o curba in C. Fie
D C C un domeniu cu Im~y C D si functia g : D C C — C. Daca

-D este domeniu simplu conex;

-y este curba simpla si inchisa care delimiteazd un domeniu méarginit A;

-g este functie olomorfi pe D (g € H (D))

T 2mj)z—a

atunci, |Va € A, g (a) = ! /g(z)dz.
g

Observatia 3. In ipotezele din Curs,
7 (a)= /g(z)dz =
2= a
2rj-g(a), dacd a € A(formula integrald Cauchy)
(mr—0)j-g(a), dacd a € ~y(valoarea principald)
0, dacd a ¢ A U~y(teorema fundamentald Cauchy)
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unde 7 — § este unghiul format de cele doud semitangente in a € v la curba v (daci a este punct
regulat, atunci 7 — 0 = 7).

Teorema 6.(Formula integrald Cauchy pe domenii multiplu conexe) IFie D C C un dome-
niu multiplu conex cu ordinul de conexitate p+ 1 si A C D un domeniu multiplu conex de acelasi
ordin de conexitate, marginit de curba ~y,—exterioara si vy, ..., y,—interioare. Fie g: D CC — C
a.i. g € H(D). Atunci

VaEA,g(a)z;Tj (Loj(zidz— <L1%dz+...+L Zg<zldz>>.

Teorema 7. (derivata de ordin n a unei functii olomorfe) O functie g : D C C — C olomorfa
pe domeniul D admite derivate de orice ordin. Mai mult, derivata de ordin n € N* se poate scrie

|
() (q) = n./g (2) dz,Va € Int
g ( ) 27TJ . (Z . a)nJr]_ Y 77

"Na. sn

unde v este o curba simpla, inchisa, neteda, inclusa in D, ce "inconjoara

a.

(are in interior) punctul

Exercitiul 1. Sa se calculeze

f,y (:132 +j y) dz, intre punctele 0 si 1 + j, de-a lungul curbelor v date prin:
a) y=u; b) y=2%c)y =2’
Rezolvare. A se vedea Curs.

Exercitiul 2. Sa se calculeze
f7 22dz, intre punctele 0 si 1 + j, de-a lungul curbelor v date prin:
a) y=u1;b) y=2%c)y =2’
Rezolvare. etapa 1. Aceeasi cu cea de la exercitiul 1.
etapa 2. Se studiaza integrantul, f: D C C — C, f(2) = (372 — y2) +j-2xy.
- — ~~~

u(z,y) v(z,y)
D = C este domeniu; Im~; 93 C D;
f este continud pe D (< w,v sunt continue pe D).
etapa 3. Calcul.
oIy = [, Zdz= [ ((2? —y) +]j20y)dz.
formal def.

modul 1. 7y "=" [ (2% = 9?) +j (22y)) (dz +jdy) =
= [, ((@® = o) do = Qay)dy) +] [, (2zy) dw + (2* = 4*) dy)

Im%:{ z(t) =t t € 0,1] #{ do (t) = 1dt telo0,1].

yt)=t’ dy (t) = 1dt
1 1 3]~ BI=t a2
Ti=[f, (-2 —22)dt+jfy 22+ —t})dt=-2- —| +j2- = =-—+j5.
315:0 3t:0 3 3
z=-y; de pe curba
modul 1. 7y = [, 2%z " " "L [Hy (07 (W) dt = [y (¢+i0)* 1+ 1)dt =
*(1+')3f1t2dt*(1+')3ﬁt:l*_—er'g

oI = f% 22dz = f'Yl (2% —y?) +j 2zy) dz.
modul 1. Ty = [ 2%dz " e b L )2y () dt = [ (t+712)% (1 +j1)dt =
= Jo (B —tY) 120 20 dt +j [y (2% 1+ (£ — 1) -2t) dt =
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B3 o\ ! 4 6
= (-~ -5= i (4= —2—
(5-55),, 1 (45 25)

i 2 analo&cu I ;2 . 2
.IS_‘['YS:ZdZ. = 3 +] 3
Comentariu. Prin calcul, se observa ca 77 = 7y = 73.

t=1

—o 3 3

Cele trei curbe au aceleasi extremitati O (0+j-0) si A(1+j-1) si acelasi sens de parcurgere,
de la O la A. Se observa ca f este olomorfa pe D = C, ca functie elementard sau deoarece verifica

Teorema Cauchy-Riemann pe D. Atunci se poate aplica Corolarul 1.

modul 2. Conform Corolarului 1, se calculeaza doar Z; cu modul 1 sau modul 1’ i apoi

[ olomorfa f olomorfa

, = T1; 13
indep. de drum indep. de drum
modul 3. Deoarece f este olomorfa pe D, conform Corolarului 1 =

AP 145?03

indep. Eo drum v71.2,3
independent de curba ce uneste 0 cu 1 +j.

adm. prim 3 2=0 3 3

Exercitiul 3. Si se calculeze

f,y €”dz, intre punctele 0 si 1 + j, de-a lungul curbelor v date prin:
a)y=a;b)y=a%c)y=2a’
Rezolvare. etapa 1. Aceeasi cu cea de la exercitiul 1.
etapa 2. Se studiaza integrantul, f: D C C — C, f (z) = e* cosy +j-e"siny.
- N—— N——

u(z,y) v(z,y)
D = C este domeniu; Im 4 93 C D;
f este continud pe D (< wu,v sunt continue pe D).
etapa 3. Calcul.
o7, = f e“dz = f% (e® cosy +j-e* siny) dz.
def.

w T, o f% (e® cosy + j-e*siny) (do + jdy) =
= f% (e* cosydz — e sinydy) + ] f’h (e” sinydx + e* cos ydy) .
)=t dz (t) = 1dt
Imvl.{ y () =1 ,t €10,1] :>{ dy (1) — 1dt ;tel0,1].
I, = fol (' cost — e'sint) dt + ] fol (e'sint + e’ cost) dt =

= (%€’ (cost + sint) el (—cost + sint))ﬁié—i-j (1€ (—cost +sint) + el (cost + sint)) =

=elcosl —1+j-esinl.

27, not. rl14j 2 _ _
2Pdz = [ 2%dz = - = —— =

d bi
modul 1'. L:f%ezdzz (e S afo en( fl (1 45-1) dt =

= (1+]) [y e (cost +jsint) dt =
= (1+]) (3¢ (cost +sint) +j el (—cost +sint)) ‘zé =
=.=elcosl —1+jelsinl —1.
o7 = f’Yz e*dz = f’Yz (e® cosy +j-e* siny) dz.
modul 1,1'. 7, 2 f’Yz (e® cosy +j-e*siny) (dz + jdy
= fw (e* cosydx — e* sinydy) + f% (e sinydx + e* cosydy) .

Iva:{ x(t):; ,t€10,1] :>{ do (t) = 1dt te€0,1].

) def.

y (1) dy (t) = 2tdt ’
= fol (€' cost? — e'sint? - 2t) dt + fol (e'sint? + e’ cost? - 2t) dt =

.2

‘t:O -
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=imposibil de calculat cu metode elementare.
I3 = fvs e“dz = fvs (e* cosy +j-e*siny) dz.

modul 1,1". Z. formal =imposibil de calculat cu metode elementare.
Comentariu. Prin calcul cu modul 1 sau modul 1’ se poate determina doar Z;.

Cele trei curbe au aceleasi extremitati O (04j-0) si A(1+j-1) si acelasi sens de parcurgere,
de la O la A. Se observa ca f este olomorfd pe D = C, ca functie elementara sau deoarece verifica
Teorema Cauchy-Riemann pe D. Atunci se poate aplica Corolarul 1.

modul 2. Conform Corolarului 1, se calculeazi doar Z; cu modul 1 sau modul 1’ si apoi
f olomorfa f olomorfa

"y 1y;13 = 1.
indep. de drum indep. de drum
modul 3. Deoarece f este olomorfd pe D, conform Corolarului 1 =
_ z g, ot el4j o _ z= 1+J elti 0_ .1 s
I = f%“e dz =" [ erdz = €| Z —e’=¢el(cosl+jsinl) —1,

indep. de drum
independent de curba ce uneste O cu 1+ j.

adm. prim

Exercitiul 4. Sa se calculeze
= f,y dz i1y = f,y zdz, intre punctele xg + jyo si 1 + jy1, de-a lungul curbei netede ~ date
prin ecuatiile parametrice
{ 5:;((3 ,t € [0, 1] pentru care se cunosc { ;3(0) 0 sl { :C(l) : o
Rezolvare. etapa 1. Se studiaza curba-
v:[0,1] = C,y(t) =z (t) +jy (t) este cu proprietitile cerute.
etapa 2. Se studiaza integrantul fi 2
fi:DcC—C fi(z)= 1+ 0 ;fa:DcC—=C, fa(z)= \x/—i—j\y/
u(zy)  v(zy) uw(@y)  y(zy)
D = C este domeniu; Im~y C D;
f1,2 este continua pe D (& g 2,v1,2 sunt continue pe D).
etapa 3. Calcul Z; o = f7 fi2(2)dz

modul 1'. 7; = f7 ldz = foll-y’ fo (' (t)+jy (t)dt =
= (z ()+jy())§:(1)—( ()+Jy(1)) (z(0)+]y (0)) =~ (1) =(0)
I = [, zdz-fo z(t)- 2 (t)d fo t)+jy(t)

(2 (
= Jollz®a' )~y (t)y ())+J( "Dy ) +zt)y
)

:(“””2“) COewyw)| = (28

0420, Trm 220
v @) (0
! +ia@y(0)) =50 - 0,
modul 3. Se observa ca f172 este olomorfa pe C, deoarece
fi:C—=C, fi(z)=1/f:C—C, fa(z) =
sunt functii polinomiale si
= J = S0 =y (1) =7 (0);

) —
(

2

Zfﬂﬁoﬂ_gp ’
2 |F=Z1T1) Y1 2 2
1 0
IZZI,YZdzzi :7()_7()
2 z=z0+] Yo 2 2

Exercitiul 5. Sa se calculeze
f7 Zdz, unde y este

a) segmentul din planul complex [ j,j] parcurs de la —j la j;b) v :[0,1] — C,~ (t) = ¢ 3(2t=1).
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c) cercul cu centru 0 si razd r > 0 parcurs parcurs complet o singurd data de la r in sens
trigonometric;

d) patratul de varfuri 1 +j,—1+j,—1 —j,1 —j parcurs complet o singurd datd de la 1+ j in sens
trigonometric.

Rezolvare. a) etapa 1. Se studiazd curba

eSe parametrizeaza un reprezentant al curbei, deoarece nu este data parametric

_[zB8]. ) =®)=0 B e a .
Im*y_[AB}.{y(t):t tel-1,1], v [-1,1] = Coy@®) =0 +j_t .
z(t) y(t)
I N () = i
I [-1,1] = C,v (¢) 0 +j-_1.
e este curba neteda: =/ () Y (t)

~'- este continud pe [—1,1]
etapa 2. Se studiaza integrantul, f: D CC—C, f(z2) = _z  +j(—vy).
w@y)  y(zy)
D = C este domeniu; Im~y C D;
f este continud pe D (< w,v sunt continue pe D).

etapa 3. Calcul.
modul 1. T = [ (z—jy)dz = [1 (x(t) —jy ()7 (t) dt =

= [10=j4)(0+j1)dt = <1522> b1

b) etapa 1. Se studiaza curba

Y

eSe rescrie parametrizarea:
v:[0,1] = C,y (t) = & 21 = cos (% (2t — 1)) + jsin (g (2t — 1))

x(t) y(t)
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[ onl S @) =cos (5 (2t —1))
i = [ 4B+ { 10 =SNG0 el
—este arcul din cercul 22 + y? = 1, cu capetele A (—j) si B (j) parcurs de la A la B, deoarece
7(0)=cos(5(2-0-1)) +jsin(F(2:0—1)) =0+j(=1) o A(—})
¥(0)=cos(5(2-1—1)) +jsin(5(2-1-1)) =0+4j(1) & B(j)

e este curbd neteda:
™

Iy :[0,1] — C,+ (t) = —7sin (5 (2t — 1)) +j-mcos (2 (2t — 1))

z'(t) y'(t)

7'~ este continud pe [0, 1]
etapa 2. Aceeasi cu de la a).
etapa 3. Calcul.

modul 1. 7 = [ (v —jy)dz = [y (x(t) —jy ()7 (t)dt =
= fol (cos( (2t —1)) —j-sin (5 (2t = 1))) (—wsin (5 (2t — 1)) +j-mcos (5 (2t —1))) dt =
:7rJf0 (cos? (3 (2t — 1)) +sin® (§ (2t — )))dt—WJfo ldt =7j (t)|\=g = 7j.
c) etapa 1. Se studiazd curba

y +

A

eSe parametrizeazd un reprezentant al curbei, deoarece nu este datd parametric

f x(t)=0+rcost ' B oy
Imry : { y (1) = 0+ rsint ,t€10,27], v:[0,2n] —» C,v(t) =rcost+jrsint = re’.
z(t) (@)
] ) 3y :[0,27] — C,+' (t) = —rsint +j-rcost =reltj.
e este curbd neteda: ! (t) ¥ (1)
/- este continud pe [0, 27]

etapa 2. Aceeasi ca la a).
etapa 3. Calcul.

. 2 .
modul 1'. 7 = fw(x—Jy)dz = fo (@) —jy @)y (t)dt =
= fozﬂ (rcost —j-rsint) (—rsint +j-rcost)dt = (r?j) - ti=s “o = (r?)) 2m = 2mr?j.
Comentariu: Se observa ca Z # 0, chiar daca v este curba inchisa. Se observa ca f nu este olomorfa

pe D = C, deoarece nu se verifica relatiile Cauchy-Riemann
ou ov

(2.9) = 50 (.9) I

gi a%v & { 0—0 fals, V (z,y).
872/ (ajvy) - _% (:L‘ay)

Deci nu se poate aplica Teorema fundamentald Cauchy pe domenii simplu conexe.

d) A se vedea Curs.
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Exercitiul 6. Sa se calculeze f,y zdz, unde y este patratul de colturi 2, —2j,—2,2].

Exercitiul 7. Sa se calculeze f,y xdz, unde y este:

a) reuniunea de segmente din planul complex [—1,j] U [j, 1];
b) 7:[0,1] = C,y (1) = 307D

Rezolvare.

a) etapa 1. Se studiazid curba

AN

Se observa cd v este o curba neteda pe 2 portiuni si ca se obtine prin juxtapunerea
v = 71 U yy,cu respectarea sensului de parcurgere.
eSe parametrizeazd un reprezentant al curbei, deoarece nu este datd parametric. Se considera

A(-1);B(j);C(1).

w(t) = —1+t(0— (-1)) | B |
elmyy = [AB} { ) =0+t(1—0) ’te[ovl]v71'[071]—>C771(t)—(_1(:)‘t)+.]?2;.

H1:00,1] =Crit) =1 _+i- 1.
o7, este curba neteda: 2 (t) Yy (t)
v}~ este continud pe [0, 1]
z(t)=04+1t(1-0) _ B 1
ety = [BC]:{ 700 VT HO T e 1) 0~ o ()= i1 - )

2(t) y(t)
] ) Py [0,1] = Coyp () =1 :
o7, este curba neteda: 0 (1)
74 este continud pe [0, 1]
etapa 2. Se studiazd integrantul, f: D CC—C, f(2)= _z +]j- (0).
~~~ —~—
w@y) ()
D = C este domeniu,Im~ C D; f este continua pe C.
etapa 3. Z = f xdz = f[—>] xdz + f[—>] xdz = fol x(t) -2 (t)dt + fol z(t) -2 (t)dt =

_fo 14+t (L+j1)dt+ [ (1 +j(—1)dt =
= [ E+i)dt+ LA+ [N e+ [T () dt =

= <2t22 + (-1 —j)t> -

S b (L) =
t=0

Exercitiul 8. Sa se calculeze

a) f,y zdz; b) f,y (¥z)cdz




Gabriela Grosu / Matematici Speciale 8

unde ~y este cercul unitate parcurs o singurd datd in sens trigonometric. Pentru functia radical se
alege o ramura uniforma particulara si taietura Ox.
Rezolvare. a) etapa 1. Se studiazd curba

y +

W
-

—{

eSe parametrizeaza un reprezentant al curbei, deoarece nu este datd parametric.
T - x(t) =0+ 1cost
y(t) =0+ 1sint

,t€[0,2x], v:[0,2n] — C,~ (t) =cost+j-sint =e

() y(t)
. ) H 1 [0,27] — C,9/ (¢) = _sint +]-cost = je'’
e este curbd neteda: a0 y'(t)
+'- este continud pe [0, 27|

etapa 2. Se studiaza integrantul, f : D CC—C, f(2)= = +j- vy .

u(z,y) v(x,y)
D = C este domeniu,Im~y C D; f este continua pe C.
etapa 3. Se determind Z = fv zdz.
o o . , (ejt)2 t=2m
modul 1. 7 = [ zdz = [" 2(t) 2 (t) dt = [ et () dt = s =0.
modul 3. Deoarece f este olomorfi pe D, conform Corolarului 1 =

z=v(2m)=1

22 12 12

———=0.
z=v(0)=1 2 2
modul 4/Etapa 4. f este olomorfa pe D = C ca si functie polinomiald si 7 este curba inchisd; se
aplica Teorema 2, Teorema fundamentald Cauchy pe domenii simplu conexe =
1= qu—inchisi zdz = 0.
b) etapa 1. ca la a)
etapa 2. Se studiaza integrantul f. "Functia" radical de ordin 2 din z este functia multivoca

Fi€=P(©), 1) = (¥R = {un = 97 (cos T 4 jun T2 ke oy

fv zdz =

indep. de drum 2

5 + ]sin

unde z = r (cost* +jsint*) € C*, cur = |z|,t* = arg z; (%)C =0
Mai mult, este o functie multivoca cu exact 2 ramuri date de
t* 4+ 2k t* + 2k
fr(z) = \2/?<cos+27T —i—jsin—gﬂ) ke {0,1}.
Domeniul de olomorfie al unei ramuri se obtine scotdnd din planul complex (7) punctele unei
semidrepte ce uneste 0 cu ooc.
Daci se alege tdietura T'= Oxy = t* € [0, 27 si
t*

fo:C\T — C, fo(z):\2/77<cost2+jsint2> =Yr-éz
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t* 42 t* +2 -t 42n
fl:C\THC,fl(z):\Q/F(cos +7T+jsin —;W :\2/;‘6th2

D = C\ T este domeniu,Im~ C D, dar v(0) =1 ¢ C\ T’ fj, este continud pe C\ 7.
etapa 3. Se determina 7

modul 1. Ty = [ (§/z)gdz = ;”( z(ﬂ)kzoz’@)dtrél
—f27r H( ' dt = fo e jeitdt =j [? 5 Tt =

=27
35t 3j-2m 3j-0
:_] 637? :%(e Jg —GJT> :%(COS3W+JSIDB7T):—%
t=
2m r=1
=), dz = (zt> Z(t)ydt =
S (V2 dz = g ®),_,7Od =
j t=2m
or iGt42m) o, o J( +2m) . or M ) @42@
= foe = () dt=[Te 2 jeldt=] g dt =j —
2 t=0
j-(3-2w42m7) j-(3:042m) o o
:% e 2 —e 2 :%(COS47T+JSID47T—COSTF—JSlnTr):%,

modul 3, 4. f este olomorfa pe C\ T" pe fiecare ramura si 7y este curba inchisa; dar v (0) =1 ¢ C\T.
Nu se poate aplica Teorema cu primitive, nu se poate aplica Teorema 2, Teorema fundamentals
Cauchy pe domenii simplu conexe.

1
Exercitiul 9. Sa se calculeze f‘ _ dz.

z a\:rz_a

Exercitiul 10. Sa se calculeze integrala

sin z
I = - - dz, unde ~ este triunghiul cu varfurile —1,1,j parcurs complet o
/(2+J)(2’2+232—2) 7 & 7P P

singura datd de la —1 in sens trigonometric.
Rezolvare. a) etapa 1. Se studiazd curba:

v este curba neteda pe 3 portiuni, simpla, inchisa. Nu este necesar la acest exercitiu sa se reprezinte

parametric.
etapa 2. Se studiaza integrantul f

sin z
f:DcC=C flz) = (z4+])(22+2jz—2)
D se va alege ca domeniu, Imy C D; f este continua pe D.
etapa 3. Calcul cu definitia sau Teorema 1 de reducere-imposibil, deoarece este greu de exprimat
f(Z) = U(.’L‘,y) +jv (IIJ,y) .
etapa 4. Direct, Calcul cu Teoremele 2,3,4,5,6,7.
e Se deseneaza curba.
e Se determina punctele singulare izolate pentru

fz) = (z+]j)(22+2jz—2)
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z1 = —j- pol de ordin 1 pt. f si z1 ¢ 7,21 ¢ Int~y.

z9g =1—j-pol de ordin 1 pt. f si 2o & 7, 22 ¢ Int~.

z3 =—1—j- pol de ordin 1 pt. f i 23 & 7,23 ¢ Int~.

eSe noteaza cu D un domeniu simplu conex ad. ImyC Dsgi —j,1—j,—1—j¢& D.

14 hi
f olomorfs pe D ¥ blIIlp a, inchisa /f dZ -0

T. fundam Cau(‘hy
Exercitiul 11. Sa se calculeze

(222 — 2 —2)€*
dz,unde v este cercul |z| = 3.
v z2—=2

Rezolvare. etapa 1. Se studiaza curba

La acest exercitiu nu este necesar sa se reprezinte parametric curba, din cauza formei f.
eSe poate parametriza un reprezentant al curbei.
| z(t) =0+ 3cost ‘ _ o ot
Im7y : { Y (1) = 0+ 3sint ,t€10,27], v:[0,27] — C,y(t) = 3cost +j-3sint = 3e™.
) y()
) ) Iy 10,27 — C,+/ (t) = —3sint +j-3cost = 3ei.
o7y este curba neteda: 2/ (t) Y (t)
/'~ este continud pe [0, 27]

(222 —z— 2) e?

etapa 2. Se studiaza integrantul, f: D C C — C, f(z) = 5
5

D se va alege ca domeniu,Im~y C D; f este continua pe D.
etapa 3. Calcul cu definitia sau Teorema 1 de reducere-imposibil, deoarece este greu de exprimat
) = ule,y) +jv(wy).
etapa 4. Direct, Calcul cu Teoremele 2,3,4,5,6,7.
e Se deseneaza curba.
e Se determina punctele singulare izolate pentru
z1 = 2 - pol de ordin 1 pentru f si z; € Int~.
. (222 —z— 2) e? 9 .
eSe scrie f(z) = po— - nu este olomorfa pe un D care contine 2.
Fieg:C—C,g(2) = (222 —z— 2) e*—olomorfa pe C

form. Cauchy
=
pe dom. d. conexe pentru g

1__/ g(Z)Qd obs. 27_”9(2):2ﬂj,(2.22_2_2)62:8ﬂje2.
2|=3% —

sz
z-e 2

dz.

Exercitiul 12. Sa se calculeze, pentru R > 0, integrala / 1
|z|I=R %~

Rezolvare. etapa 1. Se studiaza curba
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et

La acest exercitiu nu este necesar sa se reprezinte parametric curba, din cauza formei f.

eSe poate parametriza un reprezentant al curbei:
x (t) =0+ Rcost
Im~ : .
y(t) =0+ Rsint
z(t) y(t)
) ) 3y :[0,27] — C,~' (t) = —Rsint +j-Rcost.
e este curba neteda: 0 ¥ (1)
/'~ este continud pe [0, 27]

.ol 3
etapa 2. Se studiaza integrantul, f: D C C — C, f(z) = = T
—_— 5

D se va alege ca domeniu,Im~y C D; f este continua pe D.

,t€10,27], v:[0,21] — C,~y (t) = Rcost + j-Rsint.

11

etapa 3. Calcul cu definitia sau Teorema 1 de reducere-imposibil, deoarece este greu de exprimat

f)=u(z,y) +jv(zy).
etapa 4. Calcul cu Teoremele 2,3,4,5,6,7.
e Se deseneaza curba.
e Se determina punctele singulare izolate pentru f
z1 =1 - pol de ordin 1.
ecaz R €]0,1[ = 21 = 1 este pol pentru f, z1 =1 ¢ IntyU~.

Se alege D chiar simplu conex ail. InyC Dsil¢ D= feH

Z(1) :/H:Rf(z)dz = 0.

caz R =1 = z; = 1 este pol pentru f, z; € v-este punct regulat
val. prin%Cauchy

pe dom. s. conexe

Fieg:C—C,g(z) =z-¢ % —olomorfi pe C

e T .
I(l)_Vp/ zZ-€ 2dZ:7l'Jg(1):7TJle:ﬂ'J(COSg_i_JSIHg):_ﬂ.
sl=r # 1

caz R > 1 = z; = 1 este pol pentru f, z; € Int~.
; j Tz < form. Cauch
Fieg:C— C,g(z) = z- € 2 —olomorfd pe C orm. ey

pe dom. d. s. conexe
sz

el 2 i
I(l):/ll Rzzil dz=2mj-g(1)=2rj-€2 =2rj(cos 5 +jsinf) = —2m.
zl=

jz

Exercitiul 13. Sa se calculeze integrala / 3 5dz pe urmatoarele curbe:
z2—m

a) |z| = R, cu R < mdat; b) [2| = R, cu R =7 dat; c) |z| = R, cu R > 7 dat; d) |z — 7| = F;

Rezolvare. A se vedea Curs.

Exercitiul 14. Fie ~ curba inchisa determinata de dreptele
(d1) 2 =2;(d2) :x=—2;(d3) 1y = 2;(ds) 1y = —2.

(D) teor. fung Cauchy
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e CcoS 2

Sa lculeze: a) Z = -dz,b) I = [ ———dz.
a se calculeze: a) /YQZ—TF_] z,b) fyz(z2+8) z

Rezolvare. a) etapa 1. Se studiazd curba

}.-

Grafic, se observa cd v este o curbad neteda pe 4 portiuni gi ca este curba inchisa.
—z

etapa 2. Se studiaza integrantul, f: D C C — C, f(z) = %.
—_— 2 — ]

D se va alege ca domeniu,Im~y C D; f este continua pe D.
etapa 3. Calcul cu definitia sau Teorema 1 de reducere-imposibil.
etapa 4. Calcul cu Teoremele 2,3,4,5,6,7.

e Se deseneaza curba.

e Se determind punctele singulare izolate pentru

z1 = %J € Int - pol de ordin 1 pt. f

(<]

eSe scrie f(z) =

_ form. h
g: C— (C,g (z) = %—Olomorfé pe C orm g;mc y

pe dom. d. s. conexe

T [ 2= omog (%) = 21 = i os (5) +Jsin (-F)) =
ol

_7j
)

b) etapa 1. Se studiaza curba

Grafic, se observa cd v este o curbd neteda pe 4 portiuni gi ca este curba inchisa.

COS Z

z(2248)

D se va alege ca domeniu,Im~y C D; f este continua pe D.
etapa 3. Calcul cu definitia sau Teorema 1 de reducere-imposibil.
etapa 4. Calcul cu Teoremele 2,3,4,5,6.

e Se deseneaza curba.

e Se determina punctele singulare izolate pentru f

z1 = 0- pol de ordin 1 pt. f si z; € Inty

79 = 2v/2j- pol de ordin 1 pt. f si 2o € Extry

23 = —21/2j- pol de ordin 1 pt. f si 23 € Ext~y

etapa 2. Se studiaza integrantul, f: D C C — C, f(2) =

12
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COS z

2248

z—0

Se noteaza cu Dy un domeniu simplu conex a.i. Im~y C Dy si 2v/2j,—2V2j ¢ D,.

COS form. Cauch
g:Dy cC—C,g(2) = — +Z8 —olomorf pe D, Komehy
z

pe dom. d. s. conexe

eSe scrie f(z) =

I:/Wzg(_zz]dz:%rj-g(O):QWj- = —.

Exercitiul 15. S4 se calculeze integrala

e?
————dz.
/|z:12:2 (Zz - 9)

Rezolvare. etapa 1. Se studiaza curba-este cercul de centru 0 si raza 1.
Se poate parametriza un reprezentant al curbei-nu este necesar. Este neteda si inchisa.
etapa 2. Se studiazd integrantul, f: D C C — C, f(z) = #.
EE— 22 (22 -9)
Este greu de exprimat f (z) = u(x,y) +j-v (z,y).
D se va alege ca domeniu,Im~y C D; f este continua pe D.
etapa 3. Calcul cu definitia sau Teorema 1 de reducere-imposibil.

etapa 4. Calcul cu Teoremele 2,3,4,5,6,7.

¥l

—n—ﬂ—e—k—h
X

e Se deseneaza curba.

e Se determina punctele singulare izolate pentru
z1 = 0- pol de ordin 2 pt. f si 21 € Int~y

zg = 3- pol de ordin 1 pt. f si 29 € Exty

zg = —3- pol de ordin 1 pt. f si 20 € Ext~y

e? _ %
22(22-9)  (z—0)%

Se noteaza cu D, un domeniu simplu conex a.i. Im~y C Dy si 3, -3 ¢ D,.

z
g:DgCC—NC,g(z):ZQ_
ez(z2—9)—ez~2z ez(z2—22—9)

/ _ J—
S=" gy T ooy
Atunci, din

|
g™ (a) = o /g(z)dz,Vz € Inty
v (2

o 2] — a)n—l—l de derivare a f. olomorfe
4

eSe scrie f(z) =

—olomorfa pe Dy, cu

Teorema 6,

e

— 27j . e2(=9)  27j
Z:/ Adz:—-’():%r- = —.
21=1 (2 — 0)? T ) : (=9)? -9

Exercitiul 16. Si se calculeze integrala

eZ
Ik:/ ————dz,unde a) vy 1 [z| =1 b) o |z — 1 =31 ¢) v5: |2 = 3
’Ykz(l_z)
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Rezolvare. a) etapa 1. Se studiazd curba- este cercul cu centrul 0 si raza
v, este curba neteda, inchisa.

etapa 2. Se studiaza integrantul, f: D C C— C, f(z) = ﬁ
— z2(1—2

Este greu de exprimat f (z) = u(x,y) +j-v (z,y).

D se va alege ca domeniu,Im~ C D; f este continua pe D.
etapa 3. Calcul cu definitia sau Teorema 1 de reducere-imposibil.
etapa 4. Calcul cu Teoremele 2, 3,4, 5, 6.

-

e Se deseneaza curba.
e Se determina punctele singulare izolate pentru f
z1 = 0- pol de ordin 1 pt. f si 21 € Int~y
zg = 1- pol de ordin 3 pt. f si 25 € Exty
762

z

e _ (z-1)?
z(1—2)7> z2-0"
Se noteaza cu Dy un domeniu simplu conex a.i. Im~y C Dy i 1 ¢ D,,.

g:DyCcC—C,g(z) = ~

eSe scrie f(z) =

_ o form. Cauch
——¢ - _olomorf pe D, e
(z—1) pe dom. d. s. conexe
z

T = / 9) . 27 (0) = 27j — = = 2.
71 z—=0 (Z - 1)
b) etapa 1. Se studiaza curba- este cercul cu centrul 1 si raza %
v, este curba neteda, inchisa.
etapa 2. ca la a)
etapa 3. Calcul cu definitia sau Teorema 1 de reducere-imposibil.
etapa 4. Calcul cu Teoremele 2,3,4,5,6, 7.

W

e Se deseneaza curba.
e Se determina punctele singulare izolate pentru f.
z1 = 0- pol de ordin 1 pt. f si z; € Exty
zo = 1- pol de ordin 3 pt. f si 2o € Int~y
e? —e*
oSe scrie f(z) = = £,
(=) 2(1—2)?° (z—1)°

1
3

14
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Se noteaza cu Dy un domeniu simplu conex a.i. Im~y C Dy 51 0 ¢ D,.
1
g:DgCcC—C,g(2) = © _olomorfs pe Dy, cu
—e*z+e*-1 e (—z+1)

g ()= = ,

22 22

won (@@ (=241 +e*(-1) 22 +e* (2 +1)-22 e (=22 —22+42)
g (Z) - Z4 - Z3
Atunci, din

|

(n) — n g (Z) dz. ¥ Int Teore:>ma 6,

g (CL) 27Tj [Y (z — a)"+1 % vz el ’Yde derivare a f. olomorfe
=" 27j 2rj el (12 -2+2)

I = #d = —_— " 1 = — = — 1 .

’ /w—l)?’ I E e

c) etapa 1. Se studiaza curba- este cercul cu centrul 0 si raza %

3 este curba neteda, inchisa.

etapa 2. ca la a)

etapa 3. Calcul cu definitia sau Teorema 1 de reducere-imposibil.
etapa 4. Calcul cu Teoremele 2,3,4,5,6, 7.

e Se deseneaza curba.

e Se determina punctele singulare izolate pentru f.

z1 = 0- pol de ordin 1 pt. f si z1 € Inty

zg = 1- pol de ordin 3 pt. f si 22 € Int v
e

z z z z

e e e e
modul 1. Se scrie f (z2) = = — + — .
- ) 2(1—2)3 z—0 z-1 (z—l)2 (z—l)3

Se noteaza cu g : C — C, g (z) = e*—olomorfa pe C, cu
9 (2) =%, g" (2) = ¢

! (Z) Teorema 6
Atunci, din g™ (a) = —— [ — 9] 4, vz € Int ’
unel, g (a) 27Tj o (Z — a)n+1 “E . f)/de derivare a f. olomorfe
e e e? e?
Y R P
va N2 =021 (z—21)? (2—1);3 -
. . )] )
=2mj-g(0) *QWJ'Q(l)JFT '9'(1)*7'9”(1) =
2rj . 2mj '
=27j-e® —2mj-e! + —5‘] el — —;‘] el =2rj—mje.

modul 2. Se construiesc doua cercuri, de raza suficient de mica, unul centrat in 0, unul centrat
in 1, a.i. cercurile sa nu se intersecteze si sa fie in Int v5. Atunci, conform Teoremei Fundamentale
Cauchy pe domenii multiplu conexe=

z

_ _ _ [ &V =
Iy = 73f(z)dz—Aéf{z)dz—l—/ﬁf(z)dz-/yéZ_Odz+/7 (2_1)3dz_

Wi



z
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—e

27 —e*\”
el ()L
(2_1) 2z=0

Exercitiul 17. Si se calculeze integrala 7 = / dz, unde 7 este o curba simpla inchisa,
z(
¥

=27]- =2rj—7]e.

ce contine in interiorul sau punctele —1,0, 1.

Rezolvare. a) etapa 1. 7y este o curba simpla inchisa, ce contine in interiorul sdu punctele —1,0, 1.
1

etapa 2. Se studiaza integrantul, f: D C C — C, f(z) = 2/(227—1)

Este greu de exprimat f (2) = u(x,y) +j-v(z,y).

D se va alege ca domeniu,Im~y C D; f este continua pe D.
etapa 3. Calcul cu definitia sau Teorema 1 de reducere-imposibil.
etapa 4. Calcul cu Teoremele 2,3,4,5,6.

z1 = —1- pol de ordin 1 pt. f si 21 € Inty

zg = 0- pol de ordin 1 pt. f si 29 € Int~y

z3 = 1- pol de ordin 1 pt. f si z3 € Int~y

1

-1 1 1
mOdull.Seserief(z):Z(ZQ_l)zZ+§<Z_1+z+1)'

form. Cauchy
=

Se noteazd cu g : C — C, g (2) = 1—olomorfa pe C. Atunci

pe dom. d. s. conexe

1= [(Zo+d (4 o)) = 2ni 9043 Crig )+ 2mig (1) -

z—0 z+1
=—2mj-1+35-(2rj-1+2rj-1)=0.
modul 2. Se construiesc trei cercuri, de raza suficient de mica, unul centrat in —1, unul centrat
in 0, unul centrat in 1, a.i. cercurile sa nu se intersecteze si sa fie in Int «. Atunci, conform teoremei
fundamentale Cauchy pe domenii multiplu conexe=

/f dz_/ dz+/f dz+/f

:/ z(z D 4. +/ (z+1)(z i) dz+/ z(z+1)d
12+ 1 42 z 732—1

Yomj
-1/, ) z(z+1)

z=1



