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SEMINAR NR. 8, REZOLVARI
Matematici Speciale, ATA

O4. Siruri de functii complexe cu valori complexe
Os. Serii de functii complexe cu valori complexe
O5.1. Serii de functii complexe cu valori complexe. Convergents. Teorema de transfer de
marginire, de existenta a limitei, de continuitate, de derivabilitate, de integrabilitate asupra
functiei suma
5.2. Serii de puteri de numere complexe

Observatie. Notiunile de serie de puteri de numere complexe, Teorema Cauchy-Hadamard, oper-
atii cu serii de puteri, seria geometrica- A se vedea Curs. Se va utiliza, de la seria geometrica:

o,
N

(D)
(1424224 42"+ .= %,VzeCcu |z| <1
In (%), din 2z ~ —2z =
(k1)1 — 24 22 oot (=) 2+ = 1;,\7,2 €C eu|—2| < 1, adic |2| < 1
In (%), din 2z ~ —22 =
(ko)1 — 22+ 24+ .+ (D)2 ... = le/Q,Vz € Ccu|—2?| <1, adici |2 < 1

5.3. Dezvoltarea in serie Taylor a unei functii complexe cu valori complexe

Teorema 5.3.1 (Taylor). Fie D C C un domeniu simplu conex si f : D C C — C. Daca f € H (D)
(deci Vn € N*, f este derivabild de ordin n pe D), atunci, pentru orice cerc v = C (a,r) C D si
pentru orice z € A (a;7) = {z € C; |z —a| <r}, f este dezvoltabild in serie Taylor pe o vecinitate
a punctului @ ("in jurul" lui a), adica

"(a "(a (n) a
f(z):f(a)+f1(!)(z—a)+f2(! )(z—a)2+...+f n!( )(z—a)n—I—...,VzEA(a;r) (1)
o0 (n) a
re=s@+ s o e a@n. ()

(n) 1
De precizat ca a, = f" () (z — / f(C)HdC> sunt coeficientii dezvoltarii lui f in serie
n! 21J)y (¢ —a)"

de puteri naturale ale z — a.
Observatie. Pentru dezvoltarile ulterioare- A se vedea Curs:
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Exercitiul 1. Sa se dezvolte in serie Taylor dupa puterile lui z functia

f:C—C,f(z)=sin?z.

1 1 1
e—1+ﬁz+—z+ +—z+ ., Vz € C|sau (2)
1 !/
e—l—i—z—z vz € C. (2')
n=1"T
1 1 )"
cosz—l—gz —i-gz + ..+ ((273!22"—1—...,%:6@ sau (3)
cosz =1+ f (_1)nz2" Vz e C. (3)
n=1 (2’0)' ,
sinz = lz: - lz: + ...+ ﬂz%”r1 +...,Vz € C|sau (4)
1" 3l 2n+1)!
sinz = i ﬂz%ﬁ1 Vz e C. (4")
n=0 (27’L+ 1)' ’
1 2n
chz—l—l——z +4' e n)!z +..,Vz € C|sau (5)
> L mysec (5)
n=1 (2n)' ’ .
shz = lz + lz ot 22"+ V2 € C|sau (6)
3! (2n+1)! o
S 1
hz = 2n+1 . !
sh z n§0<2n+1>!z ,VzeC (6")
-1 -1 —2)..(a=(n—1
((1+z)a)k_1+11‘2+04(042')Z2+m+a(a J(a 73' (a=(n ))z”—i—...,VzE(Ccu |z| <1
s -1 -2 (a=—(n-1
(1+2)%, =1+ > ala=l(a Tz, @==1) 0 vy eConls <1 (&)
n=1 :
S ()"
(Log (14 2));, = 2k —1—12 + -7 +...+ Tz" +..,Vz€Cculz| <1,k €Z|sau (13)
: - (_1)n_1 !
(Log(1+z))k:2k7rj+zTz”,VzE(Ccu |z| < 1,k € Z (13")
n=1

Rezolvare. Utilizarea directd a formulei (1) din teorema Taylor nu este posibild, din cauza lipsei

unei reguli imediate de scriere pentru f (

Se stie:

1 1
/ P g— _

(4),(4)sinz = TG 3|z + ..

Utilizarea in f (z)

" (0).

cultatii de calcul pentru un produs de trei serii.
Se va folosi o combinatie liniard de serii, provenind din folosirea formulei:

sin3z = 3sinz — 4sinz = f(

z) = sin

-1
32= Zsinz—i— Tsin?)z,v,z e C.

(_1)n 2n-+1 -l ( )n 2 +1
A . "tlvVzeC
F ez T T e €
(sin z) (sin z) (sin z) a formulei (4),(4’) nu este posibild, din cauza difi-
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Conform (4), (4, pe domeniul de PC/SC se schimba variabila z ~~ 3z =

g, 1 1 (-n" 2n+1
sin3z = T (3z) — = (32) = (3z ) 4+ ..+ m (32) 4=
_ iz B 3—3z3 - (—)rg+l L io: (—)rg+l
1" 3l (2n +1)! n=o (2n+1)! ’

Vz e Ccu3dzeC,decizeC.

Pe domeniul comun de PC/SC se pot aduna termen cu termen doud serii, se poate inmulti o

serie cu un scalar nenul=

f(z)= zsinz + _Tsin&z =
= % <11'z - %z?’ ot (Q(R_i)z)! a4 +_Tl % — §z3 ot (z;inlejlz%“ + )
32 (-1)" 1 & (—1)"32ntt
4 ,;0 (Q(n +)1)! T EO : (23 +1)! =
— % <i + _413> % <i + —4133> B4+ (2(71_41-)711)! <i " _4132n+1> Lokl
= ni_ozo Z + _4132”“> (2(7;3:) 22l vz e C

OExercitiul 2. Se di functia multivoca
f:CoP(C),f(2) = (Log2)e

Sa se dezvolte in serie Taylor in jurul lui @ = —j ramura lui

cu taietura 1" = Oz

Rezolvare. Se determind ramura pentru care fi (14 j) =

1+

se determind k € Z a.i.
(Log (1+])), =Inv2+j(Z +2kn) kEZ
(Log (1+j)), = %IDQ—J'%T
S-a obtinut (Log z),__; = In|z| +j(argz — 27).

f pentru care f (1+j) =

1 s T
51n2 —j . Deoarece

Jt* [027r[cuT O$+\[<W+J\f) ﬂ(cos%+jSiH%):>

}:>Z+2k:7r_—:>k_—

%an—j%ﬁ,

Direct, se observa ca este o ramurd olomorfd pe C\ 7' (deci Vn € N*, f este derivabild de ordin n

pe C\ T, si in particular in @ = — j. De mentionat ca T este o tdieturd ce unegte punctele critice
logaritmice 0 cu ococ. . . . .
_i=1 371'_"_'371' — =i :_1; :_'; —17
ST = = T e T T ey
fi (2) = (Log 2)__4 i (=3) = (Log (=1)peey =In 1+ (% —27)
fr () =271 fi (i) =]
fil () =-1272 p (=) =-1-(=1)
f”;(Z) (1) (-2)z7° fé';(—J) =(-1)(=2)-(-])
K@ =0 E) 3t (Y (=) = (D (=2)(-3)- ()
R @) = ()" =D B (=) = (<17 (= 1
A“.c.unci f este dezvoltabilé in seriemTaylor pe A(—j,R) si
—1)t 1jm
Fa(0) = =i i+ g i)+ L i) e =
Vze A(—j,R).

Se determina raza de convergentd a seriei de puteri ale z —

0:
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(-1t

p—nlin;o -~ —1:>R—1,3p1—nlLr20 SRR = =1
n+1

= R=1
Se aplicd Teorema Cauchy-Hadamard.
eSeria este absolut convergentd, pentru Vz € C cu |z +j| < 1.
eSeria deste divergentd, pentru Vz € C cu |z +j| > 1.
ePentru z € C cu |z+j| = 1 nu se poate preciza natura seriei, se face studiu separat; nu se va
studia aici. Deci

‘ 1 —1)v L
(Logz)k_1:—72rj+1jl(z+j)+2'(z+j)2+...+()J(z+j)”+...,Vz€(Ccu|z+j\<1,
e R EDT e .
(Log2)peq1 = —5i+ > - (z+j)",VzeCeculz+j| <1
n=1
y v

Exercitiul 3. Si se dezvolte in serie de puteri ale lui z functiile
a)f:DCC—NC,f(z):Tl_l;b) f:DC(C—»(C,f(z):zJ_ri;
Rezolvare. Se folosegte seria geometrica

(%) T =1+4+z+22+..+2"+..,Vz2€Ceculz <1

Pe domeniul de PC/SC se poate schimba variabila. Pe domeniul comun de PC/SC se pot aduna
termen cu termen doua serii si se poate inmulti o serie cu un scalar nenul.

1 -1 * 00
a) f(2) = = = = © <1+z5+ (z5)2+ (25)3+...+ (z5)"+> =1+ (-1)2°",
2> —1 1 — 2° cu zw2b n—1
Vz € Ccu |25 < 1, adicd |2] < 1.
1 —142 1 i)
b) f(z)= 0o 22 1F2 4 O oIzt 4ot ) =143 (—2) 2",
z—1 z—1 1-=2 =1

Vz e Cculz| < 1.

Exercitiul 4. Si se dezvolte in serie de puteri ale lui z — 1 functiile

a) f:DCC—C,f(z)= i2;b) fiDCC—C,f(z)=
z

Rezolvare. Se folosegte seria geometrica

(*)1 =1+4+z+22+283+..+2"+..,Vz€Cculz| < 1
—z

Pe domeniul de PC/SC se poate schimba variabila. Pe domeniul comun de PC/SC se pot aduna
termen cu termen doud serii, si se poate inmulti o serie cu un scalar nenul.
A dezvolta f (z) dupa puterile lui z — 1 inseamna a dezvolta g (w) datd ulterior dupa puterile lui

22—224-5;
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w=z—1.
(z—1)+1 w+1 2 9 1 (%)
— = = — = —7:1—7 =
) [ =3 W= o w+3 31 (—2) cusme
o 2 2 n o
=131 () (5) et (5) ) =
_1\n+1 o0 _q\n+1
=§+3%w+§—32w2+...+2(37}7)“w”+...:%+Z2(3731 w™,

Vw € C cu ‘_TW‘ < 1, adicd |w| < 3.

Atunci -
f(z)= —1)+g—§(z—1)2+...+2<;ii>ﬂ(z—1)”+...:
- 1)",VzeCculz—1] <3.
¥l

"\
z (z—-1)+1 w+1l 1 I
b) f(2) 22—22+5_(2_1)2+4:>g(w)_w2+4_ww2+4+w2—|—4_

= ! =

1-— (—%) 1 (—%) cu ZW—(%)Q

:@w+%w+%w+ é%ﬁwﬂ—)(%+%M+%M+-+%%ﬁ“h>=
oo n

— <212 + 3 22732&’%) + <22w+ Z 227L+2w2n+ > ,VYw € C cu ‘—% < 1, adicd |w| < 2.
n=1 n=1

—
I
A

n 1 S n
22+ Z 22n+2 (2_1)2 )+<22(Z_1)+ > g2nl-)k2 (Z_1)2 +1>7
Vz (Ccu|z—1|<2

-

<
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5.4. Dezvoltarea in serie Laurent a unei functii complexe cu valori complexe

Teorema 1 (Laurent). Fie cercurile concentrice in a, v; = C (a;7r1) si 79 = C(a;r2) cur < 79 $i
coroana circulara

A(a;ri,re) ={z € Cir < |z —a| <r2}.
Fie D C C un domeniu multiplu conex a.i. A (a;ry,ra) Uy, Uvy C Dsi f: D C C — C. Dacd
f € H (D) atunci, pentru orice v = C (a,r) C A (a;r1,7r2) si pentru orice z € A (a;r1,72), f este
dezvoltabila in serie Laurent "in jurul" lui a, adica

F(2) =t (2'3:72)” ot cha Feoter(z—a)dotcn(z—a) +.,¥z € Ala:r,r)|(15)

F) = 3 en(z—a)", V2 € Alasr,r), (15')
unde ) (0

n_m/ywdC,VHEZ,

sunt coeficientii dezvoltarii lui f in serie de puteri intregi ale z — a.
Observatia 5.4.1 -Teoremele de caracterizare pentru pol de ordin p, punct singular esential, punct
singular removabil cu serii Laurent- A se vedea Curs si tabelul de la tabla.

Exercitiul 1. a) S4 se dezvolte

F:DCC—C,f(z)=em1,
in serie de puteri intregi ale (z — 1). Sa se deduca si din dezvoltare ca f are a = 1 un punct singular
esential. ‘
b) Fie f: C\ {0} — C, f (z) = 2.
S& se dezvolte f in serie de puteri intregi ale z — 0 = z. Sa se deducé si din dezvoltare cd f are
a = 0 un punct singular removabil.
Rezolvare. A se vedea Curs.

Exercitiul 2. Sa se dezvolte in serile Laurent functia

f:DCcC—C, f(z)= Py Py p—
a) "in jurul" lui @ = 0 pe 0 < |z| < 1;b) "in jurul" luia =0 pe 1 < |2]| < 2;
¢) "in jurul" lui @ = 0 pe |z] > 2;d) "in jurul" luia=1pe 0 < |z — 1] < 1.
S& se precizeze punctele singulare ale f si natura lor.
Rezolvare. A se vedea Curs.

Exercitiul 3. Fie functia
1

f:DCcC—C, f(z)= B 62116
Sa se dezvolte f in serie de puteri intregi ale lui z in domeniile
a) [z <1;b) 1 < |z] <25¢) 2< 2| <35
Apoi sd se dezvolte f in serie de puteri intregi ale lui z — 1 in domeniul
d)o<|z—1<1;
Sa se precizeze punctele singulare ale f si natura lor.
Rezolvare. Conform definitiei punctelor singulare ale unei functii, respectiv a polului simplu, se
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deduce cd a = 1,a = 2,a = 3 sunt poli de ordin 1 pentru f.
Se descompune f in fractii simple:
1 1 1 1

e :
z) = = - — .
(z—=1)(z—=2)(z—3) 2z—-1 =z—-2 2z-3
Folosind seria geometrica (10) =
1
(*)1 =1+z+22+22+..4+2"+..,Vz€Cculz <1
z

Pe domeniul de PC/SC se poate schimba variabila. Pe domeniul comun de PC/SC se pot aduna
termen cu termen doud serii si se poate inmulti o serie cu un scalar nenul.
a) "in jurul" lui a = 0 pe |z — 0| < 1; se dezvolta f dupd puteri intregi ale z — 0.

Er.'
T xi
1 -1 (» 2, .3 >
cEr s e (s 2 S ) =1 Y (F) Yz eCaulz] <1
oz — —z n=1
1 1w 2 “1, 3 =
=TT, P (O E e () ) =5 L
z 2 1 cu zv 5 n=1

Vz € Ccu |3| <1, adicd |2] < 2.
SRS T ;1(1+(%)+(%)2+ +(5)"+ )z——1+§——1,z"
z—3 3 1—% cu 2 2 3 3 3 3 3 n=1 s
Vz € Ccu || <1, adici |2] < 3.
Atunci, pe domeniul comun de convergenta=-

1 1 1 1 1
f(z>_§z—17z—2 2z-3
1 = n 1 1 on),1(=1, S -1 n
=5 | -1+ > (-12") - 7+21WZ +3 7+Zlgmz =
n—= n—=

B -1 11 -1 1,
— 0 4+ — 4 ...+ 7+2n+1+73n+1 z +,

partea princ.

~
partea tayloriana

Vze Ccu lz| <1si|z| <25l 2| <3, adicd, intersectand, cu |z| < 1.
a =1,a = 2,a = 3 sunt poli de ordinul 1 pentru f din definitia polului; nu se poate folosi partea
principald a seriei Laurent anterioare, deoarece |z| < 1.
Din seria Laurent anterioara, ce are partea principala nula, fiind chiar o serie Taylor deoarece este
definitd pe un intreg interior de cerc, se deduce ca z = 0 este punct ordinar pentru f.
b) "in jurul" lui @ = 0 pe 1 < |z — 0| < 2; se dezvolta f dupa puteri intregi ale z — 0.



Gabriela Grosu / Matematici Speciale 8

)

1 delaa) s . .
T = —14 > (=1) 2" Vz € C cu |z| < 1-nu se poate folosi la intersectarea
z— n=1 -

domeniilor de dezvoltare, incat si se obtind |z| > 1.

o1 1 1 ( 1 1 1\? 1\" 1 = 1 © 1
A = S - P == — =5 —
e T R R z( +(z>+<z> * +<z> + z+n§12”+1 n;lz”’

z
Vz € C cu |z| > 1- se poate folosi la intersectarea domeniilor de dezvoltare,

incat sa se obtind |z| > 1.

W=

1 delaa) _ >
—5 = 714-”2::1 2", ¥z € C cu |2| < 2.
1 delaa) _ X
— = 3 -1-”2::1 12", V2 € C cu |2] < 3.
Atunci, pe domeniul comun de convergenta=-
£(2) 1 1 1 1 1
z) == — 5 =
2z—-1 -2 2z-3
1 21 -1 1 .n 1 (-1 1 .n
=32 - \zt Xt 5+ X )=
n—=1 % n=1 n=1
+11+ +11+11+ 1+1—1 T 1 +1—1 n
=t o—F .t ==+ == -4+ —-— —t-—— ]z
2z 222 2z 2 23 on+l 9 gntl ’
partea principala partea t;yloriané

Vze Cculz] > 14i|z2] <2si|z] <3, adicd, intersectand, cu 1 < |z| < 2.
a =1,a = 2,a = 3 sunt poli de ordinul 1 pentru f din definitia polului; nu se poate folosi partea
principald a seriei Laurent anterioare, deoarece 1 < |z| < 2.
c) "in jurul" lui a = 0 pe 2 < |z| < 3;

1 delab) & 1 S ..
=" ). —,Vz € Ccu|z]| > 1- se poate folosi la intersectarea domeniilor de dezvoltare,

z—1 n=1Z
incat sa se obting |z| > 2 > 1.
1 delaa)b) 1 X 1 . . . ..
=" S5+ > 512", Vz € C cu |z| < 2-nu se poate folosi la intersectarea domeniilor
Z — 2 2 1 2nt —
n=
de dezvoltare, incat si se obtind |z| > 2.
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1 ]_ 1 * 1 1 o0
A — =-— ¢ (1+(§)+(§)2+...+(§)”+...):;+n§12”2,%,

Zl—;cuzw2 z

vz € C cu |3} > 1, adica |z| > 2- se poate folosi la intersectarea domeniilor de dezvoltare,

incat si se ob;iné |z] > 2.
1 de la a)

E _1+Z 3n+12 ,VZGCCU ’Z|<3
Atunci, pe domeniul comun de convergentid=
() = 1 1 n 1 1
Z — — =
2z—1 z—-2 22-3
1 L L &1 1
EER 2l G Y ?Jrzsnﬂz =
oo

n=17%

| |
+

n

1 1 1 1 1 1 1 1 -1
2" o) (-2 S (1) ——

(2 )z"+1+<2 )z”+ +<2 >22+<2 )z+6+

-1
+ 7371—&-1

2"+

Vv
partea principala

Vz e Cculz| > 1si|z] > 24 |2] <3, adicd, intersectand, 2 < |z| < 3.

partea tayloriana

a=1,a =2,a = 3 sunt poli de ordinul 1 pentru f din definitia polului; nu se poate folosi partea

principald a seriei Laurent anterioare, deoarece 2 < |z| < 3.

d) "in jurul" 1111 a=1pe0<|z—1] <1; adica se dezvoltd f dupa puteri intregi ale z — 1.

}.
1 1
Z_l—z_l,sz(CcuO<|zl|
(%) 2 n

=—1 — = —(1 -1 -1 -1 )=
z—2 1—(2—1)cuz->(z—1) (—I—(Z )—I—(Z )+ +(Z )+ )

=—1+> (-1)(2-1)",VzeCeculz—1| < 1.

n=1

1 1 _ 1 () _ _ _1\2 _1\n

- _1- _ =1 > =1 1 z—1 z—1 z—1 —
T T P e e 7 ) ) e () )

—_1+Z2n+1( 1", Vz € Ccu |5 < 1, adicd |z — 1] < 2.

Atunci, pe domemul comun de convergentia=-
1 1 1 1 1

S P B R P

=§211+<1+Z(z—1)> <21+§12n+11(z—1)”>:

n=1
11 1 > -1 "
- 52_1 +<1—22)+Z<1+2n+2>(z—1),
—— n=1
partea princ. he

partea tayloriana

VzeCcul<|z—1] < 1.

a = 1 este pol de ordin 1 pentru f si din definitia polului; si deoarece partea principald a seriei

Laurent anterioare are un singur termen.

Y
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a = 2 este pol de ordin 1 pentru f din definitia polului; nu se poate folosi partea principald a seriei
Laurent anterioare, deoarece coroana circulard 0 < |z — 1| < 1 este centrata in 1.
a = 3 este pol de ordin 1 pentru f din definitia polului; nu se poate folosi partea principald a seriei
Laurent anterioare, deoarece coroana circulard 0 < |z — 1| < 1 este centratd in 1;

Exercitiul 4. S se dezvolte in serie Laurent "in jurul" lui @ = 1 functia
z

f:DC(CHC,f(z):sinz_

Rezolvare. Se descompune [ astfel incat sa se scrie drept combinatie liniard de serii de puteri ale

(z—1):
-1+41 1
f(z):sinz—;:sin(l—i—1>:sinlcos 1+coslsin
Z_

Se folosesc seriile (3),(4). Pe domeniul de PC/SC se poate schimba variabila. Pe domeniul
comun de PC/SC se pot aduna termen cu termen doud serii si se poate inmulti o serie cu un scalar
nenul. Atunci

. (1 , 1 (3),(4)
f(z) =sin1cos <Zl> + cos 1sin <z — 1) . ZW—_%

—1

e & ) ) (St ()

:i (—1)"sin1 +Z "cos 1 1
—  @2n)! (z-1) 2n+1 (z — 1)
partea principald
Vz € C, cu |——| < +00, adicd 0 < |z — 1] < +o0.

Deoarece dezvoltarea anterioard pe coroana circulard 0 < |z — 1| < 400 are partea principald cu
un numar infinit de termeni= a = 1 este punct singular esential pentru f.

Exercitiul 5. S& se dezvolte in serie Laurent "in jurul" lui ¢ = 0, dupa puteri ale z — 0, functia
1
a) f:DCC—C,f(z)=2%sin-.
z
Rezolvare. Se foloseste seria (4). Pe domeniul de PC/SC se poate schimba variabila. Pe domeniul

comun de PC/SC se pot aduna termen cu termen doua serii i se poate inmulti o serie cu un scalar
nenul. Atunci

) 1 () ) (_1)11 1 2n+1
_ .3 - : 3 SCAN =
f(z) = z°sin Z et z (nz() CEAE

(-)™ 1 11 -1,
‘l‘mZan‘i‘ +§?+ — +z y

partea principald partea tayloriana

Vz € C, cu

< 400, adicd 0 < |z| < 4o0.

Deoarece dezvoltarea anterioard pe coroana circularda 0 < |z| < 400 are parte principald cu o
infinitate de termeni= a = 0 este punct singular esential pentru f.



