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SEMINAR NR. 9, REZOLVARI
Matematici Speciale, ATA

6. Teoria reziduurilor

6.1. Reziduuri. Definitie, teorema de calcul a reziduurilor, teorema reziduurilor

Definitia 1 Fie cercurile concentrice in a, v; = C (a;¢), cu € > 0 suficient de mic, si v9 = C (a;r2)
cu r9 > ¢ > 0 si coroana circulara

A(ae,me) ={z € Cie < |z —al <ra}.
Fie f: A(a;e,r2) — C, f € H(A) astfel incat z = a sa fie punct singular izolat pentru f. Atunci,
pentru orice cerc v = C (a,7) C A(a;¢e,r) se numeste reziduul functiei f in punctul a numarul
complex

rez (f;a) = 271”/f (z) dz.| Se noteaza si rez f (a) ; Rez (f;a);Rez f (a) .
v

(este unic, independent de cercul «y ales).

Teorema 1 (de calcul a reziduurilor). In ipotezele definitiei anterioare, reziduul functiei f in
punctul a se calculeaza astfel:

1°. In general,

’rez (f;a) =c_q ‘: coeficientul lui din dezvoltarea in serie Laurent a f pe A (a;¢e,r2), in

"jurul" lui a, in serie de puteri intregi ale lui z — a.
2°. In particular, dacg a este pol de ordin p pentru f :

Co) — 1 : P (r—1)
re (fi0) = o —yp lim (G = )" £ (2.

In particular, daci a este pol de ordin 1 pentru f :

ez (f:a) = lim (= — a) £ (=)

3°. In particular, daci f(z) = hG) cu g(a) # 0,h(a) = 0, (a) # 0, iar g,h € H(V), cu
z
V €V (a), atunci
v 9(a)
rez (f;a) = W (a)

Teorema 2 (teorema reziduurilor). Fie D C C un domeniu simplu conex gi v C D o curba
simpla, inchisa. Fie f o functie ce are in Int~ un numar finit de puncte singulare izolate aq, ..., a,
sial feH(D\{ai,...,an}). Atunci

/f(z)dz-QWj-kilrez(f;ak) =2mj-(rez(f;a1) + ... + rez(f;an)).
~ =
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Teorema 3 (teorema semireziduurilor). Fie D C C un domeniu simplu conex gi v C D o
curba simpla, inchisa. Fie f o functie ce are in Int+y un numaér finit de puncte singulare izo-

late aq,...,a,, precum si bq,...,b, un numéar finit de poli de ordin 1 situati pe =, a.l.

H(D\{a1,...,an,b1,....;bn}) . Atunci
v.p./f(z)dzz?wj- Xn: rez(f;ak)—l—j-in:(W—él)rez(f;bl),
¥ k=1 =1

unde 7 — d; este unghiul format de cele doua semitangente la v in b;.
Daca v admite tangenta in toate punctele b; la ~, atunci # — §; = 7 si

v.p./f(z)dz:27rj- i rez(f;ak)—l—ﬂj-irez(f;bl) sau
v =1

k=1

v.p./f(z)dz =27j-(rez(f;a1) + ... +rez(f;an)) +wj- (rez (f;01) + ... + rez (f;om)) -
v

Observatie. Se mentioneazi ca:

=1+4+z+22+234+..+2"+..,Vz€Ceculz| <1

1—2z
1 1, 1
ef=14+—z4+—2+...+—=2"+..,VzeC
1! 2! n!
1 1 —1)"
cosz =1— izz + 124... + ((Zn)! 22"+ ..VzeC
11 (—1)
Lt 1.3 2n+1
sinz = 1!z 3!2: + ...+ (2n+1)!z +..,VzeC
_ Lo, 14 2n
chz—l—i—jz —1—52 e (2n)!z +..,VzeC
1 1 1
N — .3 - 2n+l
shz = 1!z+3!z + ...+ <2n+1)!z +...,VzeC

f €

Exercitiul 1. S& se determine punctele singulare si reziduurile functiei in aceste puncte pentru:

sin z
NG EDI)
Rezolvare. A1 se vedea Curs.

b) f(z) = &

Rezolvare. A se vedea Curs.

Exercitiul 2. S& se calculeze:

z
a) rez (f;—1) sirez (f;1) pentru f(2) = ;
) vea (1) i ea (1) penten £ (2) =

b) rez (f;0) pentru f (z) = 2* - ez, cuk € Z;

c) rez (f; g) pentru f (z) = % tg 2.

Rezolvare. a) A se vedea Curs.

b) rez (f;0) pentru f (z) = 2 - ez, cuk €.

eSe determind punctele singulare izolate ale f.
xz1 = 0 este

-dacd k € Z,k > 1, este punct singular esential, deoarece 3 lim (zk . e%> ;

Z—

-daca k € Z,k < 1, este punct removabil, deoarece 3 lim (zk . e%> = 0;

z—0
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eSe aplica teorema de calcul a reziduurilor:
—1 e punct singular
vez (f;—1) 1P e
conform 1
Se dezvolta f in serie Laurent, de puteri intregi ale z — 0, pe A (0;¢,72), cu € > 0 foarte mic.

2) eu 2l 1/1 1 /1\? 1 /1\" 1
e%()cuzz 14+ —=(=)+=(=) +..+= (-] +..,Vz€C, cu - €C, adicd 0 < |2|.
1\ z 21\ z n! \ 2z z

1 1 1 1 2 1 " se scrie din dez area
f(Z):ZkG%:Zk (1_|_(>+ <> ++n'<z> ‘I‘) se scrie d d:evolt‘Le‘LL.

C_1.

1! z E z doar termenul cu c_1
1
:...+c,1-ﬁ+...,Vz€C, cu0< |z —0| < +oo,
1 o
unde ¢y = (5L dac:j keZ,k>1
0 daca k€ Z,k < —1

1 o
4 dacd ke Z,k>1

btine: . —c = (k+1)1» y v Z
Se obtine: rez (f;0) = c_y { 0 daca k € Z, k < —1

c) rez (f; %) pentru f (z) = el*tg 2.

eSe determind punctele singulare izolate ale f.
*z1 = % este pol de ordin 1 pentru f.

eSe aplica teorema de calcul a reziduurilor pentru

Jjz .
f(z):ejztgz:ie sz.
CoS 2

™ : j 3 j +£ 1
rez (f;ﬁ) 56p01$0rdml lim ((z— eJZ.smz> = lim (w. ej(w 2) s (w+72r)>

2 conform 2 z—>%

i(w+3) . I I
= lim <w . “(:'OS'LU) — lim < .'lU . (_eJ(w+§) . COS'LU)) = —1- €J(0+§) .cos(0 =
s w

w—0 —sinw w—0
=—e2=—(cosZ+jsink)=-j.
Sau: ) )
(f W) % e pol de ordin 1 el? .sinz el* - sinz jx
rez (f; % = = ([ —Z S R ad A
2 conform 23 (cos z)' o —sinz o
4 z P}

:—(cos%—kjsing) =—j.

Exercitiul 3. Sa se calculeze
1

a)7Z = / ¢ dz, cu discutie dupa R > 0.
=k =2
236%

b) z:/ dz, unde (i) |2| = ¥2; (if) |2 = V2.
|2|=R % +1

1 +sinZ . 22 | 32 5 0 g 5
c)Z = ﬁdz, unde curba v este elipsa 75 + 37 = 1, cu a > 1,b > 0, parcursa o singura
¥

data in sens trigonometric.
d) I:/ sin® (%) dz,unde R > 0,k € N.
|z|=R

1
€z

Rezolvare. a) 7 = / dz, cu discutie dupa R > 0.
l2|=R+ — %

etapele 1,2, 3 - calculul integralei cu definitia. Nu, din cauza ci este greu de exprimat
f(z)=u(z,y)+jv(z,y)
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etapa 4 - calculul integralei cu teoremele Cauchy. Nu, din cauza ca f are a = 0 punct singular
esential situat in Int .
etapa 5 -calculul integralei cu teoria reziduurilor.
eSe reprezinta curba v 7 : |z] = R, R > 0. Este un cerc centrat in 0 si de razd R. Este curba neteda,
simpla, inchisa.
oSe determinélpunctele singulare izolate ale
Fe) =1
z1 = 1 pol de ordin 1 si
zo = 0 punct singular esential situat in Int v independent de R > 0.
Se reprezinta pe cazuri.
eSe aplica teorema reziduurilor sau a semireziduurilor:
caz R€10,1[ = a1 =21 =1 € Exty, aa = 20 = 0 € Int .
Se alege D simplu conex ai. yUImyC Dsil ¢ Dsi f e H(D\{0})
T =2mj-rez(f;0).
cazR=1=a1=21=1€~v,a3=2=0¢€ Int~.
Se alege D simplu conex a.i. yUIm~vy C Dsi f € H(D\ {0,1}) feor. semirgziduurilor
pe dom. s. conexe
Z=2mj-rez(f;0)+mj-rez(f;1).
caz R>1=a1=2z=1€Intvy, a3 =2,=0¢€ Int~.
Se alege D simplu conex a.i. yUIm~y C Dsi f € H(D\{0,1})

T =2mj-(rez(f;0)+rez(f;1)).
eSe aplicd teorema de calcul a reziduurilor:

rez (f;1) bepoldeordind ((z—=1)f(2) = ILIIi ((z -1) ¢ ) = lim (—e%) = —e.

ez

teor. reziduurilor
=

pe dom. s. conexe

teor. reziduurilor
=

pe dom. s. conexe

conform 2° z—1 1—=2 z—1

0 ; sing. esential . . . .
rez (f;0) ¢ punct sing. esentia c_1 =coef. lui din dezvoltarea in serie Laurent a f in "jurul"
conform 1 z —
lui 0, pe A (0;e,72), cu € > 0 foarte mic.
1
ez 1 1
Se scrie: f(z) = = ez,
) 1) 1—-2 1—-=z2
—— =14+z2+22+2+ . +2"+..,Vz€Ceculz| < 1.

1—2z

Deuzwl 11\ 1 (1) 1 /1\"
e%()cuzz 14— (Z)+=(=) +..+4=(=) +...,VzeCcu
1M\ z 2!\ z n! \ z

Atunci, pe domeniul comun de convergenta a dezvoltarilor anterioare in serie=
fGR)=Q+z+22+284+ . +2"+..)-

11 11 11 se scrie din dezvoltarea L.
N1l 4+=—4+==+...+—— 4+ ... =
<+1!z+2!22+ jLn!z"jL )

< +00, adicd |z| > 0.

doar term;lul cuc_1
1 1 1 1
=+ |=+=+.+—=+..)-+.,V2€Ccul< 2| <1
1 2! n! z
Se observa ca zo = 0 punct singular esential pentru f si din faptul ca partea principald a dezvoltarii
Laurent anterioare are o infinitate de termeni. In plus,
0) = 1 1 1 _
rez (f; )_c_l_ﬁ+ﬁ+"'+m+"'_e -1
eSe inlocuiegte:
Rel0,1[=Z=27j-(e—1).
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R=1=ZI=27nj-(e—=1)+7mj-(—e)=7j-(e—2).
R>1=Z=2mj-((e—=1)+(—e)) = —2m7j.
3L
b) z:/ € 12, unde (i) 2] = ¥2; (id) |2 = V2.
|2|=R % +1
etapa 5 -calculul integralei cu teoria reziduurilor.
oSe determind punctele singulare izolate ale

ez
f(z) = 2+ 1
a1 = z1 = —1 pol de ordin 1 si
ag = zo = 0 punct singular esential
Se reprezinta pe cazuri.
eSe aplicd teorema reziduurilor:
caz R = ? = a1 = 21 = —1 € Ext~, deoarece 1 > @;ag =29=0¢€ Int~.

teor. reziduurilor

Se alege D simplu conex a.i. yUIm~y C Dsi f € H(D \ {0})

T =2mj-rez(f;0).
cazR=vV2=a, =2 =—1 € Int~y, deoarece v/2 > l;a0 =29 =0¢€ Int~y

pe dom. s. conexe

teor. reziduurilor
=

Se alege D simplu conex a.i. yUIm~y C D si f € H(D\ {0,—1})
T =2mj-(rez(f;0)+rez(f;—1)).

eSe aplicd teorema de calcul a reziduurilor

rez (f;—1) “hepoldeordind ((z+1)f(2)) = lim ((z +1) e > = lim (—e!)=—et

conform 2 z——1 z——1 z+1 z——1

pe dom. s. conexe

0 e punct sing. esential

rez (f;0) c—1 =coef. lui din dezvoltarea in serie Laurent a f in "jurul"
conform 1 z —
lui 0, pe A (0;e,72), cu € > 0 foarte mic.
1
23e= 3 1 1

€z,

Sescrie:f(z)zz+1:z T+
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1 () cu zv—z

- = l—z+22-22+ ..+ (-1)2"+..,Vz € C cu |—z| < 1, adici |2] < 1.
—(—=

Deuzwl 11\ 1 (1) 1 /1\"
e%()cuzz 14— (Z)+=(=) +..+4=(=) +...,VzeCcu
1M\ z 2!\ z n! \ z z

Atunci, pe domeniul comun de convergenta a dezvoltarilor anterioare in serie=
flr)=23 1—z4+22 =23+ .+ (-1)"2"+...)-

) <1 + ll + li ot ii + ) se scrie din dzozvoltarca L.
|4 z n.z

doar termenul cu c¢_1

< +00, adicd |z| > 0.

1 1 (-1)" 1
= .. —— 4.+ ———4+...]-4+..,¥V2€Ccu0 1.
+(4! a7t +(n—|—4)!+ St vz€Ceu < 7| <
Se observa cd zo = 0 punct singular esential pentru f si din faptul ca partea principald a dezvoltarii

Laurent anterioare are o infinitate de termeni. In plus,

11 (—1)"
reZ(f,O):C_lzﬁ—g—i-—i-m—F
1 1 1 1 (=1)"
-1 _ 1 _ * L L
Cume " =1 oty Tyt ot T

1 1 1 1
. — — -1 _ ) ==
rez (f;0) =c_1=e (1 0 + 51 3!> =e 3
eSe inlocuiegte
1
R:\?:I:%j-(el—g)
. —1 ]- —1 _]-
R=V2=T=27j-( (e ~3 +(—e ) :2773?.
c) A se vedea Curs.
d)I:/ sin® (%) dz,unde R > 0,k € N.
2|=R

etapa 5 -calculul integralei cu teoria reziduurilor.
eSe reprezintd curba 7y : |z] = R. Este un cerc centrat in 0 si de raza R > 0. Este curba neteda,

simpla, inchisa.

b

eSe determind punctele singulare izolate ale
f(z) = sin® (1).
a1 = z1 = 0 punct singular esential pentru f.
Se reprezinta.
eSe aplica teorema reziduurilor:
a; =21 =0 € Int.
Se alege D simplu conex a.i. yUIm~y C Dsi f € H(D\ {0})

T =2nmj-rez(f;0).
eSe aplica teorema de calcul a reziduurilor

teor. reziduurilor
=

pe dom. s. conexe
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0 e punct sing. esential

rez (f;0 c_1 =coef. lui
(f7 ) conform 1 1 z —

lui 0, pe A (0;e,72), cu € > 0 foarte mic.

din dezvoltarea in serie Laurent a f in "jurul"

@enzwl 1 (1 1/1\? (- 1\ 1
: 1 - z = - _ - N =) - -
sin £ = T <z> a1 (z) + ...+ Gnr 1) \ 2 +..,Vze€C cu . < 400,
adicd |z| > 0.
k
f(z) = (Sin l)k — l 1 _l 1 3+ + (_1)n 1 2n+1+ se scrie din d:ezvoltarea L.
z 11\ z 3\ z (2n—|— 1)' z doar termenul cu c_1
1
=..c33+tca5+tca-+..,V2€C, 0< 2] < oo,
4 z z
ande o1 — 1, daca k=1
1710, dacikeN,k>1

1, dacak=1

0, daca ke Nk >1

21j, daca k=1

0, daca ke N,k >1

Se obtine: rez (f;0) = c_1 = {
eSe inlocuiegte Z = 27j-rez (f;0) = {

Exercitiul 4. Si se calculeze

ez—i 1
a)I:/ dz;b)I:/ —————dz,undea € R,a > 0si R > a.
zl=22 +1 lsl=rz (22 + a2)?

sin z
c) I = / ———dz.
) =22 (24 + 1)

Rezolvare. a) 7 :/ -
=22 + 1

etapa 5 -calculul integralei cu teoria reziduurilor.

eSe reprezintd curba 7 : |z| = 2.Este un cerc centrat in 0 si de raza 2. Este curba netedd, simpla,

inchisa.

T
ezl
dz.

eSe determind punctele singulare izolate ale
ez—i

f(z)= mi
z—j=0=>2z=]j
2+1=0&(z+)(z-j)=0=2>2=—jsiz=j.
*xa1 = z1 = —j pol de ordin 1 pentru f.
xag = z9 = j punct singular esential pentru f.
eSe aplica teorema reziduurilor:
a1 =21 =-—j€Inty;as =22 =j € Intr.
Se alege D simplu conex a.i. yUIm~y C Dsi f € H(D\{-j,j})

teor. reziduurilor
=

pe dom. s. conexe
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I =2mj-(rez(f;—]) +rez(f3)))-
eSe aplica teorema de calcul a reziduurilor

.. —Jj epoldeordinl ., . . . ezi—j
rez (fi=3) 70T i (2 4) £ (2) ;;gj0z+ﬂ(z+n(z_”>
s . Tl
_efjfj _Jez o L. o
=T _%(Cosg+351ng)—7.
rez (f;]) J e punct :gg fbenpal c_1 =coef. lui - din dezvoltarea in serie Laurent a f in "jurul"
contorm - Z—J
lui 0, pe A (j;&,7r2), cu e > 0 foarte mic.
Se scrie: i
ez 1 1 . 1 1 I = 1
f(z): - - = - ‘.6Z—J.f:7’. .ez—J. —.
(z+i)(z=)) 2z2-j z+] 2=j+2) 2] 2] 1+ 3
1 1
- = ,,Vze@eufE(C,adicézaéj,adicé\z—j\>0.
z—] z—] J
1 1 1 1 1 1 (*) cu zw—%

S E-DEN 2 e % (o)

2j
-1 z—j zZ—j 2 z—j 3 1\ zZ—j " v C z—j 1
adicd |z —j| < 2.

x_ (2) cuzm

z—j z=] 1 1 s 1 s 2 1 x \" v C 1 C
adicd z # j, adica |z — j| > 0.

Atunci, pe domeniul comun de convergenta a dezvoltarilor anterioare in serie=
1 1 . N2 3 A"
=5 <1_ )+ (5) - () + - 0 (5) +> .
1 1 2 1 n se scrie din dezvoltarea L.
1+ 5 (F) +5 (&) o+ (5) +- Lo
< + 1! \#7I + 21 \#7] + * nl \#7J + doar termenul cu c_q
1 T w2 (—1)" 7" ) 1
=..4+—(1- = + + ot + ... -+..,VzeCcul < |z—j| <2
2] < 2j-1! (2j)22! (2j)" n! z—] | |
Se observa cd z3 = j punct singular esential pentru f si din faptul cd partea principald a dezvoltarii
Laurent anterioare are o infinitate de termeni. In plus,

G Ly l(=m\, L(=r 2+ (= ”+ 1= 1
rez (f;j) =co1 = — = = = | = ot = = ] = =2 ==,
) =61 =5 25/ "o\ 2j ol \ 2] 23° 2

1 1
eSe inlocuieste Z = 27j - <—2 + 2> = 0.

1
b) Z = / ————5dz,unde a € R,a > 05i R > a. A se vedea Curs.
=rz (2 + a?)

sin 2
c) 1= —dz.
) \/|z:2’22(z4+1) z

etapa 5 -calculul integralei cu teoria reziduurilor.

eSe reprezintd curba 7 : |z| = 2. Este un cerc centrat in 0 si de raza 2. Este curba neteda, simpla,
inchisa.
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eSe determind punctele singulare izolate ale
£(2) sin z
)= 57—
22 (z4+1)
(P +1) =0 z=0sauz'+1=0] <

z1=0 PN z1=0 o
(22 +1)° =222 =0 (22 =V2z2+1) (22 +V2241) =0

z1 = 0 sau
g = \/512”@ sanl 245 = f\/igtjx/ﬁ
*21 = 0 pol de ordin 1 pentru f, 27 = 0 € Int+y, sau cu definitia, deoarece sin0 = 0 si
lim S22 — 1, sau deoarece
z—0 z ( 1)n
sin z 1 /1 1 —
e -, =3 N =) 2n+1 —
2 > <1!z 3!2 + ..+ (2n+1)!z —|—>
11 1 (=D"  an1
= F; +<—3'Z++WZ + ... ,VZEC, cu0<|z|<+oo
partea princ. partea tayloriand

Se observd ca z; = 0 este pol de ordin 1 pentru g, deci gi pentru f si din faptul cd partea
z
principala a dezvoltarii Laurent anterioare are un termen.
*29 = % (1+4j) pol de ordin 1 pentru f, zo = % (1+j) € Intr.
*23 = % (1 —j) pol de ordin 1 pentru f, z3 = % (1—3j) €Intr.
*24 = % (=1 +j) pol de ordin 1 pentru f, z4 = 12 (=1+j) € Int~.
k25 = % (=1 —j) pol de ordin 1 pentru f, z5 = % (=1 —7j) € Int~.
eSe aplicd teorema reziduurilor:
21,2345 € Int ~.
Se alege D simplu conex a.i. yUIm~y C D si f € H(D \ {z1, 22, 23, 24, 25 })
I =2mj-[rez(f;21) +rez (f;22) +rez (f;23) + rez (f;za) + rez (f; 25)] -
eSe aplica teorema de calcul a reziduurilor

0 e pol de ordin 1 .. . sin 2 . sin z 1
rea (fiz1) i%“z—o)f(z”:i%((z—o)zwm)ﬂli%(z'z4+1>:1-

conform 2°

S

teor. reziduurilor
=

pe dom. s. conexe

rez (f 2 ) 22 e pol de ordin 1 lim (Z . ) sin z
2 conform 2 =22 2 (2 = 22) (2 — 23) (22 +v2z + 1)
sin 2o
z% (22 — 23) (z% + 229 + 1) '
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Loz (fZ ) z3 ¢ pol de ordin 1 lim (Z—Z ) sin z .
'3 conform 2° z2—23 3 22 (z — ZQ) (Z — 2’3) (2’2 + \/§Z + 1)

_ sin zg
22 (23— 22) (23 + V223 + 1)
z4 e pol de ordin 1 |, sin 2
rer (f’ Z4) conform 2 Zl—>1£’14 (Z Z4) 22 (22 - \/§Z + 1) (Z - 24) (Z — Z5)>
- Sin zy4
22 (2% — V224 + 1) (24 — z5)
z5 e pol de ordin 1 |, sin z
. & 1 _ _
vz (3 7) conform 2 #4225 <(z %) 22 (22— V224 1) (2 — 24) (2 — Z5)>
sin z5

22 (22 — V225 + 1) (25 — 24)
eSe inlocuieste
sin zo sin z3

IT=2mwj- |1+ +
( 23 (22 — 23) (z§+\/§z2+ 1) 23 (23 — 22) (Z§+\/§Z3+ 1

sin z4 sin z5 )

+ +
22 (22 — V22 + 1) (2a— 25) 22 (22 — V225 + 1) (25 — 24)
Comentariu. Se putea folosi reziduul lui f in infinit.

)—i-

Exercitiul 5. S& se calculeze

dz,unde v : 422 + 9y — 36 = 0.

13
7= / e
v(z—=2)"(z4+1)
Rezolvare. etapele 1, 2,3 - calculul integralei cu definitia. Nu, din cauza ca este greu de exprimat
f(2) =u(z,y) +jv(z,y)
etapa 4 - calculul integralei cu teoremele Cauchy. Da, tema.

etapa 5 -calculul integralei cu teoria reziduurilor.

2 2
eSe reprezints curba « : 422 + 9y? — 36 = 0 & % + % = 1.

Este o elipsa centrata in 0 si de semiaxe 3, 2. Este curba neteda, simpla, inchisa.
""'

eSe determind punctele singulare izolate ale
13
f(z) =

z
(z—2*(z+1)

(z—2*(24+1) =0« [z=2sauz=—1].

xz1 = 2 pol de ordin 4 pentru f, z; = 2 € Int~.

xz9 = —1 pol de ordin 1 pentru f, zo = —1 € Int~.
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Se reprezinta.
eSe aplica teorema reziduurilor:
ap =2z =2¢€Inty,a3 =290 =—1€ Int~.
Se alege D simplu conex ail. yUIm~y C Dsi f € H (5 \ {21, zg}> teor. reziduurilor
pe dom. s. conexe

T =2nj-(rez(f;2)+rez(f;—1)).
eSe aplica teorema de calcul a reziduurilor

. 13
—1epoldeordinl .. -1 -1
;—1 = 1 1 = = —.
D om0 <(” Ry 1)) (-3 3
2 e pol de ordin 4 1 . ( 4 >(4—1)
;2 —1 -2 =
rez (f7 ) COHfOI'Il’l 2 (4 - 1)! ZL)H% (’Z ) f (z)

13 (3) 13
hm <(z —2)* : > _1 lim ( & )
(2—2) (z41) 6z—2\z+1

"

1 —_
z—l—l -
n

T3

) ’ "

(e eaey () roey () e (2)) -
-( :

(=

1131211210 43.13.12. 511 — 1 > +3-13- (_1)(_3 (=1)(=2) 2_3)
(z+1) (z+1) (z+1)
rez (f;2) = ¢ (1.13'12-11.210+3-13'12-211 53 43.13.2120(2) 4 C )(33)(—3>) _
=13-11-2"—13.212. 1413210 L~ L =13 28 (11 -2+ §) - %
—13.911.94 1 _ 22533003
- 9 37 — 81

—1 1
eSe inlocuieste Z = 27 - (34 +13-211. %4 - 34) .

Exercitiul 6. S3 se calculeze
I—/(1+z—i—z2) (e% terT —1—62172“) dz,unde v : |z| = 3.

Rezolvare. etapa 5 -calculul integralei cu teoria reziduurilor.
eSe reprezintd curba v : |z| = 3. Este un cerc centrat in 0 si de razd 3. Este curbad netedd, simpla,

inchisa.

y |

eSe determind punctele singulare izolate ale
f(z)=(1+z+2% (e% FemT —i—ez%?)
z1 = 0 punct singular esential situat in Int ;
zo = 1 punct singular esential situat in Int ~;
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z3 = 2 punct singular esential situat in Int-~y.
ePentru reducerea volumului de calcul construim cercurile:
| — D _ 1. . _ 1
Y1t ‘Z|—T‘,7“<§,’72. |Z—1|—7“,7”<5,73.‘2—2‘—7",7“<§7
interioare cercului initial gi care nu se intersecteaza doud cate doud, ca in figurd. Atunci

/f(z)dzz fdet [ F)de+ [ f(2)de, unde
Y Y1 Y2

73

— — 2\ .2
f(2)dz = Z|Jf(z)dz-/|z_r(l+z+z )e dz+/

|z|=r

(1+z+ z2) (eﬁ + e$>dz =
7

~
olomorfa pe |z|<r

rema Cauch;
teore &:Clucy/ (1+ 2+ 2?) erdz + 0.
|z|=r

[rzf(Z) dz = /z—lrf(Z) dz = /|Z_1|T (1—|—z~|—z2) ezlldz+/|z_1|r(1+z+z2) <€z + ez 2)dz —

olomorfs pe |z—1|<r

teorema Cauch; 1
= y/ (1+z+z’2)ezfldz—|—0.
|z—1|=r

/st (2)dz = /HZTf (2)dz = /|z_2|:7~ (1+ 2+ 22) 6z12d2+/|2_2|zr(1 +2+27) (e% + eﬁ)dz -

olomorfd pe |z—2|<r

teorema:Cauchy / (1 42+ 22) ezii2dz + 0.
|z—2|=r

/f(z)dz:/ (1+2z+2?) eidz#—/ (1+2+2?) ezl—ldz+/ (1+2+2?) e72dz.
~y |z|=r |z—1|=r

|z—2|=r
Se aplicd teorema reziduurilor pe domenii simplu conexe pentru fiecare din cele trei integrale=

/f )z = 2mj-xen (f1;0) + 27 - ren (a5 1) + 27 -xen (f;2).
Se foloseste (2) =

1 /1 1 /1 1 \" 1
=1+—=(-)+=1(- + + - .,vVze€ Ccu
1 2' z z

' < +o00, adicd |z| > 0.

w =

e

= 1+1 1 (LY wec i P
ex1 = — — - V2 cu 00
n\z-1 2' n' z—1 ’ z—1 ’
adica |z — 1] > 0.
1 l 1 1 1 " 1
e = 1+ = — — +..,VzeCcu < 400
1! — 2 n z—2 z—

adicd |z — 1\ >

A= (e ) e ;:<1+z+z>(1+11, () eg () e (1)) -

1 1 1\1
_...+(++>Z+...,VzeC,0<\z\<r.

fa(z) = (1+z—|—z2)-ez—1 -

= (e=vtese-ne) (105 () r3 () +r () +) -

3 3 1 1
= .. -1
+(1'+ +3'> _1+ WVzeC,0<|z—1| <

f3<2):(1+2’+2)-62i2 =
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:((2—2)2—1—5(z—2)+7) <1+11!(Zi2>+21!<212>2+...+;!<zi2

7 5) 1 1
=+ |7+t + ) +.,V2€eC,0<|z—2| <

12t 3! -2
1 1 1 3 3 1 7T 95 1
Lf(z)dzZWJ (1'+2'+3'>+27TJ (1'4- +3'>+27TJ (1'++3'>—
) 14 29 46
=2 2T 27 = 21—
7TJ3+ T 3+7TJ 3 mj- 3

6.2. Calcul de integrale reale cu teoria reziduurilor

Teorema 1. Fie a > 0 si
:/ R(z)e&dx, Ty :/ R (x) cos (ax) dz,Zy :/ R (z)sin (ax) dz.
_Oﬁ —0o0 —0o
Dacd R = @,P,Q € Rz],gradQ > grad P + 1,Q (z) # 0,Vx € R, atunci:
T=2rj) rezf(z),71y =Rel,Tp =ImT,

unde f(2) = R (z) €%, iar 2, sunt acei poli cu Im z, > 0.

oo :
Exercitiul 1. S3 se calculeze / TR gy
oo T2 =22+ 10

Rezolvare. A se vedea Curs.

Exercitiul 2. S3 se calculeze
2Jx
——d
a) / 82+ 16
Rezolvare. Fie
/oo 1 2jmd
I=| —
it 822160
Se observa ca
P (z) =1;grad P = 0;
Q (z) = 2* + 822 + 16; grad Q = 4;grad Q > grad P + 1.
Q(z) = (22 +4)° = Q () £0,vz € R
Conform Teogemei 1=
7= ZWjZI‘er(Zk) ,cu Im z, > 0.
k=1
Aici 1
i /(2) = g 16°

T =2mjrez f (0+2j) 0+2j e pol de ordin 2

2i% are 21,2 = 0+£2j poli de ordin 2, cu Im z; > 0. Deci

conform 2°

1 2 1 2j -
_ 2 . l. _2‘ Jz =
T2 ) o) ((Z ) (z—2))2(z +2)°° )

)

1 2\ 2jz ., 9; 21)2 _ ¢2i% .9 9
=2rj lim ((()62“«))_2#j T j(z+2j) —e (z+ J):

z2—0+2j Z+2J 2 z—0+4+2j (Z+2J)4

13
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7 (2] 2j) —2 2025 .(2j(2j42j)) — 2 . (-10
—ori lim (J(er_gJ) ) _ o€ (J‘(stJ) ) _op & (210) _
2042 (z +2j) (2742j) 4j-(-16)
5 4
= —me "
Se poate deduce gi ca:
®  cos(2x) 5 ) °  sin (22)
I = s —dr = —rme i T, = —_
L / A2 16 160 B /_Ooa:4+8:c2—|—16
e
b)/ ——————dx.
22 —2jxr—2
00 1 )
Rezolvare. FieI:/ 2—,6de1}
oo Xf—2jx =2
Se observa ca
P (xz) =1;grad P = 0;
Q(z) =22 —-2jr—2;gradQ = 2;grad Q > grad P + 1.
Q(x) #0,Vz e R
Conform Teoremei 1:I:2Wj2rezf(zk) ,cu Im z;, > 0.
k=1
1
Aici f(z) = ﬁ * are z12 = 1 4] poli de ordin 1, cu Im 21 2 > 0. Deci

T =2mj(ven f (—1+]) +rez f(14]) 1 cPadeordnt

conform 2°
.. . 1 L,
=2l <("" A e CLE- ° > *
+2rj Tim. <(z 1(1 ) e (11+j))ew> _
P SI(-1H) ) | =
2 J(((—1+j>—<1+j>> R (e ey ey +>

1 . N : .
=27] <_2€J(1+J) + 2€J(1+J)> =7j (_671*‘] 4 e—lﬂ) —

=mje t(—cos(—1)—jsin(—1) +cosl+jsinl) =
=nmje!1.2jsinl = —27e sinl.
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