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Capitolul V. Integrale de suprafata

Teoria:

1. Teorema 1. (de reducere a integralei de suprafata de specia I) Integrala de suprafata

de specia I se noteazd cu / / f (z,y, z) do, unde dg este'elementul de arie al suprafetei.
S

A) Dacd suprafata S este data prin ecuatiayexplicitd z = 2 (x,y), cu (z,y) € D unde
D este proiectia suprafetei S pe planul XOY4Atunci are loc reducerea integralei de
suprafata:

[ 1 @wzrio = [N @ @) VT 5 Py

unde

x =z (u,v)
B) Daca suprafata S este datd, prin ecuatiile parametrice < y =y (u,v) , (u,v) € A
z =z (u,v)

(domeniu de variatie pentru v si v). Atunci are loc reducerea integralei de suprafata:

//Sf(fv,y,fé)daz//Df(x(u,v),y(u,v),z(u,v))\/ﬂdudv

unde

E=(2)" + (yh)” + (2)%,
G = ()" + ()" + (21)%,
F

2. Teorema 2. (de reducere a integralei de suprafatd de specia II) Integrala de suprafata
de specia II se noteaza cu

// P(z,y,z)dydz + Q (x,y, 2) dedz + R (x,y, 2) dedy
S
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Are loc reducerea integralei de suprafata:

// Pdydz + Qdxzdz + Rdxdy = // (Pcosa+ Qcosf+ Rcosy) do,
S S

unde cos «, cos 3, cos v sunt cosinusii directori ai normalei (adica unghiutile «, 8, v sunt
unghiurile facute de normala la suprafata S cu axele Ox, Oy respectiv Oz).

Dacd suprafata este data parametric atunci avem formulele

A B c

cosa = =+ , cosff = =% , COsry= £ ,
1/142_’_B2_|_C'2 ,/A2+BQ+CQ ‘/A2+B2+CQ
unde A, B, C sunt determinantii functionali definitisde
D (y,2) D (z,z) D (z,y)
A= m = y,uZ;_y;Z:“ B = m = Z&Q?;_Z;-T;, C:= D (u,v) = x;y;_x;;yv: :

Este utila si egalitatatea
A% + B? 9C? =[EGR¥ F*

Pe de altd parte elementul de suprafata aréexpresia
do =/ A% 4+ B? + C? dudv =\/ EG — F? dudv

deci are loc formula de calcul pentrtyintegrala de suprafatd de al doilea tip

// Pdydz 4+ Qdzdz + Rdxdy = // (Pcosa+ Qcosf + Rcosvy)do.
S S

Inlocuind acum formulele decaléul pentru cosinusii directori obtinem teorema de re-
ducere a integralei de suprafata de‘al doilea tip:

//dedz+dedz+Rdmdy:i// [P-A+Q-B+ R-C]dudv,
S D

unde semnul £ corespunde celor doua fete ale suprafetei.

3. Observatia 1. La integrala de suprafatd de specia II conteaza fata suprafetei (ceea ce
va da orientarea nermalei).

4. Teorema/S. - Formula lui Stokes

Eie S o suprafatd netedd marginitd de (curba) conturul 4. Fie functiile P (z,y, 2) ,Q (x,y,2) , R (z,y, 2)
cuderivatele partiale continue. Atunci are loc

[ (%@ or oR _0Q or _oR
APdw—FQdy%—Rdz = //S (8:5 8y> drdy+ < 3y 0z > dydz—+ ( 92 855) dzdx

5. Teorema 4. Aria unei suprafete S este data de

AS://Sda
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Aplicatii:

1. S& se calculeze / / (2 4+ y?) do, unde () este emisfera superioard 2> /2 + 22 = R?,
z > 0. 5
Indicatie: Pentru a calcula aceastd integrald folosim ecuatiile parametrice ale sferei:
x = Rsinfcos ¢,
y = Rsinfsinp, (1)
z = Rcos#,

unde 0 € [0, 7], ¢ € [0,27]. Deoarece lucram pe emisfera superidara vom lua, evident,
0 € [0,7/2], ¢ € [0, 27x]. Calculam coeficientii

E = ()" + (vp)" +
G = (x:p) (%)2 + (zfp)2 = (—Rsin sin ¢)? F(Rysin 0 cos p)? + 02 = R2sin? ¢

A/ / / / I
F=uay -z,4+yp y,+ 2y 2, =

R (zé)2 = (Rcos B cos )% 4. (R cosf in ¢)* + (—Rsinh)* = R2
‘1
= (Rcosfcosp) (—Rsinfsin p) + (R cos § sin) (Rsinfcosp) +0(—Rsinf) =0

deci
do =V R4sin? #dAdy = R?sin 6 dfdy ()

Deci integrala de suprafatd este egald cuyo integrala dubla calculata pe dreptunghiul
D =10,7/2] x [0, 27]

I, = // (:132 + y2) do = // (R2 sin? @ cos? p + R?sin” § sin? go) R?sin §dfdyp
S D

w/2 2m w/2
= / < / R*sin? 9d<p) do = 2rR* / sin® #df = calcul tem ...
0 0 0

(am obtinut integrale deifunctii trigonometrice).
2. (Temad) Sa séicalculeze / / (22 + y®) do, unde (S) este sfera % + y? + 22 = R2.
S

; 42+ 2= a2,
3. S& se calculeze / / (x2 + y*) do, unde S este emisfera
S z > 0.

Indicatie: Suprafata 2% +y? + 22 = a? este o sferd cu centrul in origine de raza a. Putem
folosi ecuatiile parametrice ale sferei dar si ecuatiile explicite ale emisferei superioare.

Ecuatiile explicite ale celor doud emisfere sunt
z=*+\a? — 22— 2
In cazul nostru avem emisfera superioara (z > 0) care are deci ecuatia explicid

z=1/a? — 2% — 2.
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Elementul de suprafata este dat in acest caz de

= V1+p2+dedy, p=2z, q=2,

deci
—2z —2y
p= y 4=
9/aZ — 22 — ¢ N
si
x2 Y2 a? a
d":w*az_xz_yz+a2_m2_y2d$dy: 2o = s

Integrala este atunci datd de urmadtoarea integrala dublédcalculata de discul D care este
proiectia suprafetei S pe planul 20y, adica

D = {(z,y) € R* : 25 y* Qa?}

p? cos? 0 + p?sin” 0 dp) o

2m a
I—// 2 +y ——————dady = / P
Va —x2—y 0 0 a2 —p?cos?f — p?sin® 6

2w a
P’ 3,2 4 2\1/2 y
=a de'/ dp:2a7r/ p°a” = p dp = calcul tema . ..
/o 0 ya?—p? 0 ( )

(am obtinut o integrald binoma).
4. Si se calculeze / / (22 + y* +%) do, unde (S) este portiunea din suprafata z = 4 —
s
22 — y? situatd in semispatiul supetior.
Indicatie: Suprafata » # 45,22 —9? este un paraboloid cu axa de simetrie Oz, cu varful
(punct de maxim) in punctulyl/ (0,0,4). Avem deci ecuatia explicitd z = 4 — 2% — 2

cu (z,y) € D = {(fyy) ER? : 2* + y* < 4} (deoarece D este proiectia suprafetei S pe
planul 20y, deci . esteyun disc de razd 2). Elementul de suprafatd este dat in acest caz

de
= V1+p?+dedy, p=2, q==z,
p=—2x, qg=—2y=do=+/1+ 422+ 4y2dxdy

Integrala este atunci data de urmatoarea integrala dubla calculata de discul D:

I://(x2+y2+4—a:2_y2) 1+4932+4y2dxdy:4/ 1+ 422 + 4y2dxdy =
D

D27r R
:4/ </ \/1+4p2c0529+4p25in20pdp>d@z
0 0
2 R 8 R 1/2 2\/
4(/ d<9> </ p\/1+4p2dp):8/ (1+4p*) " (1+4p%) dp=......
0 0

0

deci
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z
5. Si se calculeze / / V22 + y2do, unde S este dat de {
S

Indicatie: Suprafata 22 = 2—2 (mQ + y2) este un con cu varful in origine $i cu sectiunile
prin plane paralele cu planul Oy, cercuri. Ecuatia explicitd este z = :I:gx/ 22 +y?si
tindnd cont de 0 < z < b obtinem ecuatia explicitad

b
2= —a2+9y2,0<2<b
a

Intesectia conului cu planul z = b este datd de
2
=L@+
z=1b

deci & (22 +¢?) = b? & 2% + 42 = a?, adicd un cer¢'de razda. Proiectia pe planul 2Oy
este domeniul D = {(z,y) € R* : 22 + y* < o?} ,Calculam

b 2x b 2y
N ey ——
a9 $2+y2 a9 x2_|_y2

B2 g2 b2 W2 b2
= da:\/14—a2$2+y2+¥x2+y2da}dy=\/1+a2d:€dy:

Integrala este atunci datd de urmatoarea integrala dubla calculata de discul D:

N b2 /2 b2 2 a
I://\/x2+y2a+dmdy:a+/ (/ \/pchSQG—l—pzsianpdp) df =
a a 0 0
D

:Viﬁ(/o%cw) </Oap2dp> = ..

6. (vezi Cursul) Sa se galculeze aria sferei de raza R.

p =

22 + 42 = R?,
7. Sa se calculeze aria laterala a suprafetei cilindrice: 0.1 (se vor folosi co-
z € (0,

ordonatele cilindricei(vezi Curs) pentru a parametriza suprafata cilindrica).
8. Sd se calculeze / / (z +y + 2)"* do,unde S este suprafata pland z+y-+2 = a decupata
s
de planele de ¢oordonate.
Indicatie: Suprafata este AABC unde A (a,0,0), B(0,a,0), C (0,0, a). Proiectia pe pla-

nul zOyde ecuatie z = 0) este placa triunghiulard OAB. Ecuatia explicita a lui (.5)
estez=a—z—y, (v,y) € AOAB.

Avem
do = V/3dzdy

e ([ )i

iar
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9. Sa se calculeze / / yzdydz+zzdzdr+xydxdy, unde S este suprafata pland x+y+2z = a

S
decupatd de planele de coordonate.

10. (Temd) Sa se calculeze / / yzdydz + xzdzdx + xydrdy, unde S este tetraedrul limitat
s
dex=0,y=0,2=0siz+y+2z=a.

11. Sa se calculeze integrala de suprafatd de tipul al doilea I*:= / / w’dyd? + y*dvdz +
s

zdxdy, unde (S) este fata exterioard a emisferei superioare de,raza R cu centrul in
origine.

Suprafata (S) este datd de ecuatiile parametrice (1). Trebuie cadlculati determinantii
functionali A, B,C

D(y,z) . ’ D(va) !l I, D(x,y) I, I,
A= D6, 9) =Ygz, Yoy, B:= D(0,9) = 29T, 2R Tg C = D(09) = ToY,—T,Yp
Deci

A=...=R?sin?Acosp, B=...=Ri%in’@8ing, C=...= R*sinfcosf

Integrala devine

I = // 22dydz + yPdudz + zdvdy = // [(Rsinf cos ¢)? (R2 sin® @ cos ©) +
S S

+ (Rsin fsin p)? (R2sin® @sin‘p) + (Rcos ) (R?sinf cos 0)]dOdy
= ... Calcul tems ...

(am obtinut integrale defunctiiitrigonometrice).

12. do, unde S este portiunea din paraboloidul hi-

Sd se calculeze I = / / \W°

S Vol + 22 + y2
perbolic z = zy obtinutd pentru (z,y) € [0,1] x [0, 1] (suprafata tdiata din paraboloidul
hiperbolic z = 2y de cdtre paralelipipedul (z,y) € [0,1] x [0, 1]).

13. Sa se determiine ariastiprafetei tdiata din paraboloidul hiperbolic z = xy de catre cilin-
drul circular 22+ ¢?> = R2.

Avem Ag = / / do iar elementul de suprafatd este dat in acest caz de
S

do = \/1+p? + ¢?dxdy, p= 2, q¢ = 2,

cuz=uay, (z,y) € D= {(z,y) € R?: 2% + y* < R?}, deci

p=vy, == do =+/1+ 22+ y2dzdy
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Aria este atunci datd de urmatoarea integrala dubla calculata de discul D:

21 R
As—/ \/mda:dy—/ (/ \/1+p260829+p28in29pdp>d9—
0 0
D

- </O2Wd9> </0Rpmdp> :227T/0R(1+p2)1/2 (14 p%) @ =

p=R
- (1+ p2)1/2+1 o ((1 N R2)3/2 B 1)
B 1/2+1 -3
p:
T = ucsv,
14. Sa se determine aria suprafetei de rotatie (S) : & y =wsinv, cu (u,v) € [ug,ug] X
2= f (@),

[0, 27].

Avem Ag = / / do iar elementul de arié al suprafeteieste dat in acest caz de
s

= VEG — B2dudv,

Calculam
B = (@)% + (5)2 + ()% = (cOhg)? + (sinw)? + (F (u)? = 1+ (' (w))?
G=(z))*+ ) + () = (—usinv)2 + (ucosv)? 4+ 0 = u?
F=x -2 +vy, -y, +%& % = —usinvcosv +ucosvsinv+ 0 f' (u) =0

Aria este atunci datd de'urmatoarea integrala dubla calculatd de dreptunghiul D =
[ug,uz] x [0,27]:

As = é/ VEEG FF2dudy = é/ \/u2 (1 +(f (u))Q)dudv =

:/02” (/uu /1 + (f (u))%zu> dvzzw/: luf /14 (f (w)*du

15. Sd se calculeze integrala de suprafata de primul tip:

/xZ y2 Z2
]2:'/)Q 5Z‘+'BZ‘+'EZdJ

unde (.5) este elipsoidul ‘;—i + z—j + i—; =1

Folosim ecuatiile parametrice ale elipsoidului
x = asinf cos g,
y = bsinfsin @,

z = ccosf,
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16.

17.

18.

unde 6 € [0, 7], ¢ € [0, 27]. Calculam coeficientii
E = ()% + (yh)® + () = (acos B cos )* + (bcosfsin ) + (—csinh)?
G = (! ) + (! ) + (z;,)Q = (—asinesingo)2 + (bsin 6 cos p)? + 0°
F=ux- 9: +yp - yw + zp - z
= (acosfcos ) (—asinfsin ) + (bcosOsin ) (bsin O cos ) + 0(=—qsin )

deci
EG — F? = ._calcule... = b*¢® sin? 0 cos® o + a®c? sin 0 sin® 0% a’b” sin? 0 cos? 0
=VEG — F2dfdyp =
— abey/ S0t | it 0ontey cofllin g
Pe de alta parte

2 2 22 s 2 2 §i 2 0si 3 sy
Y = = ..calcule... = \/ m - ¥ + I~ osin= ¢ n
a b2 C2

Deci integrala de suprafatd este egald cu, 0'integrald dubld calculatd pe dreptunghiul
D = x [0, 27]

// |22 b4 da—//abc (sm 6.cos> v sin? Gbsm @  cos (9) sin Bd6dy

2w
0 0 0
= / </ abc (sm ZOS 3 + sin’ bzm L4 + CO:2 ) sin 6dg0> df = calcul tema....
0 0

a

(am obtinut integrale de funetii trigonometrice).

Sd se gdseasca aria por;iuniQi de SQuprafa’gé sectionatd de cilindrul eliptic 2—2 + z—; = 1din
paraboloidul eliptic 2z =, =) 4~

o . \ . . o2 2 2 . . . .
Sé se calculeze afia elipsoidului %5 4 ¥ + 2 = 1 (se va folosi parametrizarea elipsoi-
dului)

Sd se gdseased masaysi centrul de greutate al unei emisfere superioare dacd densitatea
este 1 (z,4, 2) B[ r? + y?

Aplic formulele de calcul pentru masa si pentru coordonatele centrului de greutate

G (zc,ya, 2c):
N —
s

mG_,,il/\/xu(wvyvz)dU
;//yu Ty, 2
;//zu T,y,2

8

respectiv
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Folosim ecuatiile parametrice ale emisferei superioare (vezi si rezolvarea Exercitiului
1).

19. Sa se determine momentele de inertie in raport cu planele de coordonatefale suprafetei

N 2
conice omogene 2% = & (22 +4%),0< 2 < h

Aplic formulele de calcul pentru momentele de inertie in raport cu planeléidé coordo-

nate:
rg = 72// xﬂ(%yaz)da
S

Yo = ;(/ygyu(x,y,Z)dU
ZG:%‘// Z/,L(.%',y,Z)dO'
\ S

Avem ecuatia explicitd a conului

h
Z:E\/aj2+y2,0§z§h

Trebuie determinatd intersectia conuluitctuiplanulyz = h, si apoi D, adicd proiectia
suprafetei pe planul xOy (vezi si rezolvarea Exercitiului 5).

20. S se verifice formula lui Stokes pentraffunctiile P = 2%y, Q = 1, R = z daca conturul

22 +y? = a? 2+ yi+ 2% =a?
() este cercul

iar suprafata (S) este emisfera
L —0 prafata (5) { <0

Indicatie: Trebuie sa verificim egalitatea

oQ JOP OR 0Q OP OR
P et —_— _ _
/W dx+Qdy+Rdz //S <8x 8y> drdy+ ( oy~ 0z ) dydz+ ( 9% 81:) dzdx

sau echivalent

/$2y3d$ +dy+ zdz = // (0 — 3x2y2) dxdy + 0dydz + Odzdx = —3 // 22y dady
v S S

2+y?+22=a?
21. S& se calauleze / / xdydz+ydxdz+zdrdy, unde S este fata exterioara a sferei
S z,y,z >0

22 y2 22
L+ L+ 5 =1

22. Sa seealculeze / / zdxdy, unde S este fata exteriara a elipsoidului {
S z>0

Observca P =0,Q =0,R = z deci

//zdxdy:// (Ocosa+OcosB+zcos7)dU://zcos*yda
S S S

si deci nu trebuie sa calculdm cos « si cos .





