Capitolul IV: Derivate si diferentiale. Lect. dr. Lucian Maticiuc
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SEMINARUL 6 & 7.

Cap. III_Limite de functii. Continuitate (continuare)

1. Seda f : [0,00) — R, continud cu lim f (z) = 2. Sd se arate ca f|este marginita.
T 00

Rezolvare:

Aplicdm Teorema lui Weierstrass: O functie continud pe o multinie compacti este mirginiti si isi
atinge marginile.

Observatie: O submultime compacti din R tnseamnd o mudtime inehisd si mdrginitd in R.

Vom aplica definitia cu € si 6 pentru a explicita limita yl}_}nolo f(z) = 2. In cazul nostru = — oo

deci definitia este: pentru orice € > 0, existd un numar § = §(¢) > 0 (in cazul acesta ¢
trebuie sd fie suficient de mare) a.i. oricdre ar fi'w > §'8d rezulte |f (z) — 2| < e. 54 ludm de
exemplu ¢ = 1 deci existd § > 0 a.i. oricarelar fi > d|sd rezulte |f (z) — 2| < 1.

Deci pentru z € (J, 00) avem cd

[f(z) =2l <¥&=-1< fi(z) 2<1lel<f(z)<3

adicd f este marginita (inferior de lsi'superior'de 3).

Acum dacd z € [0, 9] (care e interval compact), avem ca f este marginita pe intervalul [0, ¢]
(am aplicat Teorema lui Weierstrass, deoarece f e continud).

Deci f este marginitd pe domeniul [0, c0) deoarece este marginitd si pe [0, §] (din Teorema
lui Weierstrass) si pe (6, o).

Cap. IV_Derivate si diferentiale.

1. Sd se studiezederivabilitatea urmatoarei functii in punctul indicat:
f:R=>R f(®)=vVr—1,z0=1

Rezolvare:

Aplicam, Definitia: Functia f : I — R spunem ci este derivabild in punctul xo dacd limita
lim S (2P £ (o)
4

existd si este finitd. Limita se numegte derivata functiei f in punctul x si se
Tr—x0 €Tr — 0

vmnota culf (o) sau cu % (x0).

Observatia: Dacd limita lim M
T—x0 r — X
derivatd (infinitd) dar nu este derivabild.

existi gi este infinitd atunci spunem cd functia f are

Definitia: a) Functia f : I — R spunem cd este derivabild la stdnga in punctul xo daci limita
i F @) = f (o)
x xo T — 2o

xo §i se va nota cu f, (xo).

existi si este finitd. Limita se numegte derivata la stdnga a functiei f in punctul
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b) Functia f : I — R spunem ci este derivabild la dreapta in punctul x, dacd limita li\m J@) = J o)
T \(To r — X

existd si este finitd. Limita se numegte derivata la dreapta a functiei f in punctul x si se va nota cu

’
Jq (o).
Teorema: Functia f are derivatd in punctul x = x dacd si numai dacd are derivate laterale egale in
Zg.

Calculdm limita

lim (m) f(l) = lim 7‘3z:170 = lim 7@7?1/3
z—1 z—1 @1 z—1 *1

= lim = lim = lim —L
z—1 (z— 1)1 1/3 ac—>1(r 1)1 Vs e (w12 R

Observdm cd este necesar sd calculdm limitele laterale:

"(1) = lim f@=r@ _ __ 1 L
fs (1) = }}/ml? i}nﬂz D28 T (02PN 0,

— i f@=fA) f(l) _ ) 1
fd( ) altl\(nll x—1 il\‘nll(,r 1)2/3 — (0+)2/3 - 0f =

Deci exista f (1) = f. (1) = £ (1) = oo adica functia dre detivata (si ea este infinita) dar f
nu este derivabila.

2. 5S4 se stabileascd dacd urmatoarele functii au derivatepdaca sunt derivabile in punctele in-
dicate si care este natura acestor puncte:

VPR R, [ (2) 57 —1 ,x <0 "
a R—R, x) = s Lo=Y,
In (1 + 2wz >0 ’
sinx ,x <0
b)f:R—=R, f(x)= , 20 =0,
T x>0

) f:R=>R, f(z)=+]z2=L,z0=1, ¢y =—1.

Rezolvare:

Pentru teorie vezi exercitiul 1y, Mai aplicdm si Definitia: 1) Dacd existd derivatele laterale si
sunt diferite si cel putinginadin eleleste finitid atunci punctul M (zo, f (x0)) de pe grafic se numeste
punct unghiulax.

2) Daci una din degivatele laterale este +oo iar cealaltd este —oo atunci punctul M (xo, f (x0)) de
pe grafic se numeste punct de intoarcere.

a) Calculam derivatele laterale

fs, (0) = lim 7(‘%)_“0) = lim 8" =10l — 5y =1 — p5
z 0 % z 0 z z 0 %

si
’ _ f(z)—f(0) _ In(14z)—Inl __ In(1+z)
fa(0) = lim Z5=5= = lim =2 = ;l{j}) z

1
z

8 =

— i L — i — : — —
*i%gln(lJrz)*il{‘%ln(ler) =Inlim (1+2z)” =lne=1

N0

deci frare derivate laterale finite dar diferite deci nu are derivata deoarece

f4(0) =I5 # 1= f;(0)
Avem cd punctul M (0, f (0)) = M (0,0) este punct unghiular pentru graficul lui f.
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b)
! — | flx)—f0) _ sin z—sin 0
fS (0) il;% z—0 h}% T =1
"(0) = li f(x) f(O) li -1
fa ( ) mlg% w{% p

deci f este derivabili in punctul z = 0si f (0) = £, (0) = £, (0) = 1.

¢) Ludm mai intai cazul 2o = 1

f/ (1) — lim (z) f 1) — lim \/\x —1] ,/|(x 1)1(1+1
s T

z 1 x z 1 z—1 x/‘l
S T er 1—x z4+1y/1—x T+ _ﬁ__
= i YIS = g YT = i (g G D
si
") = T S@= f(l) _ |22 —1]
fa (1) = lim 5= = Tim 22y
_ (=) (z+1) Vat i
= i VD = i A A
deci avem f. (1) = —oo si f; (1) = oo adica f nuare derivatd in punctul 1 si punctul

M (1, f (1)) = M (1,0) este punct de intoarcere.

Observatie: am folosit limitele importante

T _1 1
hn @ L e )
z—0 €T x—0 €T

=1

si explicitarea modului

1
3. 54 se determine abscisa punctului in care tangenta la graficul functiei f (z) = v 3 for-
z—
meazd unghiul 37/4 cu axa Qx (Se cunoaste valoarea tg(37/4) = —1).
Rezolvare:

Aplicim urmaitoarea fintetpretare a derivatei unei functii: Derivata f (xo) a functiei f in
punctul x este, din punct de vedere geometric, panta tangentei la graficul functiei f in punctul
Zo-

Definitie: Daci avem dreapta y = max +n, m # 0, atunci panta dreptei este m gi este egald cu
tangenta unghinlui ficutde dreapti cu axa Ox.

In cazul npstrultangenta la graficul functiei f (z) = £l este

/ _ (z+1 ' _ (erl) (x—3)—(z+1)(z— 3) (m73)7(1’+1) _ —4
A\ = (ﬁ) - (2=3)? @=3)?  ~ (@37

Deci m intrsun punct curent x este Pe de alta parte m =tga unde « este unghiului

(z 3)2
facut de dreaptd cu axa Oz adicd 37 /4 deci

m =tg (3r/4) = —
Vom obtine atunci ecuatia

aap=le@-3)"=4sr-3=2sauzr-3=—

adicd abscisele celor doud puncte sunt solutiile z; = 5, x5 = 1 iar cele doud puncte de pe
grafic sunt A (z, f (z)) adicd A4, (5,3), A1 (1,—1).
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4. S se determine abscisa ¢ a unui punct in care tangenta la graficul functiei f : R - R, f (z) =
(x+2)/2 ,2<0
ve+1 , x>0

Tr1 = —4, To = 3.

, sd fie paraleld cu coarda ce uneste punctele de pe grafic de abscise

Rezolvare:
Punctele de pe grafic de abscise ©1 = —4, o = 3 sunt A; (—4, f (—4)) = A1 (-4, 1) si
Az (3, f (3)) = A2 (3,2). Dreapta ce unegte cele doud puncte are ecuatia

e (4) _ y=(=1) . z4d _ ytl _3
H =D T T = ey=gTtg

deci panta acestei drepte este 3/7. Pe de altd parte doud drepte susihparaleledaci si numai daci
au aceeasi pantd. Deci panta tangentei intr-un punct « este de 3/7 siiconform exercitiului 3.
1
= <0 ,
panta este f (z). Dar f (z) = { ? L ’ deci vom rezolva ecuatia f (z) = 3/7.
et 0020
Evident nu putem lua 2 < 0. Pentru z > 0 ecuatia devine

L _ 3.,
Warl 7T T T T %6

Deci punctul de pe grafic in care tangenta are panta,3/7 are abscisa 13/36.

Observatie: 1) ecuatia unei drepte care trece prinpunctele A (z1,y1), A (2, y2) are ecuatia

T—Ty WY1
T2 — Ty Y2yt

2) Doud drepte sunt paralele daci sinumai dacd au aceeasi panta.

5. 54 se arate cd existd cel putin un numar real a > 0 cu proprietatea a® > z%,V = > 0.

Rezolvare:

Aplicam Teorema lui Fermat;\Daca“f : I — R are derivatid intr-un punct de extrem xq din
interiorul intervalului I@tunci devivata sa este nuld in acest punct, adici f () = 0.

Definitia: 1) Spunem cix estepunct de maxim local pentru functia f dacd areloc f (z) < f (x0),
oricare ar fi v intr-o vecindtate a-lui x.

2) Spunem cd x esteypunctyde minim local pentru functia f daci are loc f (x) > f (x¢), oricare
ar fi x intr-o vegingtatew liii .

3) Punctele de maxim si'minim local se numesc puncte de extrem local pentru functia f.

In cazul estru'dacd vrem ca a® > z V x > 0 atunci sd notdim cu f (z) = a® — 2%, f :
(0, 00) — R'deci are loc
f(x)20=f(a) , Ve (000)

adicd « = ajeste punct de minim local. Deci trebuie ca
fa)=0s (alna—az® 1) [p—a =0 &
sa’lng—aa® =0 lha=1a=c¢
Deci in mod necesar trebuie ca a = e adica are loc

e’ > 2%V e (0,00).
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6. Fie f:R— R, f(z) =1+ 2™ (x —1)", m,n € N*. S se arate ci ecuatia f (x) = 0 are cel
putin o solutie in intervalul (0, 1).

Rezolvare:

Aplicam Teorema lui Rolle: Fie I un interval, f : I — Rsia,b € I. Daci:
1) functia f este continud pe [a, b],

2) functia f este derivabili (a, b),

3) f(a)=f ()

atunci existd cel putin un punct ¢ € (a, b) in care derivata se anuleazd, f ()& 0.

In cazul nostru avem in mod evident ci f este functie continua pe R dedi §i pe|0, 1], deri-
vabild pe R deci si pe (0,1) si avem cd f (0) = f (1) = 0. Deci,existaieel putin un punct
¢ € (0,1) in care derivata se anuleazi adici f (c) = 0.

2?2 +F'mz +my, , x € [—-1,0]
7. Se considerd functia f : [-1,1] = R, f(z) = , m,n,p € R.
p’ +4rs 4w e (0,1]
Sé se determine parametrii m,n, p ai. f sd satisfacd conditiile,de aplicabilitate ale teoremei
lui Rolle pe [—1, 1] si sd se aplice efectiv aceastd teoremd.

Rezolvare:

Impunem conditiile teoremei lui Rolle. Trebuie'ea f'sdfie continud pe [—1,1]. Avem f evi-
dent continud pe [-1,0)U(0, 1] iar in z =0'calculdm limitele laterale, f (0 — 0) = li}% f(x)=

2 _ . :1. 1 2 4 4) = 4 .
(2% + mz +n) = niar f(0+0) wl{‘%f(.%‘) il{‘%(px + 4z + 4) deci pentru ca f

> +mz+4 , xe-1,0]

lim

z 0

sd fie continud in 0 trebuie ca n = 43Decilfy(z) =
pr?+4x+4 , xe(0,1]

In continuare trebuie ca f si fie derivabil&pe (—1,1). Avem f evident derivabil pe (—1,0)U
(0,1) iar in 2 = 0 calculdm derivatele laterale,

F2(0) = ligg KO — iy 22 metd—d —_ Jipy (3 4 ) = m

z A0 z x 0 z z 0
! A f@—F0) _ . pritdz+4—4 1 .
fa(0) & I 7o = Im P = lim (pr+4) =4

deci pentru ca f si fie derivabild in 0 trebuie ca m = 4.

i Rdr +4 | z € [-1,0]
Deci f (z) = .
pr? +4&+4 , z€(0,1]
Maiimpun ca'f. (-1)= f (1) & (-1)"+4(-1)+4=pl?+4+4 & p=—T
B2 Ax + 4 , ¢ €[-1,0]
Deci f (z) = si din Rolle obtinem cd existd cel putin un
—7x? +4x+4 , z€(0,1]
, , 20+4  , ze[-1,0]
punct ¢ € (1,1) al f (¢) =0. Dar f (z) = deci dacd z €
—ldx+4 , 2 €(0,1]
[=1, 0] atunci ecuatia devine 22 +4 = 0 < x = —2 ¢ [—1,0], iar dacd = € (0, 1] atunci ecuatia

devine #14x +4=0< 2 =2/7 € (0,1]. Deci ¢ = 2/7.

8. 54 se arate ca:

a) arctgz + arctgr = 7/2,Vz €R

Vi—z2 { -m/2 , z€[-1,0)

b) arcsinz + arctg—— =
x ©/2 , x€(0,1]
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Rezolvare:

Aplicdm prima consecintd a teoremei lui Lagrange: Dacd functia f are derivata nulid pe un
interval I atunci f este constantd pe acel interval.

a) Sdnotdm cu f : R — R, f (x) =arctgz+arcctge.
Avem

’

f (x)zﬁzz—k%:O,VmeR

deci f (z) = ¢,V = € R. Constanta ¢ € R se va determina dand valori particulare lui x, astfel
dacd luam z = 1 atunci avem

f (1) = arctgl + arcctgl = ¢ <
en/i+rn/d=cEc=17/2

deci
arctgr + arcctgr = 7/29Vx € R

b) Ludm f; : [-1,0) = R, f1 (z) = arcsin z+arctg™ 1;”2 ! Calculdm derivata

’ 2 / ’
’ A—z2 X \/ﬁ mfﬁx
fl (3:) = \/11712 + ( i_m2)2 ( 11. ) = \/11,:1;7 o T( )$2
I
1 1 ' e
== (2\/1—962 (1 - ac2) r=wl - m2)
71‘2 7(32
= \/11fo + ( T—22 11,1:2) =0y V€ [—1,0)
Deci f1 (z) = ¢1,V = € [-1,0) de undeavem Inparticular, pentru z = —1 cd arcsin (—1) +arctg7”:(;1)2 =
Cq1 <:>—7T/2+0201 <~ C] = —7'('/2
1= 22
Sa luam acum f> : (0,1] — R, f2(z) =‘arcsin x+arctg7x . Evident au loc aceleasi
x

calcule ca mai sus adicd f, ()& 0,deci fo (z) = ¢z, ¥V = € (0,1] de unde avem in par-
ticular, pentru z = 1 ca aresin 1+arctg Y7 = ¢, & 71/2+0 = ¢ & ¢ = 7/2. Deci

“7/2 = h1,0)
f(x)_{w/z . zle (031 )

9. Folosind corolarul teoremei lui Lagrange, sd se studieze derivabilitatea urmétoarei functii
241 , <0
in punctul indicat: ftR — R, f (z) = , o = 0.
In(z+1)+z+1 ,2>0
Rezolyare:

Aplicam‘a treia consecinti a teoremei lui Lagrange: Daci f este continud pe I, derivabild pe
I\ {xo} sidaci derivata sa are limitd in punctul xo, atunci f (xo) existd si are loc f (xo) =
lim f ()

T=>L0

Evident f continud pe domeniul R*. Studiem continuitatea in 0.
0-0)=1i =lim (z*+1) =1
£(0-0) = limf (x) = lim (o2 +1)

f(O—i—O):ili‘rbf(x):il{‘r%)(ln(:c—i-l)—kx—i-l):lnl—&—l:l
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10.

deci f(0—0) = f(0+0) = f(0) = 1adicd f continud in 0. Deci f continud pe domeniul R.
In ceea ce priveste derivata avem evident f derivabild pe R* si

f, (@) 2z , <0
xT) =
1+_x +1 , x>0
o O ’ _ _ L —
Observam acum cd il}% f(z)= hm 2 =0si hm f il{‘% e ) deci nu exista

lin% f (z) deci f nu este derlvablla in punctul O
z—

Punctul A (0, f (0)) = A(0,1) este punct unghiular pentru gaflc tru definitie
vezi exercitiul 2.).

Folosind monotonia unor functii alese convenabil sa se dem galitatile:
a)lnx <z -—1,Vz >0, b)arctgr > 1fx2 Vo> 0.

Tema: se va aplica a doua consecinti a teoremei Iui La e.

C:





