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Capitolul X. Integrale Curbilinii: Serii Laurent si Teorema Reziduurilor

1. Sa se determine tipul de singularitate pentru urmatoarele functii in punctele indicate. Sa se calcu-
leze si reziduul! in acele puncte.

sin z sin z

(a) f(2) = ~2=0 () f(2) = 20 2=0;
(c)f(z):zQe%,zzo; (d)f(z):eze%,z:O;
2

@r@=(m1) =0 re- L0

ex 1 ) .
(g)f(z)—m,ze{O,l}, (h)f(z)—m,ze{—z,ﬁ:%},

2%sin *

(i)f(z)zm,ze{ii}; (j)f(z):m,ze{o,l,Q}.
Rezolvare:

(a) Partea principald nu are nici un termen, deci z = 0 este singularitate aparenta.

(b) Partea principald are o un singur termen, deci z = 0 este pol de ordin 1 (pol simplu) iar
Rez(f (z),0)=c_1 =1.

(c) Partea principald are o infinitate de termeni, deci z = 0 este singularitate esentiald iar Rez(f (2),0) =

C_1 = .
3!
(d) Partea principald are o infinitate de termeni, deci z = 0 este singularitate esentiald iar Rez(f (z),0) =
1 1 1
c_q + =+ +....

BRI I TERE T
(e) Partea principald are o infinitate de termeni, deci z = 0 este singularitate esentiala.

3] 1
() Avem f(z) = SC)

z  zZCosz
conform formulei? si se obtine

, deci deci z = 0 este pol simplu iar Rez(f (z),0) se calculeaza

. =1.
cos (0

Rez (f (2),0) = lim,_ [(z — 0) f (2)] = lim,_0 [sin(Z) 1 } _ 1

z COs z

! Reziduul unei functii intr-un punct singular.

e Fie a un punct singular (de tip pol sau singularitate esentiald) pentru functia f. Atunci Rez (f (2) ,a) = c_1, unde c_; este

coeficientul termenului din dezvoltarea Laurent a functiei f in jurul punctului a.

o Fie a un punct singular de tip pol de ordin & pentru functia f. Atunci

Rz lf (=), 0) = ﬁ tim. e [(— ) £ (2] "

2 Reziduul unei functii intr-un pol simplu.
Fie a un punct singular de tip pol simplu. Atunci, in particular, obtinem formula

Rez (f (2),a) =lim,—q [(z —a) f (2)].
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(9) z = 0 este singularitate esentiald si = = 1 este pol de ordinul 2 (pol dublu).

(h) z = —i este pol simplu si z = £2i sunt poli tripli iar’

1 1
Rez(f(2),—i) =lim,_,_;[(z+ 1 z) =lim,_,_; = ==,
(f (=), —19) [(z+19) f(2)] Zia) ((72_)2 EE
1 . 2N 1 !
Rez (f (2),2i) = a0 lim,_so; [(z — 22)3 f (2)} =5 lim,_,o; m )

1 1" 1 1 !
Rez (f (), =2i) = 5 lim. s, [(z+2i)3 f(z)} = o limeo o W] .

(1) z = %i sunt poli simpli iar

Rez (f (2),—i) =lim,—_; [(z+4) f (2)] = lim,—_; {(z j z)"} = (7;)71 ,
Rez (f (2),1) = lim,—; [(z — @) f (2)] = lim,—,; {(z j z)”} = (21)71 .
(j) #z = 0 este singularitate esentiald si z = 1, 2 sunt poli simpli iar
1
Rez (f (2),1) = lim.y [(2 = 1) f (2)] = lim. .y K Sin;] — —sin1,

Rez (f (2),2) = lim, 5 [(z — 2) f (2)] = lim,_,» {Z St ] ~dsin L

Pe de altd parte, pentru a calcula Rez (f (2),0),

, .1 2 1 1
Zlsin- =52 — — 4 — — ...
2 1! 31215123 ’

—_
—_
—_
—_
—_
—_

z-1(z-2) 2-2 z-—

_2+<—22)z+<—23)z + ...
f(z):<f!—?jz+5!123—...> (;4—(1—212)24—(1—213)22—1-...)

si astfel se poate obtine coeficientul c_; al termenului % .

Deci

2. S& se calculeze

eiz
——dz,
[y 2 (22 + 1)

unde -y este:
(a) 22 + 4y* — 1 = 0; () |z| = 1.

Rezolvare:

Functia f are in z = 0 un pol simplu si in z = 4 un pol dublu.

3 Reziduul unei functii intr-un pol triplu.
Fie a un punct singular de tip pol triplu. Atunci, in particular, obtinem formula

Rez (f (2) ,a) = % tim. o [z —a) £ (2)] "
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2 2
(a) Curba ~ este elipsa % + (Zj) 5 = 1 care margineste un domeniu ce contine in interior doar polul
2
simplu z = 0. Deci
1z 0
. s . e e
I =27miRez (f (2),0) = 2mi lim, 0 [2f (2)] = 27i lim, ¢ m = 2mi T 2ms

(b) Curba v margineste un domeniu ce contine in interior toti cei poli. Deci
I =27i [Rez(f (2),0)+ Rez(f (2),4i) + Rez (f (2),—1)] ,

unde*
eiz

Rez (f (2) i) = lim,_; [(z—i)Qf (2)} = lim Zti)

si
Rez (f (2), —i) = lim,_,_; [(z i) f (zﬂ/ — lim. , [6)2] ,

3
[
§ 2 -1

3. Sa se calculeze

unde -y este:

(a)2® +16y> —4=0;  (b)|2z| = L.

Rezolvare:
Functia f are patru poli simpli 21 2 = £1, 234 = +i.

(a) Curba 7y este elipsa I—Q + v
22 (;)2
2

= 1 care margineste un domeniu ce contine in interior doar polii

simpli 21 5 = &1. Deci®

3 3

z

Izzm'[Rez(f(z),—1)+Rez(f(z),1)]=27rz'{Z s

423

BN PO
o = z&T1l 4 4 = 7.

(b) Curba v este un cerc care mirgineste un domeniu ce nu contine in interior nici un pol. Deci,
conform Teoremei Fundamentale a lui Cauchy, integrala este 0.

4. S3 se calculeze

/ z+2 &
=3 (2= 1) (3 +322+32+1)

dz
_—, dea > 1.
/|z|_a 2 _2as4 10 naea

5. S& se calculeze

Rezolvare:

4 Reziduul unei functii intr-un pol dublu.
Fie a un punct singular de tip pol dublu. Atunci, in particular, obtinem formula

Rez (f (2),a) =lim,—q [(z —a)?f (z)] .

5 Reziduul unei functii intr-un pol simplu.
Avem si urmdtoarea formuld de calcul a unui reziduu intr-un pol simplu:

Rex (1 (2).0) = 212

unde f (2) = }glg)) astfel incat g (a) # 0,h (a) = 0,k (a) # 0.
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Functia f are doi poli simpli 212 = a & v/a? — 1. Avem ca Im (z; 2) = Osi
0<zy<a<z,

deci doar z; se afld in interiorul domeniului marginit de cercul |z| = a.

Atunci )
I =2miRez(f (2),21) = 2mi ! =T
- U 22 —2a la=zy a2 -1

6. S4 se calculeze

d
/ —22 , undea > 1.
lz|=a (22 —2az + 1)

Rezolvare:
Functia f are doi poli dubli z; 2 = a+ va? — 1. Avem cd Im (27 2) = 0 si
O<znn<a<z,

deci doar z; se afld in interiorul domeniului marginit de cercul |z| = a, adicd |z1| < a < |22].

Atunci

I=2miRez(f(2),21)=2mi lim,_,,, [(z — )’ f (z)]l =27 lim, ., %
(z — 29)
— —2ms

= 2m

zZ=z1 aQ _ 1

/ L unde a > 0.
|

=1 22— 2aiz 417

(z — 22)3

7. Sé se calculeze

Rezolvare:

Functia f are doi poli simpli 212 =i (a = va® + 1) . Avem cd Re (z,2) = 0si

|21,2| = ’a:l: V a? + 1’ .

Dar
“l<a—+va?>+1<0 si a++vVa2+1>1,

deci doar z; se afld in interiorul domeniului mdrginit de cercul |z| = 1, adica |z1| < 1 < |22].

Atunci 1 2mi
—27i
I = 2 'R b = 2 J ] .
T hez (f (Z) Zl) T 2 — 29 lz=2z a? — 13
8. 54 se calculeze 2
/ (—)2 , undea > 0.
lz=1 (22 — 2aiz + 1)

Rezolvare:

Functia f are doi poli dubli 212 =i (a = va® + 1) . Avem cd Re (21,2) = 0 si

|2’1,2| = ’ai Va2 + 1‘ .
Dar
—l1<a—+Va?>+1<0 si a+va2+1>1,
deci doar z; se afld in interiorul domeniului marginit de cercul |z| = 1, adica |z1| < 1 < |22].
Atunci
2241

I =2miRez(f (2),71) =2mi lim,_,,, [(z — )’ f (z)]/ =27 lim, ., m
— 22
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9.

10.

11.

Sa se calculeze .
/ sin z s
o= 22 (24 +1)
Rezolvare:

S3 observam ca

22 20
sinz = m i—f— 51 +
deci
sinz 1 22 4 24 n
z 1 31 5l
Deci functia f (2) = *2% - 114y are doar poli simpli dati de z (+* + 1) = 0, adica
z2=0 si z'=—-1=cosw+isinm,
deci
2k 2k
z = COSﬂ-+ 7r+i n7r+ 7T, k=10,3
4 4
Z4 = 0

Toti cei cinci poli se afld in interiorul domeniului mérginit de cercul |z| = 2.

Atunci 4
I =2nmi Zk:o Rez (f (2),2k) ,
unde i
— = Zk
Rez (£ (=) 20) = =35y L, T 51

Sa se calculeze

413
/ I 5 dz,
G2 (59
unde v : 422 4+ 9y? — 36 = 0.

Sa se calculeze

t
/ i; dz .
lz|=1 #

Rezolvare:
Polii sunt dati de z cos z = 0, adica

eiz+67iz ) )
z=0 si #:O & e? = _1=cosm+isinT =€,

Obtinem
9%y
MGZ & Zzz—l-k'ﬂ', kel.
2mi 2

Deci doar trei poli se afld in interiorul domeniului méarginit de cercul |z| =1 :

™ ™
21:0, 2225, 2’3:—5.

Atunci

I=2mi Zizl Rez (f (2),zk) ,

unde )
sin z

Rez (f (2),2x) = —2—

[zcos 2] lz=z

Lect. dr. Lucian Maticiuc
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

S3 se calculeze

unde ~y este:
_ V2. b — \/5
(a) |z =5;  (b) [zl = V2.
Rezolvare:
Sd observam cd z; = —1 este pol simplu iar 2o = 0 este singularitate esentiald.
Cercul |z| = g contine doar singularitatea z = 0 iar cercul |z| = /2 contine ambele singularitéti.

S& se calculeze
/ (1+z+22)(e%+eﬁ+ef2) dz.
|z|=3

Sa se calculeze integrala reala

2
dt
/ —_— 5 unde |a\ 75 17
0

1—2acost+ a2’
folosind teorema reziduurilor.
Sa se calculeze integrala reala
T 1+ 2cost
/ ; dt
_r D+4sint
folosind teorema reziduurilor.
Sa se calculeze integrala reala
27
/ dt
o (2+cost)?’
folosind teorema reziduurilor.

Sa se calculeze integrala reala
27 d t
——, undem > 1,
o Mm—cost
folosind teorema reziduurilor.
Sa se calculeze integrala reald
+oo $2
[,
oo 142z
folosind teorema reziduurilor.
Sé se calculeze integrala reala
/ Too dy
oo 14t
folosind teorema reziduurilor.

Sd se calculeze integrala reald

+oo
Ccos (X
/ %dl‘, undea,a>0,
a“+x

—o0
folosind teorema reziduurilor.

Sa se calculeze integrala reald

/+°° sinz
R
22 — 22 +2

— 00

folosind teorema reziduurilor.



