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1 Geometria planului si a dreptei
(A) Planul determinat de un punct si de un vector normalnenuldat.

Definitia 1 Se numeste dreaptd normald la planul © iatr-un punct Py, dreapta ce trece prin Py si
este perpendiculard pe planul w; directia normali sN la u plam,este orice vector nenul care are directia
ortogonald planului.

—

Vom nota acest plan prin 7(Fp, N).
Luand 7 = (z,y, 2), 7o = (Z0, Y0, 20)s N = (A, B, C),putem scrie ecuatia generald a planului
(care trece prin Py (zo, Yo, 20) i de normala N = (4, B,C)):

A(r —20) + B (I yo) + C (2 — 20) = 0,

sau echivalent
Ax+ By+Cz+ D =0,
unde D = 7A$0 — Byo — CZ().
Scalarii A, B, C sunt coordonatele normalei la plan.

Exemplul 2 (Cazuri‘particulare)\ (&) Daci D = 0 obfinem ecuatia unui plan care trece prin origine
Ax+ By +Cz=0.

(b) Dacit A = 0 obtitem ecuatia unui plan cu normala N = (0, B, C) care este deci paraleli cu planul

Y OZ sau echivalent, 0xtogonalii pe i. Obtinem deci un plan paralel cu versorul i, adicd paralel cu axa
0X:
By+Cz+ D =0.

(¢) Paci A = D= 0 obtinem ecuatia unui plan cu normala N = (0, B,C) (care este ortogonal pe i)si
catertrece prin origine. Obtinem deci un plan care contine axa OX :

By+Cz=0.

(d) Dacit A = B = 0 obtinem ecuatia unui plan cu normala N = (0,0,C) care este paralelid cu axa OZ.
Obtinem deci un plan este perpendicular pe O Z, deci e paralel cu XOY :

Cz+ D =0.
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(B) Planul determinat de un punct si de doi vectori necoliniari dati.

Fie Py un punct de vector de pozitie 7 relativ la R si 4,7 € V3 doi vectori liberi necoliniari
dati. Vom nota planul determinat de Py, @, ¥ prin (P, 4, ).

Luand 7 = (z,y,2), 7o = (Zo,¥0,20), & = (u1,us,u3z), ¥ = (v1,v2,v3), putem scrie ecuatia
planului determinat de un punct Py (¢, yo, 20) $i de doud directii date @ = (uy,us,u3), ¥ =
(’Ul, Va2, ’U3) :

r—o Y—Y =< —2%20

U1 U2 us

U1 V2 V3
(C) Planul determinat de trei puncte.
Fie Py, P, P trei puncte de vectori de pozitie 7, 7, 7’3 relativ la RN planul determi-

nat de P, P, P3 prin w(Py, P>, Ps3).
Luand 7 = (z,vy, 2), 7; = (2i,9i,2i), 1 = 1,3, putem scrle ecuat
puncte P; (7;,y;,2),i=1,3:

determinat de trei

x y z 1

r1 21 1 Q
©y ys oz 1|
x3 ys ,z3 1

C:
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(A) Dreapta determinati de un punct si de o directie dati. Fie Py un punct de vector de pozitie
7o relativ la R. Fie @ € V3 si sd notdm cu d( P, @) dreapta determinatd de Py si de directie 4.
Distanta dintre doud puncte este

dist (P, Q) = |[PQ|| = /PG = \/ (g — 7r)* = \/(wq —2p)* + (g — yr)* + (2 — 2)".

deoarece are loc ecuatia vectorului determinat de doud puncte, folosind regula de adunare a
vectorilor, % + @ = @ & —Tp+Tg = ]@ &

PG =7y — 7.

Luand 7 = (z,y,2) = zi+yj+ 2k, 7y = (20, Y0,20) = Toi + yoj + 2ok, it = (W1, uz,us), putem
scrie ecuatiile parametrice ale dreptei

T =29+ tuy,
Yy = yo + tug,
z =29+ tus, t € R
Elimindnd parametrul ¢ in ecuatiile de mai sus obtiniem ecuatiile canonice ale dreptei

x—mo:y—yo:z—z() 1)

U U2 Uus3

in cazul in care una dintre coordonatele lui weste Zero, atunci, prin conventie, vom considera
numdratorul corespunzator nul. De exemplu, dacd us =0 atunci obtinem * ¢ = Y740 §i z—z) =
0.
(B) Dreapta determinatid de doud puncte,, Fie Pi,P, doud puncte de vectori de pozitie 71, 7

. 5 = e e o . . . o
relativ la R. In acest caz vectorul P, P, va constitui directia dreptei, deci poblema este redusa la
L e h o . «

cazul precedent A). Vom lua deci @ = P, P, = 73 — 1. Vom nota cu d(P;, P») dreapta determinata
de punctele Py, P».

Luand, ca mai sus, ¥ = (z,yg2), 71 = (1, Y2, 23), T2 = (X2, Y2, 22), putem scrie pe coordonate
ecuatia de mai sus si obtinem ecuatiile parametrice ale dreptei determinate de doua puncte

r=x +t(re—x1),
Y=y +1t(y2—1)
z=z1+t(za—21), t €ER.
Eliminand parametrul ¢ in'ecuatiile de mai sus obtinem ecuatiile canonice ale dreptei deter-

minate de doud puncte
r—x1 Y-y _ z2—xA

T2 —T1 Y2 — Y1 Z2 — 21

In cazul in care unul dintre numitori este nul atunci, prin conventie, vom considera numaératorul
corespunzdtor nul:
(C) Dreapta determinati de un punct si de doua directii normale (directie normala planari).
Fie P, un puntt de vector de pozitie i relativ la R si J\71, ]\72 doi vectori liberi necoliniari si
ortogonali pé directia dreptei. Vom nota cu d(Py, Ny, N,) dreapta determinata de P si de directii
normale ]\71, 1\72.

Luand 7 = (J?,y,Z), 770 = (Io,yQ,Zo), ]\71 = (Al,BhCl), ﬁg = (AQ,BQ,CQ) putem scrie
ecuatiile dreptei data ca intersectie de doua plane
Ay (z — 20) + B1(y — o) + C1 (2 — 20) = 0,
Az (x —x0) + Bz (y — yo) + C2 (2 — 20) =0,
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sau echivalent
{ A1x+B1y+Clz+D1 :0,

Asx + Boy + Coz+ Dy =0,
unde Dl = —AZ'{,CO — BiyO — CiZU,’i = ].,72

Remarca 3 Dreapta determinati in acest mod este de fapt datid ca intersectie de doud plane, unde ﬁl =
(A1, B1,CY), Ny = (A2, Bs, Ca) sunt normalele celor doud plane. Directia dreptei este ortogonali pe
normalele celor doud plane, adici directia este datii de produsul vectorial Ny x N,."Rutentconbidera deci
dreapta, ca in cazul A), de tipul d( Py, @ = Ny x No).

Exemplul 4 a) O dreapti perpendiculard pe OZ are directia perpendiculard pe OZ,/deci continuti in
planul X OY, adicd de tipul @ = (uy,us,0), deci are ecuatia (conform (1))
T—%o _Y—Yo 2 — 20 T — g y—vy

0 .
= <~ = Sl z = 2o
(751 (%) 0 (751 U

b) O dreapti paraleli cu OZ are directia paralelid cu O Z))deci,de tipul @ = (0,0, ug) deci are ecuatia
(conform (1))
r— - Z—z .
0 _Y—% _ O@mz:coyy:yo.
0 0 us
¢) Ecuatiile axei OZ sunt date de (avand in dedere ctdN, =% = (1,0,0), Ny = j = (0,1,0) sunt
versori ortogonali pe OZ si ecuatia (2))

z+ Dy =0,
y+D2:O.

Dar originea O (0,0, 0) apartine dreptei date, deciverificd sistemul de mai sus, adici D1 = Dy = 0. Vom
obtine deci ecuatiile axei OZ datd ca intersectie de dotid plane (planul Y OZ si planul XOZ):

z=0,
y=0.

Propozitia 5 (Distanta de 1a un punctla o dreaptd) Fie dreapta d (P, @) si punctul Py ¢ d (P, ).

Aplicim vectorul @ inpunctuliby st obtinem vectorul @ = PyR. Si notdm cu Q piciorul perpendicularei
din Py pe PyS. Obtinem deci ci distanta de la Py la d (Py, @) este

dist (Py,d) = || PiQ.

Avem pe de o parte ci ARpsp, R = %H]ﬁ“ . ||m\| = 1||d|| - dist (Py,d). Pe de altii parte (din definitia

mdrimii unuiprodugwectorial) Axp,p g = ||PoP1 x PoR|| = 1||PoPy x i||. Deci are loc urmitoarea
formuldi de ¢aleul a distantei de la un punct la o dreapta:

—
PP x i
dist (Py, d) = Lol >l OH;’HX il

Propozitia 6 (Distanta de la un punct la un plan) Fie planul = (Py, @, ¥) si punctul Py ¢ (P, @, V).

Aplicim vectorii @, v in punctul Py si obtinem vectorii i = PyR, ¥ = PyS. Sd notam cu Q) piciorul per-
pendicularei din Py pe planul vectorilor PO?Z si m, Obtinem deci cii distanta de la Py la 7 (Py, , 7)

este
dist (P1,7) = || P Q)|.
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Avem pe de o parte cid volumul paralelipipedului format cu vectorii Py Py, 170:% si PoR este (vezi definitia
produsului mixt)

—— ‘—ﬁ —_— .
Vparalelipiped = )<P0P1,1_D;§7 PO >‘ = ‘<POP17U7U>‘

Pe de altii parte (din definitia volumului unui paralelipiped) Vparatelipipea = (aria paraleologramului de la
bazi tnmulfit cu indltimea) = ||1ﬁ X Iﬁ” : ||]?2|| = || x || - dist (Py, ). Deci apé'loc urmdtoarea
formuld de calcul a distantei de la un punct la un plan:

—
‘<P0P1,’L7,17>‘
dist (Pl,ﬂ') = = -
ol o

In cazul in care planul este de tipul w(Py, N), adici are ecuatia Az + By + 0, atunci tindnd
o . =75 - ef 5 - = .

cont cd normala N = @ x U, gi cd (Py Py, 4, V) def (PyPy,u x U) = (PoPI»N), em, echivalent,

s
(PPLN)| (0 — ) 4 )C
dist (Py,7) = _ _ [(z1 —x0) A+ ( 2p) |.
||V ]|
Deci are loc urmdtoarea formuld de calcul a distantei de la la un plan:
dist (P, ) =
Remarcim cid numdrditorul I-am obtinut inlocuind, 1 ului, coordonatele curente cu coordona-
tele lui P;.
®
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Exercitiul 7 Se dau punctele A, B, C, . . ., segmentele orientate ﬁ , CTI? ,...,vectorii d, 5, G, ... dreptele
(d1),(d2),...siplanele (m1),(m2),. ...
a) Si se scrie ecuatia planului care trece prin punctul A si este perpendicular pe EF.
) Si se scrie ecuatia planului care trece prin punctul A si este paralel cu planul (m1).
) Sd se verifice daci punctele A, B, C, D sunt coplanare.
d) Sd se determine unghiul dintre planele (71) si (w2).
) Sil se scrie ecuatia planului care trece prin punctul B i este paralel (sau contine) axa Oz sau Oy sau
z

f) Sii se scrie ecuatia planului care trece prin punctul B si este paralel cu vectorii B si C?{) !
g) Sii se determine pozitia fatd de planele si axele de coordonate a planului (73).

h) Sd se scrie ecuatia planului care trece prin punctul C si este perpendicular pe(m1) §i pe (m2).
i) Sd se determine distanta de la punctul D la planul (m5).

J) Sil se determine parametrii \, p, . . . astfel incat planele si fie paralele (sau perpendiculare).

Exercitiul 8 Sedau punctele A, B, C, . .., segmentele orientate E7 , Cﬁ ,...,vectorii d, _', G, ..., dreptele
(d1),(d2),...siplanele (m1),(m2),. ...

(a) Sd se scrie ecuatia dreptei care trece prin punctul A si are directiayd sau este paraleld cu planul (m1)
sau cu dreapta (dy ) (datd sub diverse forme).

(b) Sd se scrie ecuatia dreptei care trece prin punctul A si este ortogonali pe planul (m2).

(c) Dacit (da) este datd ca intersectia a doud plane, si se scrieidoud puncte de pe dreapti si si se determine
directia dreptei si ecuatiile canonice a dreptei.

(d) Si se scrie ecuatia planului care trece prin putictul A sieste'paralel cu doud drepte (date ca intersectie
de doud plane).

(e) Si se verifice daci punctele A, B, C sunt coliniare.

(f) Sd se determine dreapta prin A perpendiculard pesplanul (73) si si se determine piciorul perpendicu-
larei din A pe (m3). Si se scrie simetricul’ lui A faga.de planul (72) .

(g) Sii se determine ecuatia planului care trecetprin punctul B si este perpendicular pe (dz).

(h) Sd se determine doud puncte My si My de pedreapta (ds) si sd se scrie vectorii m si M1 Mos; si
se scrie ecuatia planului care trece prin punctul B, si prin dreapta (ds), adicd planul 7w (A, My, Ms) =

- A,AMhMlMg).

(¢) Sit se determine cite doud punctesdly , Maysi M3, My de pe dreptele (d) si respectiv (ds). Sil se scrie vec-

torii My My si My Mo si M3 My. S searate ca vectorii obtinuti sunt coplanari si sd se scrie ecuatia planului
determinat de ei, adici planul fr (M, Mo WMs) = 7 (Ml, M, Ms, M3M4) =7 (Ml, M, M, MlMg).
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