Curs 6

Spatiul RF

6.1 Norme pe R*

Scopul acestui curs este de a introduce si studia multimea R¥. Vor fi analizate proprietitile
algebrice gi topologice ale acestui spatiu, ce vor permite introducerea sirurilor de puncte din

RE,
Consideram k € N* gi fie
RF:=RXRx .. xR={2= (21,22, ....2x) | 2 € R,i =1,k}.
de‘k,ori

Aceasta multime se organizeaza ca spatiu liniar real in raport cu operatiile

“17RF x RF — R*, r+y=(r1+y1, T2+ Yo, ..o, Tp + Yi),

“«.7 RxRF 5 RF a2 = (axy, ary, ..., axy),

pentru orice z,y € R¥ si orice a € R, operatii numite adunarea si inmultirea cu scalari.
R¥ se poate organiza ca spatiu euclidian.
. v _ _ k . v
Pentru orice doud elemente = = (z1,xa, ..., %),y = (Y1, Y2, ..., yx) € R*, considerdam

k
(x,y) == 191 + Toy2 + .. + Ty = leyl (6.1)
i=1

numit produsul scalar standard.

Definitia 6.1.1 O aplicatie ||| : R* — R se numeste norma pe R* dacd indeplineste
relatiile:

(V1) [|z]| =0 2 =0;

(No) ||A-z|| = M ||z]], VA €R, Vo € RF;

(Na) llz +yll < llzll + llyll . Va,y € RE

Proprietatile (INV7) — (N3) se mai numesc axiomele normei. Avand definitd o norma ||-||
pe R¥, vom spune c& (R¥,||-||) este spatiu liniar normat. Pentru un element z € R*, vom
numi ||z|| norma sau lungimea vectorului z.

Norma are urmatoarele proprietati elementare.

Propozitia 6.1.2 Presupunem ca ||-|| este o norma pe R*. Atunci:
(i) |-zl = ||zl , vz € R
(i) 2] > 0, Vo € R,
(iii) [z = Iyl <l = yll,  Vo,y € RY.
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Demonstratie. Deoarece (i) este evidentd, sd aratam (ii). Pentru aceasta, s observam ca,
pentru orice x € R¥,

0 =16l = [lz + (=2)I| < [lz]l + l|==[| = 2]

Pentru (iii), observam ca

[zl = 1Itz = y) + yll < llz =yl + vl = =l = llyll < llz = yll,
Iyl = Ity = =) + /| < lly = =l + lz]] = [l =yl + =]
= [yl = ll=ll < ll= = yll- 0

Am vazut, in cadrul cursului de algebra, ca exista urmatoarea legatura intre notiunile
prezentate anterior: avand definit un produs scalar (-, -) , acesta induce o norma pe R*.

Propozitia 6.1.3 Fie (-,-) un produs scalar pe R*. Atunci aplicatia ||-|| : R* — R,

|z|| == /(z,2), VzecR~, (6.2)

este o norma pe R

O proprietate interesanta, ce ne da conditii necesare si suficiente pentru ca o norma sa
fie indusa de un produs scalar, este prezentata in continuare.

Propozitia 6.1.4 Conditia necesara si suficientd ca o norma ||-|| sa fie indusa de un produs
scalar (-,-) este ca ||| sd satisfaca urmatoarea identitate, numitda identitatea paralelogra-
mulut

e+ yl* + e —ylI* = 2|z + 2 lylI*,  Va,y € R". (6.3)
Demonstratie.

“ = 7 S§ presupunem ci existd (-,-) astfel incat ||z|| = \/{x,z),Vz € R*. Atunci (6.3)
revine la

(z+yz+y)+{@—yr—y) =2(x,z)+2(y,y), Vo,yeR"

relatie ce se verifica usor in baza proprietatilor produsului scalar.
“ & 7 S& presupunem acum ci (6.3) este indeplinité si s& definim, pentru z,y € R*
arbitrari,

(o.9) = (I + ol ~ 1z~ ol). (6.4)

Axiomele (PS;) si (PSs) rezulta ugor. S& ardtam (PSs3). Pentru aceasta, avem

(x+y,2) |z +y+2|° = lz+y— z[°)

2 2 1 2 2
Iz 4y + 2"+ 1I217) = 7 (117 + llz +y = 2I)

lz +ylI” + o +y — 22|

OOIHOOI*—‘OOIHFMH»MH

(
(
(o +y +220° + ll= + %)
(
(

|z +y+ 22|+ lz +y — 22]%) ;
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(z,2) + 2+ 2] = llz = 2I") + 7 (ly + 21" = Iy — =)

P I BTN Y

2 2 2 2
Iz + 2017+ lly + 207) = 7 (lz =217 + [ly — =I°)

(
(
(lr +y + 220" + ll= = o)
(lz +y — 22" + ll= — yI*)
(

lz +y + 22" + ||z +y — 22°) .

OOIHOOIHOOIH.J;M—MJ;M—\

In concluzie, (PSs3) este demonstrati.
S& aratam (PS,). S& observam ci

0=1(0,y) = (z+ (—x),y) = (z.y) + {(-,9),

de unde
(—z,y) = —(z,y), Va,yeR" (6.5)
Daca |[|-|| satisface (6.3), folosind |||z|| — ||ly]|| < ||z — ¥y

, avem

1 1 1
(w,y) =7 (le+yl” = lle = ylI*) < 7 (lell + lwl)” = 5 (el = lyl)®
=zl llyll, Va,y € R,

adica (-, -) definit de (6.4) satisface o inegalitate de tip Cauchy-Buniakowski-Schwarz. Schim-
band x cu —z i folosind (6.5), avem ca

[z, < llallllyll, Yo,y € R, (6.6)
De asemenea, folosind (PSs3), ce a fost deja demonstratd, avem
(2-2,y) = (r+,9) = (z,y) + {z,y) =2(z,), Vz,y R,
de unde, prin inductie, obtinem
(n-z,9) =n{zx,y), Vr,ycR" vnecN. (6.7)
Folosind (6.5) si (6.7), deducem ca
(p-z,y) =plz,y), Va,yecRF Vpecl (6.8)

De aici, rezultd ca pentru orice p,q € Z cu ¢ # 0, si pentru orice z,y € R*,

q<§-x,y> = <q§~fv,y> =(p-z,y) =p(z,y),

(r-z,y) =r(x,y), ¥r € Q,Va,y € R". (6.9)
Fie acum a € R, r € Q arbitrari. Avem, folosind (P.S3), relatiile (6.6) si (6.9), ca

deci

a-z,y) —(r-z,y) +r(z,y) —alz,y)|
[((a=7)-z,9)| +|(r—a)(z,y)]|

(@ —7) -z lyll + |r — al [|=] ly]]

2|r —al [|z[ ly] -

({a-z,y) —a(z,y)]

IN A
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Facand r — a (vezi capitolul Limite de functii), rezulta ca
(a-2,y) = alr,y),
adica (PSy4) este complet demonstrata. O
Prezentam in continuare cateva exemple remarcabile de norme.

Exemplul 6.1.5 Pentru k = 1, functia modul | - | : R — R este o norma, deoarece satisface
(V1) |z] =0z =0;
(N2) |Ax| = [Al|z], VA zeR;
(Ns) |z +yl < |zl +yl, Va,yeR

Urmaétoarele norme definite pe R* vor fi importante in cele ce urmeazs.

Exemplul 6.1.6 (Norma euclidian#) Reamintim c& produsul scalar standard pe R¥ este
dat de (6.1). Considerim norma indusi de acesta, notatd cu [|-||, : R¥ — R si definitd prin

2l = (6.10)
Fiind indusa de produsul scalar standard, ||-||, este numitd norma euclidiana.
Exemplul 6.1.7 (Norma 1) Fie aplicatia [|-]|, : R¥ — R definitd prin
k
lzlly = lwil, Vo= (21,22,....,7;) € RN, (6.11)

=1

Sa verificam cd ||-||, satisface axiomele (N7) — (N3). Din nou, (Ny), (IV3) se verifica usor.
Pentru (N3), s& observam c&, pentru orice x,y € R¥,

k k k k
lz+ylly =D lee il < Y (al + lwil) = D lail + Y lwil = llzlly + Nyl
i=1 i=1 i=1 i=1
Asadar, ||-||, defineste o normd pe R*, numitd norma 1, sau norma Manhattan. Se

poate observa ci |-||, nu satisface identitatea paralelogramului. Intr-adevir, pentru x :=
(1,0,...,0),y :=(0,1,0, ...,0), obtinem ||z||, = ||y||; =1 si

lz+yll, = ||z —yl|l; = 2, deci (6.3) nu este indeplinita. Atunci, potrivit Propozitiei
6.1.4, ||-|[; nu poate fi indusa de niciun produs scalar.

Exemplul 6.1.8 (Norma maximum) Fie aplicatia ||-||_ : R¥ — R definitd prin

2|l = max|z;|, Vr=(21,72,..,7;) € R". (6.12)
=1,k

B

Din nou, se verificd ugor axiomele normei (N1) — (N3) (exercitiu). Deci, aplicatia |||
este o norméa pe R¥, numit# norma maximum. Ca mai sus, observim ¢ ||-||  nu satisface
identitatea paralelogramului, deci nu poate fi indusa de niciun produs scalar.

Sa mai observam ca toate cele trei norme definite anterior se reduc, in cazul £ = 1, la
functia modul.
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6.1.1 Bile inchise. Bile deschise

Considersm in continuare spatiul R¥, pe care am definit o norma ||| .
Definitia 6.1.9 Fie a € R*,r € R%. Multimea
B(a,r) = {z e R*| |z —a| <1}
se numegte bila deschisa de centru a si raza r. Multimea
B(a,r) = {z e R*|||lz —a| < r}
se numeste bila inchisa de centru a si raza r. Multimea
S(a,r)={zeR" ||z —al <r}
se numeste sfera de centru a §i raza r.

Exemplul 6.1.10 In R, B(a,r7) = {z € R|||z — a|| < r} este un interval deschis de lungime
2r gi cu centrul in a.

Exemplul 6.1.11 S& considerdm cazul R?. Pentru norma euclidiand ||-||,, bila deschisa,
bila inchis# si sfera de centru a = (a1, ay) € R? gi raza r > 0 vor fi, respectiv

Bla,r) = {r = (v1,72) € R? | (21 — ay)? + (zy — a2)2 < r2},

B(a,r) = {z = (v1,22) € R* | (z1 — a1)?® + (22 — ag)* < r?},

S(a,r) = {x = (v1,29) € R?* | (z1 — a1)® + (22 — a)* = r?}.

<

<

Spre exemplu, B((2,4),3) = {(z,y) € R? | (v — 2)? + (y — 4)? < 9} are reprezentarea:

7k P

Exemplul 6.1.12 In cazul normei |-, , multimile corespunzatoare sunt:
B(a,r) = {z = (v1,22) € R? | |21 — a1| + |z — az| <7},

E( ,T‘) = {[L’: (1]1,$2) € R? | |ZE1 _(l1| + |JI2 —CL2| < T‘},
S(a,r) ={x = (v1,22) € R?| |21 — a1| + |22 — ag| =1}

Q

Q
<

?
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Spre exemplu, B((0,0),1) = {(x,y) € R? | |z| + |y| < 1} are reprezentarea:

10k

051

I
05 10

Exemplul 6.1.13 In sfarsit, in cazul normei ||-|| _ , obtinem urmitoarele:

B(CL,T) = {Q} = (1'1,1‘2) € R2 ’ max{\xl - &1’ 9 ’5172 - a2‘} < 7“},
E(G,T) = {2 = (z1,72) € R’ | max{|r; — a1, [v2 — ap|} <7},

S(a,r) = {1’ = ($1,$2) € R’ | I]ﬂ&“"iﬂﬁl - CL1| ) |iU2 - a2|} = 7”}‘

Spre exemplu, B((0,0),1) = {(z,y) € R? | max{|z|, |y|} < 1} are reprezentarea:

05

Definitia 6.1.14 O multime A nevida din R* se numeste marginita daca existd o bila, pe
care o putem presupune cu centrul in origine, care contine A. Aceasta inseamnd ca exista
un numar M > 0 astfel incat pentru orice x € A sa avem ||z| < M. In caz contrar, A se
numegte nemarginita.

Observatia 6.1.15 Deoarece in spatiul R¥ nu avem o relatie de ordine, R* nu se pot defini
notiunile de multimi majorate sau multimi minorate si nici marginile unei multims.
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6.1.2 Vecinatati

Definitia 6.1.16 Fiec z, € R*. Se numeste vecindtate a lui xy orice supramultime a unei
bile deschise cu centrul in xg.

\/

x

O

O vecinatate a lui 2y se noteaza V,, sau V', daca nu exista pericol de confuzie. Mul{imea
vecinatatilor lui zg se noteaza V(z) si se numegte sistemul vecinatatilor lui .

Observatia 6.1.17 Bilele deschise sau inchise centrate in xo sunt vecinatati ale lui xg.

Proprietati ale vecinatatilor

(V1) VV € V(z), x € V (dacd V este o vecinatate a lui = atunci z € V.) Afirmatia rezulta
din faptul ca x se gaseste in orice bila deschisa centrata in x.

(Vo) VV € V(z) si U DV, avem U € V(x) (orice supramultime a unei vecindtati a lui
este vecinatate a lui z) Rezulta din faptul x € B(x,r;) CV C W.

(V3) YVi, Vo € V(z), avem V3 NV, € V(z). (Intersectia a doud vecindtati ale lui x este
vecinatate a lui x, adica dacd V1,V2 € V(z) = Vi NV,y € V(x).) Din definitia vecinatatilor
rezultd ca existd o bila deschisd B(x,r) C Vi si B(x,r) C V. Dacad r = min{ry,m}
= B(z,r) cViNnVy =ViNnV, € V(z).

(Vi) VV € V(x), IW € V(z) astfel incat Yy € W avem V' € V(y).

Teorema 6.1.18 (Teorema de separatie a lui Hausdorff) Dacd x si y sunt doud ele-
mente ale lui R¥ atunci existd o vecinatate Vi a lui & si Va a lui y astfel tncat Vi N Vy = 0.

Demonstratie. Deoarece z # y = d = |z — y|| > 0; sferele B(z, %) si B(y, ¢) care sunt
vecinatati ale lui x si ¥ nu au puncte comune, deoarece daca ar exista z € B(z, g) N B(y, %)
arrezulta ci d = |z —y|l = lz—z+z—y| <z — 2| + ]z -yl < $+ ¢ =2, fals. O

6.1.3 Multimi deschise

Fie A o submultime a spatiului R* si un punct zy € A.

Definitia 6.1.19 Un punct zo € A se numeste punct interior al multimii A daca exista
o vecinatate V' a lui o continuta in multimea A, adica xq € V C A.

A spune ca z( este punct interior al lui A inseamna ca A este o vecinatate a lui xg.

Definitia 6.1.20 Multimea punctelor interioare ale multimii A se numeste intertorul lui

A gi se noteaza cu int A sau A.
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Evident interiorul lui A este continut in A, A C A.
Interiorul multimii vide este multimea vida.

Definitia 6.1.21 Multimea A se numeste mulitme dechisd daca este egald cu interiorul
sau: A = A, adica toate punctele sale sunt interioare.

Propozitia 6.1.22 (Proprietati ale multimilor deschise) (i) Orice reuniune (finita sau
infinita) de multimi deschise este o multime deschisa;

(ii) Orice intersectie finita de multimi deschise este o multime deschisa;

(iii) R* este o multime deschisa; multimea vida este o multime deschisa.

Exemple de multimi deschise: sferele (deschise), intervalele deschise n—dimensionale.

6.1.4 Multimi inchise

Definitia 6.1.23 Un punct vy € R* (nu neapdrat in A) se numeste punct aderent al
multimii A daca in orice vecinatate V' a lui xo exista cel putin un punct din A, (eventual
numai xo, daci ro € A), adica ANV # 0.

Multimea punctelor aderente multimii A se numeste aderenta lui A sau inchiderea lui
A si se noteazi cl A sau A.

Orice xg € A este punct aderent al lui A, deoarece in orice vecinatate a lui xy se gaseste
cel putin punctul zg in A. Deci multimea A este continuta in inchiderea sa: A C A.
O multime poate avea puncte aderente care sa nu-i apartina.

Definitia 6.1.24 O multime se numeste inchisa daca este egala cu aderenta sa.

Propozitia 6.1.25 (Proprietati ale multimilor inchise) (i) Orice reuniune finita de mul-
timi inchise este o mullime inchisa;

(ii) Orice intersectie (finitd sau infinita) de multimi inchise este o multime inchisa.

(iii) R* este o multime inchisa; multimea vida este o multime inchisa.

Exemple de multimi inchise: sferele (inchise), intervalele inchise n—dimensionale.

6.1.5 Puncte de acumulare

Definitia 6.1.26 Un punct xo € R¥ se numeste punct de acumulare al multimii A C RF
daca orice vecinatate a punctului xo contine puncte din A, diferite de xo. Cu alte cuvinte

YV e V(xg) : VN (A\ {z0}) # 0.

Intuitiv, un punct x( este punct de acumulare pentru o multime daca exista puncte din
acea multime diferite de x, oricAt de aproape de z(. Calitatea unui punct de a fi punct de
acumulare pentru o multime nu se schimba daca punctul respectiv se adauga sau se scoate din
multime. In general, un punct de acumulare poate si aparting sau si nu aparting multimii
respective.

Definitia 6.1.27 Un punct xy se numeste punct izolat daca nu este punct de acumulare.

Propozitia 6.1.28 Multimile finite nu au puncte de acumulare.

Legatura dintre multimi deschise si inchise: o multime este inchisa daca si numai daca
complementara sa este o multime deschisa.
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6.1.6 Convergenta in R¥ k > 2

Definitia 6.1.29 Se numeste gir de puncte din R* orice functie f : N — R¥*. In acest
caz, vom nota f(n) € R cu z™ si vom numi acest element termenul general al sirului. De
asemenea, convenim si notam intrequl §ir cu (™),en-

Elementele spatiului R* sunt k-uple de numere reale. Daci punem in evidenta acest lucru
pentru elementele unui sir (z"), .y din R* si scriem acest sir pe coloand (deoarece este mai
convenabil decat sa-1 scriem pe linie) avem

b= (21,23, ...,1})

2 = (22,43, .., 2%)

" = (a], 2y, ..., x})

se observa ca sgirul (z"), oy din R* se descompune mergand pe coloane in k siruri de numere
reale

wt, 22, ..., a7, .. sirul coordonatelor de rang 1,
1 .2 n

T3, X3, ..., Ty, .. sirul coordonatelor de rang 2,

Ty, Ty, ..., Ty, .. sirul coordonatelor de rang k.

Este natural sa ne intrebam in ce masura anumite proprietati ale sirului (2"), . se
rasfrang asupra sirurilor coordonate. Astfel, sirul ("), este marginit daca si numai daca
cele k siruri de coordonate sunt marginite.

Definitia 6.1.30 Spunem ca sirul (2"), .y converge la elementul { € R* daca pentru orice
vecinatate V' a lui €, exista ny € N astfel incat pentru n > ny = ™ € V. Se noteaza
lim 2™ = /.
n—oo
Observam ca afirmatia "exista ny € N astfel incat pentru n > ny” este echivalenta cu
afirmatia: in afara vecinatatii V' raméne cel mult un numar finit de termeni ai girului. Mai
mult, deoarece in afara vecinatatii V' nu pot fi decdt cel mult termenii pana la rangul ny

(nu inseamna cad pand la rangul ny toti sunt in afara, unii din ei se pot afla tot in V') deci
in numar finit.

Teorema 6.1.31 (Teorema de caracterizare a sirurilor convergente) lim z" = ¢ dacd
n—oo

§t numai daca
Ve > 0,dn. € N,Vn > n. : Hx" — xOH < e.

Relativ la convergenta, avem o teorema de caracterizare a convergentei unui sir de el-
emente din R* care are avantajul de a reduce convergenta unui sir de elemente din R* la
convergenta unui sistem de £ giruri de numere reale.

Teorema 6.1.32 (convergenta pe coordonate) Conditia necesara i suficientda ca un gir
(2),en din RF sa fie convergent este ca sirurile reale ale coordonatelor, (x'), .y sd convearga
pentru fiecare i = 1,n. Limita sirului (2"),en €ste k-uplul format din limitele celor k giruri

reale ale coordonatelor.
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Demonstratie. Are loc inegalitatea evidenta:
Vo = (21,29, ..., 1) € R¥ |z < ||2|| < |og| + |2o| + ... + |z2] , Vi = 1, k. (6.13)

Necesitatea. Dacid lim 2" = ¢ in R*, rezultd ci ||2" — ¢|| — 0 si inlocuind in stanga

n—oo

inegalitatii (6.13) © = 2™ — ¢ §i x; = x' — {;, obtinem

|z — 4;| < || —¢]|,Vi = 1, k, de unde, conform criteriului majorarii, rezultd ci =} —
Ei, Vi = 1, n.

Suficienta. Daca (z}), .y sunt siruri convergente si x7 — /;, atunci notand ¢ =
(01, 0o, ...,0;) € R din partea dreaptd a inegalititii (6.13), pentru & = 2™ — £ obtinem

[ = O] < Jat = o + a5 — o] + oo+ | — bl

Se observa ca fiecare gir din partea dreapta a acestei inegalitati converge la zero, deci si
suma lor converge la zero, de unde prin acelasi criteriu al majorarii, rezultd ||z — ¢|| — 0,
adicd lim 2" = ¢ in R*. O

n—oo

Rezultatele de la siruri de numere reale se extind in cazul sirurilor din R¥ datorita Teo-
remei 6.1.32.
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