
Curs 6

Spa̧tiul Rk

6.1 Norme pe Rk

Scopul acestui curs este de a introduce şi studia muļtimea Rk. Vor � analizate propriet¼a̧tile
algebrice şi topologice ale acestui spa̧tiu, ce vor permite introducerea şirurilor de puncte din
Rk.
Consider¼am k 2 N� şi �e

Rk := R� R� :::� R| {z }
de k ori

= fx = (x1; x2; :::; xk) j xi 2 R; i = 1; kg:

Aceast¼a muļtime se organizeaz¼a ca spa̧tiu liniar real în raport cu opera̧tiile

\ + " : Rk � Rk ! Rk; x+ y = (x1 + y1; x2 + y2; :::; xk + yk);
\ � " : R� Rk ! Rk; � � x = (�x1; �x2; :::; �xk);

pentru orice x; y 2 Rk şi orice � 2 R, opera̧tii numite adunarea şi înmuļtirea cu scalari.
Rk se poate organiza ca spa̧tiu euclidian.
Pentru orice dou¼a elemente x = (x1; x2; :::; xk); y = (y1; y2; :::; yk) 2 Rk; consider¼am

hx; yi := x1y1 + x2y2 + :::+ xkyk =
kX
i=1

xiyi: (6.1)

numit produsul scalar standard.

De�ni̧tia 6.1.1 O aplicaţie k�k : Rk ! R se numeşte norm¼a pe Rk dac¼a îndeplineşte
relaţiile:
(N1) kxk = 0, x = �;
(N2) k� � xk = j�j kxk ; 8� 2 R; 8x 2 Rk;
(N3) kx+ yk � kxk+ kyk ; 8x; y 2 Rk:

Propriet¼a̧tile (N1)� (N3) se mai numesc axiomele normei. Având de�nit¼a o norm¼a k�k
pe Rk; vom spune c¼a (Rk; k�k) este spa̧tiu liniar normat. Pentru un element x 2 Rk; vom
numi kxk norma sau lungimea vectorului x:
Norma are urm¼atoarele propriet¼a̧ti elementare.

Propozi̧tia 6.1.2 Presupunem c¼a k�k este o norm¼a pe Rk: Atunci:
(i) k�xk = kxk ; 8x 2 Rk;
(ii) kxk � 0; 8x 2 Rk;
(iii) jkxk � kykj � kx� yk ; 8x; y 2 Rk:
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Demonstra̧tie. Deoarece (i) este evident¼a, s¼a ar¼at¼am (ii). Pentru aceasta, s¼a observ¼am c¼a,
pentru orice x 2 Rk;

0 = k�k = kx+ (�x)k � kxk+ k�xk = 2 kxk :

Pentru (iii), observ¼am c¼a

kxk = k(x� y) + yk � kx� yk+ kyk ) kxk � kyk � kx� yk ;
kyk = k(y � x) + xk � ky � xk+ kxk = kx� yk+ kxk

) kyk � kxk � kx� yk : �

Am v¼azut, în cadrul cursului de algebr¼a, c¼a exist¼a urm¼atoarea legatur¼a între no̧tiunile
prezentate anterior: având de�nit un produs scalar h�; �i ; acesta induce o norm¼a pe Rk.

Propozi̧tia 6.1.3 Fie h�; �i un produs scalar pe Rk: Atunci aplicaţia k�k : Rk ! R;

kxk :=
p
hx; xi; 8x 2 Rk; (6.2)

este o norm¼a pe Rk:

O proprietate interesant¼a, ce ne d¼a condi̧tii necesare şi su�ciente pentru ca o norm¼a s¼a
�e indus¼a de un produs scalar, este prezentat¼a în continuare.

Propozi̧tia 6.1.4 Condiţia necesar¼a şi su�cient¼a ca o norm¼a k�k s¼a �e indus¼a de un produs
scalar h�; �i este ca k�k s¼a satisfac¼a urm¼atoarea identitate, numit¼a identitatea paralelogra-
mului

kx+ yk2 + kx� yk2 = 2 kxk2 + 2 kyk2 ; 8x; y 2 Rk: (6.3)

Demonstra̧tie.
\ ) " S¼a presupunem c¼a exist¼a h�; �i astfel încât kxk =

p
hx; xi;8x 2 Rk: Atunci (6.3)

revine la
hx+ y; x+ yi+ hx� y; x� yi = 2 hx; xi+ 2 hy; yi ; 8x; y 2 Rk;

rela̧tie ce se veri�c¼a uşor în baza propriet¼a̧tilor produsului scalar.
\ ( " S¼a presupunem acum c¼a (6.3) este îndeplinit¼a şi s¼a de�nim, pentru x; y 2 Rk

arbitrari,

hx; yi := 1

4

�
kx+ yk2 � kx� yk2

�
: (6.4)

Axiomele (PS1) şi (PS2) rezult¼a uşor. S¼a ar¼at¼am (PS3): Pentru aceasta, avem

hx+ y; zi = 1

4

�
kx+ y + zk2 � kx+ y � zk2

�
=
1

4

�
kx+ y + zk2 + kzk2

�
� 1
4

�
kzk2 + kx+ y � zk2

�
=
1

8

�
kx+ y + 2zk2 + kx+ yk2

�
� 1
8

�
kx+ yk2 + kx+ y � 2zk2

�
=
1

8

�
kx+ y + 2zk2 + kx+ y � 2zk2

�
;
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hx; zi+ hy; zi = 1

4

�
kx+ zk2 � kx� zk2

�
+
1

4

�
ky + zk2 � ky � zk2

�
=
1

4

�
kx+ zk2 + ky + zk2

�
� 1
4

�
kx� zk2 + ky � zk2

�
=
1

8

�
kx+ y + 2zk2 + kx� yk2

�
� 1
8

�
kx+ y � 2zk2 + kx� yk2

�
=
1

8

�
kx+ y + 2zk2 + kx+ y � 2zk2

�
:

În concluzie, (PS3) este demonstrat¼a.
S¼a ar¼at¼am (PS4). S¼a observ¼am c¼a

0 = h�; yi = hx+ (�x); yi = hx; yi+ h�x; yi ;

de unde
h�x; yi = �hx; yi ; 8x; y 2 Rk: (6.5)

Dac¼a k�k satisface (6.3), folosind jkxk � kykj � kx� yk şi kx+ yk � kxk+ kyk ; avem

hx; yi = 1

4

�
kx+ yk2 � kx� yk2

�
� 1

4
(kxk+ kyk)2 � 1

4
(kxk � kyk)2

= kxk kyk ; 8x; y 2 Rk;

adic¼a h�; �i de�nit de (6.4) satisface o inegalitate de tip Cauchy-Buniakowski-Schwarz. Schim-
bând x cu �x şi folosind (6.5), avem c¼a

jhx; yij � kxk kyk ; 8x; y 2 Rk: (6.6)

De asemenea, folosind (PS3); ce a fost deja demonstrat¼a, avem

h2 � x; yi = hx+ x; yi = hx; yi+ hx; yi = 2 hx; yi ; 8x; y 2 Rk;

de unde, prin induçtie, ob̧tinem

hn � x; yi = n hx; yi ; 8x; y 2 Rk;8n 2 N: (6.7)

Folosind (6.5) şi (6.7), deducem c¼a

hp � x; yi = p hx; yi ; 8x; y 2 Rk;8p 2 Z: (6.8)

De aici, rezult¼a c¼a pentru orice p; q 2 Z cu q 6= 0; şi pentru orice x; y 2 Rk;

q

�
p

q
� x; y

�
=

�
q
p

q
� x; y

�
= hp � x; yi = p hx; yi ;

deci
hr � x; yi = r hx; yi ; 8r 2 Q;8x; y 2 Rk: (6.9)

Fie acum a 2 R; r 2 Q arbitrari. Avem, folosind (PS3); rela̧tiile (6.6) şi (6.9), c¼a

jha � x; yi � a hx; yij = jha � x; yi � hr � x; yi+ r hx; yi � a hx; yij
� jh(a� r) � x; yij+ j(r � a) hx; yij
� k(a� r) � xk kyk+ jr � aj kxk kyk
= 2 jr � aj kxk kyk :
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F¼acând r ! a (vezi capitolul Limite de funçtii), rezult¼a c¼a

ha � x; yi = a hx; yi ;

adic¼a (PS4) este complet demonstrat¼a. �

Prezent¼am în continuare câteva exemple remarcabile de norme.

Exemplul 6.1.5 Pentru k = 1; funçtia modul j � j : R! R este o norm¼a, deoarece satisface
(N1) jxj = 0, x = 0;
(N2) j�xj = j�j jxj ; 8�; x 2 R;
(N3) jx+ yj � jxj+ jyj ; 8x; y 2 R:

Urm¼atoarele norme de�nite pe Rk vor � importante în cele ce urmeaz¼a.

Exemplul 6.1.6 (Norma euclidian¼a) Reamintim c¼a produsul scalar standard pe Rk este
dat de (6.1). Consider¼am norma indus¼a de acesta, notat¼a cu k�k2 : Rk ! R şi de�nit¼a prin

kxk2 :=

vuut kX
i=1

x2i ; 8x = (x1; x2; :::; xk) 2 Rk: (6.10)

Fiind indus¼a de produsul scalar standard, k�k2 este numit¼a norma euclidian¼a.

Exemplul 6.1.7 (Norma 1) Fie aplica̧tia k�k1 : Rk ! R de�nit¼a prin

kxk1 :=
kX
i=1

jxij ; 8x = (x1; x2; :::; xk) 2 Rk: (6.11)

S¼a veri�c¼am c¼a k�k1 satisface axiomele (N1)� (N3): Din nou, (N1); (N2) se veri�c¼a uşor.
Pentru (N3); s¼a observ¼am c¼a, pentru orice x; y 2 Rk;

kx+ yk1 =
kX
i=1

jxi + yij �
kX
i=1

(jxij+ jyij) =
kX
i=1

jxij+
kX
i=1

jyij = kxk1 + kyk1 :

Aşadar, k�k1 de�neşte o norm¼a pe Rk; numit¼a norma 1, sau norma Manhattan. Se
poate observa c¼a k�k1 nu satisface identitatea paralelogramului. Într-adev¼ar, pentru x :=
(1; 0; :::; 0); y := (0; 1; 0; :::; 0); ob̧tinem kxk1 = kyk1 = 1 şi
kx+ yk1 = kx� yk1 = 2; deci (6.3) nu este îndeplinit¼a. Atunci, potrivit Propozi̧tiei

6.1.4, k�k1 nu poate � indus¼a de niciun produs scalar.

Exemplul 6.1.8 (Norma maximum) Fie aplica̧tia k�k1 : Rk ! R de�nit¼a prin

kxk1 := max
i=1;k

jxij ; 8x = (x1; x2; :::; xk) 2 Rk: (6.12)

Din nou, se veri�c¼a uşor axiomele normei (N1) � (N3) (exerci̧tiu). Deci, aplica̧tia k�k1
este o norm¼a pe Rk; numit¼a norma maximum. Ca mai sus, observ¼am c¼a k�k1 nu satisface
identitatea paralelogramului, deci nu poate � indus¼a de niciun produs scalar.

S¼a mai observ¼am c¼a toate cele trei norme de�nite anterior se reduc, în cazul k = 1; la
funçtia modul.
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6.1.1 Bile închise. Bile deschise

Consider¼am în continuare spa̧tiul Rk; pe care am de�nit o norm¼a k�k :

De�ni̧tia 6.1.9 Fie a 2 Rk; r 2 R�+: Mulţimea

B(a; r) =
�
x 2 Rkj kx� ak < r

	
se numeşte bil¼a deschis¼a de centru a şi raz¼a r: Mulţimea

B (a; r) =
�
x 2 Rkj kx� ak � r

	
se numeşte bil¼a închis¼a de centru a şi raz¼a r. Mulţimea

S (a; r) =
�
x 2 Rkj kx� ak � r

	
se numeşte sfer¼a de centru a şi raz¼a r.

Exemplul 6.1.10 În R, B(a; r) = fx 2 Rj kx� ak < rg este un interval deschis de lungime
2r şi cu centrul în a.

Exemplul 6.1.11 S¼a consider¼am cazul R2: Pentru norma euclidian¼a k�k2 ; bila deschis¼a,
bila închis¼a şi sfera de centru a = (a1; a2) 2 R2 şi raz¼a r > 0 vor �, respectiv

B(a; r) = fx = (x1; x2) 2 R2 j (x1 � a1)2 + (x2 � a2)2 < r2g;
B(a; r) = fx = (x1; x2) 2 R2 j (x1 � a1)2 + (x2 � a2)2 � r2g;
S(a; r) = fx = (x1; x2) 2 R2 j (x1 � a1)2 + (x2 � a2)2 = r2g:

Spre exemplu, B((2; 4); 3) = f(x; y) 2 R2 j (x� 2)2 + (y � 4)2 � 9g are reprezentarea:

1 0 1 2 3 4 5

0

1

2

3

4

5

6

7

Exemplul 6.1.12 În cazul normei k�k1 ; muļtimile corespunz¼atoare sunt:

B(a; r) = fx = (x1; x2) 2 R2 j jx1 � a1j+ jx2 � a2j < rg;
B(a; r) = fx = (x1; x2) 2 R2 j jx1 � a1j+ jx2 � a2j � rg;
S(a; r) = fx = (x1; x2) 2 R2 j jx1 � a1j+ jx2 � a2j = rg:
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Spre exemplu, B((0; 0); 1) = f(x; y) 2 R2 j jxj+ jyj � 1g are reprezentarea:

1 .0 0 .5 0 .5 1 .0

1 .0

0 .5

0 .5

1 .0

Exemplul 6.1.13 În sfâŗsit, în cazul normei k�k1 ; ob̧tinem urm¼atoarele:

B(a; r) = fx = (x1; x2) 2 R2 j maxfjx1 � a1j ; jx2 � a2jg < rg;
B(a; r) = fx = (x1; x2) 2 R2 j maxfjx1 � a1j ; jx2 � a2jg � rg;
S(a; r) = fx = (x1; x2) 2 R2 j maxfjx1 � a1j ; jx2 � a2jg = rg:

Spre exemplu, B((0; 0); 1) = f(x; y) 2 R2 j maxfjxj ; jyjg � 1g are reprezentarea:

1.0 0.5 0.5 1.0

1.0

0.5

0.5

1.0

De�ni̧tia 6.1.14 O mulţime A nevid¼a din Rk se numeşte m¼arginit¼a dac¼a exist¼a o bil¼a, pe
care o putem presupune cu centrul în origine, care conţine A. Aceasta înseamn¼a c¼a exist¼a
un num¼ar M > 0 astfel încât pentru orice x 2 A s¼a avem kxk � M: În caz contrar, A se
numeşte nem¼arginit¼a.

Observa̧tia 6.1.15 Deoarece în spaţiul Rk nu avem o relaţie de ordine, Rk nu se pot de�ni
noţiunile de mulţimi majorate sau mulţimi minorate şi nici marginile unei mulţimi.
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6.1.2 Vecin¼at¼a̧ti

De�ni̧tia 6.1.16 Fie x0 2 Rk: Se numeşte vecin¼atate a lui x0 orice supramulţime a unei
bile deschise cu centrul în x0:

O vecin¼atate a lui x0 se noteaz¼a Vx0 sau V , dac¼a nu exist¼a pericol de confuzie. Muļtimea
vecin¼at¼a̧tilor lui x0 se noteaz¼a V(x0) şi se numeşte sistemul vecin¼at¼a̧tilor lui x0:

Observa̧tia 6.1.17 Bilele deschise sau închise centrate în x0 sunt vecin¼at¼aţi ale lui x0:

Propriet¼a̧ti ale vecin¼at¼a̧tilor
(V1) 8V 2 V(x); x 2 V (dac¼a V este o vecin¼atate a lui x atunci x 2 V:) A�rma̧tia rezult¼a

din faptul c¼a x se g¼aseşte în orice bil¼a deschis¼a centrat¼a în x:
(V2) 8V 2 V(x) şi U � V; avem U 2 V(x) (orice supramuļtime a unei vecin¼at¼a̧ti a lui x

este vecin¼atate a lui x) Rezult¼a din faptul x 2 B(x; r1) � V � W:
(V3) 8V1; V2 2 V(x); avem V1 \ V2 2 V(x): (Interseçtia a dou¼a vecin¼at¼a̧ti ale lui x este

vecin¼atate a lui x; adic¼a dac¼a V1; V2 2 V(x) ) V1 \ V2 2 V(x):) Din de�ni̧tia vecin¼at¼a̧tilor
rezult¼a c¼a exist¼a o bil¼a deschis¼a B(x; r1) � V1 şi B(x; r2) � V2: Dac¼a r = min fr1; r2g
) B(x; r) � V1 \ V2 ) V1 \ V2 2 V(x):
(V4) 8V 2 V(x);9W 2 V(x) astfel încât 8y 2 W avem V 2 V(y):

Teorema 6.1.18 (Teorema de separa̧tie a lui Hausdor¤) Dac¼a x şi y sunt dou¼a ele-
mente ale lui Rk atunci exist¼a o vecin¼atate V1 a lui x şi V2 a lui y astfel încât V1 \ V2 = ;:

Demonstra̧tie. Deoarece x 6= y ) d = kx� yk > 0; sferele B(x; d
3
) şi B(y; d

3
) care sunt

vecin¼at¼a̧ti ale lui x şi y nu au puncte comune, deoarece dac¼a ar exista z 2 B(x; d3) \B(y;
d
3
)

ar rezulta c¼a d = kx� yk = kx� z + z � yk � kx� zk+ kz � yk < d
3
+ d

3
= 2d

3
; fals. �

6.1.3 Muļtimi deschise

Fie A o submuļtime a spa̧tiului Rk şi un punct x0 2 A:

De�ni̧tia 6.1.19 Un punct x0 2 A se numeşte punct interior al mulţimii A dac¼a exist¼a
o vecin¼atate V a lui x0 conţinut¼a în mulţimea A; adic¼a x0 2 V � A:

A spune c¼a x0 este punct interior al lui A înseamn¼a c¼a A este o vecin¼atate a lui x0.

De�ni̧tia 6.1.20 Mulţimea punctelor interioare ale mulţimii A se numeşte interiorul lui

A şi se noteaz¼a cu intA sau
�
A:
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Evident interiorul lui A este coņtinut în A,
�
A � A:

Interiorul muļtimii vide este muļtimea vid¼a.

De�ni̧tia 6.1.21 Mulţimea A se numeşte mulţime dechis¼a dac¼a este egal¼a cu interiorul
s¼au: A = �A; adic¼a toate punctele sale sunt interioare.

Propozi̧tia 6.1.22 (Propriet¼a̧ti ale muļtimilor deschise) (i) Orice reuniune (�nit¼a sau
in�nit¼a) de mulţimi deschise este o mulţime deschis¼a;
(ii) Orice intersecţie �nit¼a de mulţimi deschise este o mulţime deschis¼a;
(iii) Rk este o mulţime deschis¼a; mulţimea vid¼a este o mulţime deschis¼a.

Exemple de muļtimi deschise: sferele (deschise), intervalele deschise n�dimensionale:

6.1.4 Muļtimi închise

De�ni̧tia 6.1.23 Un punct x0 2 Rk (nu neap¼arat în A) se numeşte punct aderent al
mulţimii A dac¼a în orice vecin¼atate V a lui x0 exist¼a cel puţin un punct din A; (eventual
numai x0; dac¼a x0 2 A); adic¼a A \ V 6= ;:
Mulţimea punctelor aderente mulţimii A se numeşte aderenţa lui A sau închiderea lui

A şi se noteaz¼a clA sau A:

Orice x0 2 A este punct aderent al lui A; deoarece în orice vecin¼atate a lui x0 se g¼aseşte
cel pu̧tin punctul x0 în A: Deci muļtimea A este coņtinut¼a în închiderea sa: A � A:
O muļtime poate avea puncte aderente care s¼a nu-i apaŗtin¼a.

De�ni̧tia 6.1.24 O mulţime se numeşte închis¼a dac¼a este egal¼a cu aderenţa sa.

Propozi̧tia 6.1.25 (Propriet¼a̧ti ale muļtimilor închise) (i) Orice reuniune �nit¼a de mul-
ţimi închise este o mulţime închis¼a;
(ii) Orice intersecţie (�nit¼a sau in�nit¼a) de mulţimi închise este o mulţime închis¼a.
(iii) Rk este o mulţime închis¼a; mulţimea vid¼a este o mulţime închis¼a.

Exemple de muļtimi închise: sferele (închise), intervalele închise n�dimensionale.

6.1.5 Puncte de acumulare

De�ni̧tia 6.1.26 Un punct x0 2 Rk se numeşte punct de acumulare al mulţimii A � Rk
dac¼a orice vecin¼atate a punctului x0 conţine puncte din A, diferite de x0: Cu alte cuvinte
8V 2 V(x0) : V \ (An fx0g) 6= ;:

Intuitiv, un punct x0 este punct de acumulare pentru o muļtime dac¼a exist¼a puncte din
acea muļtime diferite de x0, oricât de aproape de x0: Calitatea unui punct de a � punct de
acumulare pentru o muļtime nu se schimb¼a dac¼a punctul respectiv se adaug¼a sau se scoate din
muļtime. În general, un punct de acumulare poate s¼a apaŗtin¼a sau s¼a nu apaŗtin¼a muļtimii
respective.

De�ni̧tia 6.1.27 Un punct x0 se numeşte punct izolat dac¼a nu este punct de acumulare.

Propozi̧tia 6.1.28 Mulţimile �nite nu au puncte de acumulare.

Leg¼atura dintre muļtimi deschise şi închise: o muļtime este închis¼a dac¼a şi numai dac¼a
complementara sa este o muļtime deschis¼a.
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6.1.6 Convergeņta în Rk; k � 2
De�ni̧tia 6.1.29 Se numeşte şir de puncte din Rk orice funcţie f : N ! Rk: În acest
caz, vom nota f(n) 2 Rk cu xn şi vom numi acest element termenul general al şirului. De
asemenea, convenim s¼a not¼am întregul şir cu (xn)n2N:

Elementele spa̧tiului Rk sunt k-uple de numere reale. Dac¼a punem în evideņt¼a acest lucru
pentru elementele unui şir (xn)n2N din Rk şi scriem acest şir pe coloan¼a (deoarece este mai
convenabil decât s¼a-l scriem pe linie) avem

x1 =
�
x11; x

1
2; :::; x

1
k

�
x2 =

�
x21; x

2
2; :::; x

2
k

�
...

xn = (xn1 ; x
n
2 ; :::; x

n
k)

...

se observ¼a c¼a şirul (xn)n2N din Rk se descompune mergând pe coloane în k şiruri de numere
reale

x11; x
2
1; :::; x

n
1 ; :: şirul coordonatelor de rang 1;

x12; x
2
2; :::; x

n
2 ; :: şirul coordonatelor de rang 2;

...

x1k; x
2
k; :::; x

n
k ; :: şirul coordonatelor de rang k:

Este natural s¼a ne întreb¼am în ce m¼asur¼a anumite propriet¼a̧ti ale şirului (xn)n2N se
r¼asfrâng asupra şirurilor coordonate. Astfel, şirul (xn)n2N este m¼arginit dac¼a şi numai dac¼a
cele k şiruri de coordonate sunt m¼arginite.

De�ni̧tia 6.1.30 Spunem c¼a şirul (xn)n2N converge la elementul ` 2 Rk dac¼a pentru orice
vecin¼atate V a lui `; exist¼a nV 2 N astfel încât pentru n � nV ) xn 2 V: Se noteaz¼a

lim
n!1

xn = `:

Observ¼am c¼a a�rma̧tia "exist¼a nV 2 N astfel încât pentru n � nV " este echivalent¼a cu
a�rma̧tia: în afara vecin¼at¼a̧tii V r¼amâne cel mult un num¼ar �nit de termeni ai şirului. Mai
mult, deoarece în afara vecin¼at¼a̧tii V nu pot � decât cel mult termenii pân¼a la rangul nV
(nu înseamn¼a c¼a pân¼a la rangul nV to̧ti sunt în afar¼a, unii din ei se pot a�a tot în V ) deci
în num¼ar �nit.

Teorema 6.1.31 (Teorema de caracterizare a şirurilor convergente) lim
n!1

xn = ` dac¼a

şi numai dac¼a
8" > 0;9n" 2 N;8n � n" :



xn � x0

 < ":
Relativ la convergeņt¼a, avem o teorem¼a de caracterizare a convergeņtei unui şir de el-

emente din Rk care are avantajul de a reduce convergeņta unui şir de elemente din Rk la
convergeņta unui sistem de k şiruri de numere reale.

Teorema 6.1.32 (convergeņta pe coordonate) Condiţia necesar¼a şi su�cient¼a ca un şir
(xn)n2N din Rk s¼a �e convergent este ca şirurile reale ale coordonatelor, (xni )n2N s¼a convearg¼a
pentru �ecare i = 1; n: Limita şirului (xn)n2N este k-uplul format din limitele celor k şiruri
reale ale coordonatelor.
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Demonstra̧tie. Are loc inegalitatea evident¼a:

8x = (x1; x2; :::; xk) 2 Rk; jxij � kxk � jx1j+ jx2j+ :::+ jxkj ;8i = 1; k: (6.13)

Necesitatea. Dac¼a lim
n!1

xn = ` în Rk; rezult¼a c¼a kxn � `k ! 0 şi înlocuind în stânga

inegalit¼a̧tii (6.13) x = xn � ` şi xi = xni � `i; ob̧tinem
jxni � `ij � kxn � `k ;8i = 1; k; de unde, conform criteriului major¼arii, rezult¼a c¼a xni !

`i;8i = 1; n:
Su�cieņta. Dac¼a (xni )n2N sunt şiruri convergente şi x

n
i ! `i; atunci notând ` =

(`1; `2; :::; `k) 2 Rk; din partea dreapt¼a a inegalit¼a̧tii (6.13), pentru x = xn � ` ob̧tinem
kxn � `k � jxn1 � `1j+ jxn2 � `2j+ :::+ jxnk � `kj :
Se observ¼a c¼a �ecare şir din partea dreapt¼a a acestei inegalit¼a̧ti converge la zero, deci şi

suma lor converge la zero, de unde prin acelaşi criteriu al major¼arii, rezult¼a kxn � `k ! 0;
adic¼a lim

n!1
xn = ` în Rk: �

Rezultatele de la şiruri de numere reale se extind în cazul şirurilor din Rk datorit¼a Teo-
remei 6.1.32.
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