Curs 9

Derivabilitate si diferentiabilitate
pentru functii reale

9.1 Derivata si diferentiala unei functii reale. Propri-
etati generale

Definitia 9.1.1 (i) Fie f : ACR — R sia € A'N A. Spunem ca f are derivata in
punctul a daca exista in R limita

1o f@) = (@)

rT—a r—a

(9.1)

Vom nota aceasta limita cu f'(a) si o vom numi derivata functiei f in punctul a. Daca
f'(a) € R, spunem ca f este derivabild in punctul a.

(i1) Spunem ca functia f: A C R — R este derivabild pe multimea D C A, daca f
este derivabila in fiecare punct din D. Functia notata f', f': D — R, care asociaza fiecarui
punct x € D derivata f'(x) se numegte derivata functiei f pe multimea D.

Definitia 9.1.2 (i) Fie [ C R un interval deschis si f : I — R. Spunem ca f este difer-
entiabila in a € I daca exista A € R gi a : I — R, cu lima(z) = ala) = 0, astfel
incat o

f(z) = fla) + A(x — a) + a(z)(z — a), (9.2)
pentru orice x € I. In acest caz, aplicatia liniard R Sh — A-h € R se noteazi cu df (a) si

se numeste diferentiala functier f in punctul a.
(i1) Spunem ca f este diferentiabild pe I daca f este diferentiabila in orice puncta € I.

Observatia 9.1.3 Analizind definitia anterioara, observam ca, in cazul unei functii f difer-
entiabile in a, diferenta
flx) = f(a)
este aprorimata local de functia liniara A(x — a)
Sa observam acum ca, in cazul functiilor reale, notiunile de derivata si de diferentiala

sunt echivalente.

Teorema 9.1.4 Daca I C R este un interval deschis, atunci f : I — R este diferentiabila
ina €I daca gi numai daca [ este derivabila in a. In acest caz,

df(a)(h) = f'(a) - h, VheR. (9.3)
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Demonstratie. “ =" Presupunem ca f este diferentiabila in punctul a € I. Atunci exista
AeRsia: I — Rculima(x) = a(a) =0, astfel incat

f(x) = fla) + A(x = a) + a(z)(z - a),

pentru orice € I. Luand = € I\ {a} si impartind prin z — a avem

f(z) — f(a)

r —a

= A+ a(z).

Obtinem existenta limitei
f(z) — fla)

T—a Tr — a

= A eR,

adica f este derivabila in a.

f(z) = f(a)

< 7 Invers, sa presupunem cd f este derivabila in a, deci exista lim——————= =

Tr—a xr—a
f'(a) € R. Fie functia

13

a(z) = W—f’(a% dacd x € I\ {a}

0, daca z = a.

Observam ci lima(z) = a(a) = 0 si din definitia lui @ avem pentru x € I \ {a},

f(z) = fla) + f'(a)(z — a) + a(z)(z — a).

Evident, egalitatea de mai sus are loc si pentru = a, ceea ce inseamna ca f este diferenti-
abild in a i df (a)(h) = f'(a) - h. O

Observatia 9.1.5 Sa observam ca, in cazul functiei g : R — R, g(x) = x, obtinem din
teorema anterioara ca, pentru orice x € R,

dr(h) =dg(z)(h) = ¢ (x)-h=h, VheR.
Folosind aceasta relatie i (9.3), vom scrie
df(a) = f'(a) - dx (9.4)

ca egalitate de functit. De asemenea, avand in vedere egalitatea anterioara, uneori derivata
unei functii mai este notata i
df

= o (9.5)

Interpretarea geometrica a derivatei si diferentialei

Pentru o functie derivabila intr-un punct a, graficul functiei admite tangentda in punctul
(a, f(a)), iar valoarea f'(a) reprezinta panta tangentei la graficul lui f in punctul (a, f(a)).

Astfel, tangenta respectiva are urmatoarea ecuatie:

y—fla) = f'(a)(z —a).

De asemenea, avem ca
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Figura 9.1: Interpretarea geometrica a derivatei si diferentialei

Cu alte cuvinte, graficul diferentialei df (a) este translatia tangentei la graficul functiei
f in origine. Desigur, pentru puncte diferite din domeniul functiei f in care aceasta este
derivabils, tangentele pot avea pante diferite, si implicit translatiile lor in origine. In acest
fel, putem observa ca diferentiala unei functii f defineste, pentru fiecare punct in care exista,
cate o aplicatie liniara, al carei grafic este translatia tangentei duse in punctul corespunzator
la graficul functiei in origine.

Urmatoarea propozitie ne da o conditie necesara pentru derivabilitate.

Propozitia 9.1.6 Daca functia f : A C R — R este derivabila in punctul a € A'NA, atunci
f este continua in a.

Demonstratie. Pentru z € A, x # a are loc egalitatea

Trecand la limita cu  — a si tindnd cont de operatiile cu limite de functii, obtinem existenta
limitei lim f(z) si in plus
r—a
lim f(x) = f(a) + f'(a) -0 = f(a).
Obtinem deci ca f este continua in a. O

Observatia 9.1.7 Reciproca propozitiei anterioare nu este adevarata. Astfel, functia f :
R — R, f(z) = |z| este continud in punctul x = 0, dar nu este derivabild in acest punct.

Introducem acum conceptele de derivata si derivabilitate laterala.

Definitia 9.1.8 (i) Spunem ca funcia f : A C R — R are derivatd la stdnga in punctul
a € AN A daca exista in R limita

o F@) = fla)

r—a —
r<a xr a

(9.6)
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Vom nota aceasta limita cu fl(a) si 0 vom numi derivata la stdnga a functiei f in punctul
a. Daca fl(a) € R, vom spune ca f este derivabild la stdnga in a.

(i) Spunem ca functia f : A C R — R are derivata la dreapta in punctul a € AjNA
daca exista in R limita

lim w (9.7)

Vom nota aceasta limita cu f)(a) si 0 vom numi derivata la dreapta a functiei f in punctul
a. Daca f)(a) € R, vom spune ci [ este derivabila la dreapta in a.

Folosind caracterizarea limitei prin intermediul limitelor laterale, putem deduce urma-
toarele.

Teorema 9.1.9 Functia f : A C R — R este derivabild in punctul a € A, N A, N A daca
gi numai dacd f este derivabila la stdnga si la dreapta in a si fl(a) = fi(a). In acest caz
derivatele laterale sunt egale gi cu f'(a).

Formulam in continuare rezultate referitoare la operatii si reguli de calcul cu functii
derivabile.

Propozitia 9.1.10 (Reguli de calcul pentru derivate) Fie f,g: ACR—R,a €R gi
a€ ANA'. Daca [ si g sunt derivabile in a, atunci functiile f + g, af, f - g sunt derivabile
na st

(f +9)(a) = f'(a) + ¢'(a);
(af)'(a) = af'(a);
(f-9)'(a) = fi(a)g(a) + f(a)g ().

SR

Daca, in plus, g(a) # 0, atunci functia = este derivabila in a §i

<i>' (a) = ['(a)g(a) — f(a)g'(a)
9 9%(a)

Demonstratie. Vom demonstra afirmatia doar in cazul raportului, celelalte rezultand ana-
log, cu demonstratii chiar mai simple.

Daca g(a) # 0, iar ¢ fiind derivabild este continud in a, rezultd ci g(x) # 0 pentru orice
x dintr-o vecinatate U a lui a. Atunci, pentru orice x € (U N A) \ {a}, vom avea

Ha) = 1) f(@)-g(a) - f(a) - g(x)
( .

r—a g(x)-g(a) - (x —a)
10 =10) 0 gy 8=l
- 9(z) - g(a)
Cum 1 PO ZTO oy ¢ g 979 _ i) € R g timge) = g(a) # 0

din continuitatea functiei g, ne rezulta ca exista

A~ E)  pla)e(a) - fa)g/(a)
r—a T —a gz(a)

€ R,

deci = este derivabila in a si are loc formula enuntata mai sus. 0
g
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Teorema 9.1.11 (Derivabilitatea functiilor compuse) Fie I,J C R intervale. Dacad
functia f : I — J, este derivabila in a € I, iar functia g : J — R este derivabila in punctul
b:= f(a) € J, atunci compusa lor go f: I — R este derivabila in a i

(go f)(a) =4 (f(a)) - f'(a).

Demonstratie. Fie functia h: J — R, definita prin

AN
J'(b), dacid y = b.

Cum ¢ este derivabild in b, exista limh(y) = ¢'(b) = h(b). Prin urmare, h este continua in b.

y—b

Este clar ca pentru orice y € J,

de unde,
9(f(x)) —g(f(a)) = h(f(z)) - (f(x) — f(a))
pentru orice x € I. Pentru z € I\ {a} putem scrie

9(f(x)) —9(f(a)) _ h(f(x)) - fla) — fla)

Tr—a Tr—a

Deoarece compunerea h o f este continua in a (din teorema de continuitate a compunerii),
prin trecere la limita x — a obtinem ca exista (go f) (a) = h(f(a))- f'(a) = ¢'(f(a))- f(a).O

Teorema 9.1.12 (Derivabilitatea functiei inverse) Fie I,J C R intervale gi functia
f I — J, continua i bijectiva. Daca f este derivabild in a € I gi f'(a) # 0, atunci functia
inversa g = f~! este derivabila in b= f(a) € J si

Demonstratie. Deoarece f este continua si bijectiva rezulta ca este strict monotona iar
g = [~ este monotond si continud. Pentruy € J\{b} ludm = € I\ {a} astfel incat f(z) = y.

Avem
g(y) —g)  g(f(x)) —g(f(a)) T —a 1

y—=b  flo)=fla)  fl@)=fla)  fl@)—fla)
T —a
Cand y — b avem g(y) — ¢(b), deci x — b. Prin trecere la limitd in egalitatea de mai sus

obtinem ¢'(b) = ——. O
f'(a)
Desigur, in virtutea Teoremei 9.1.4 si a formulei (9.3) putem deduce reguli de calcul
pentru diferentialele functiilor reale.

Propozitia 9.1.13 (Reguli de calcul pentru diferentiale) Fie I C R un interval de-
schis i f,g : I - Ria € R sia € AN A" Daca [ si g sunt diferentiabile in a, atunci
functiile f + g, of, f - g sunt diferentiabile in a si

d(f +g)(a) = df (a) + dg(a);

d(af)(a) = adf (a);
d(f - g)(a) = df(a) - g(a) + f(a) - dg(a).
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Daca, in plus, g(a) # 0, atunci functia i este diferentiabila in a si
g

f df (a)g(a) — f(a)dg(a)
d <— (a) = 5 :
g g°(a)
Teorema 9.1.14 (Diferentiala functiilor compuse) Fie I, J C R intervale. Daca functia

f I — J, este diferentiabila in a € I, iar functia g : J — R este diferentiabila in punctul
b:= f(a) € J, atunci compusa lor go f: I — R este diferentiabila in a i

d(g o f)(a) = dg(f(a)) o df (a). (9-8)

Demonstratie. Stim din Teorema 9.1.11 ca g o f este derivabila, deci diferentiabila in a.
S& ardtam (9.8). Avem, pentru orice u € R

deci pentru orice h € R vom avea

[dg(f(a)) o df (a)l(h) = dg(f(a))(df (a)(h)) = dg(f(a))(f'(a) - h)
=g'(f(a))- f'(a) - h=(go f)(a)-h=d(go f)(a)(h),

de unde rezulta relatia ce trebuia aratata. O

9.2 Teoremele fundamentale ale calculului diferential
real

Aceasta sectiune contine unele proprietati importante ale functiilor derivabile, precum si
aplicatii ale acestora in studiul a diverse aspecte legate de comportamentul acestora, cum
ar fi monotonia, aproximarea, punctele de extrem etc. Pentru aceasta, introducem mai intai
notiunea de punct de extrem.

Definitia 9.2.1 Fie f : A C R — R. Spunem ca a € A este:

(1) punct de minim local pentru f daca exista o vecindtate V' a punctului a astfel incat
f(a) < f(z), pentru orice x € ANV,

(ii) punct de maxim local pentru f daca existi o vecinatate V a punctului a astfel
incdt f(a) > f(x), pentru orice x € ANV,

(11i) punct de extrem local pentru f daca e punct de minim sau de mazim local;

(iv) punct de minim global pentru f daca f(a) < f(x), pentru orice x € A;

(v) punct de maxim global pentru f daca f(a) > f(z), pentru orice x € A,

(vi) punct de extrem global pentru f daca e punct de minim sau de maxim global.

Observam imediat cd orice punct de minim (respectiv, maxim) global este punct de

minim (respectiv, maxim) local, dar reciproca nu este adevarata.

Teorema 9.2.2 (Fermat) Fie I C R un interval sia € I. Dacd f : I — R este derivabila
in a, iar a este punct de extrem local pentru f, atunci f'(a) = 0.
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Demonstratie. Sa presupunem ca a este punct de minim local. Exista o vecinatate V' a lui

a astfel incat pentru orice © € V N A sa aibd loc f(a) < f(z). Cum a € I, putem presupune
f(z) — f(a)
T —a
fractia este negativa. Prin trecere la limita in fiecare caz in parte, obtinem f!(a) < 0 si
fi(a) > 0. Cum f este derivabild in a, cele doua derivate laterale sunt egale, deci sunt egale
cu 0. U

ca V C A. Deci daca z € V, x < a, fractia este pozitiva, iar daca x € V, x < a,

Observatia 9.2.3 1. Reciproca teoremei lui Fermat nu este adevarata: de exemplu derivata
functiei f: R — R, f(z) = 2 se anuleaza in 0 fard ca acest punct sa fie punct de extrem.

2. Conditia ca a sa fie interior intervalului I este esentiala, adica in lipsa acestei ipoteze
concluzia nu se mai pastreaza: de exemplu f :[0,1] — [0,1], f(z) = = are in a = 0 un punct
de mintm in care derivata nu se anuleaza.

3. Teorema lui Fermat precizeaza conditii necesare pentru ca un punct sa fie de extrem
local. Asa cum am vazut mai sus, aceste conditii nu sunt gi suficiente. Deci, in aplicalii,
rezolvand ecuatia f'(x) = 0 obfinem aga-numitele puncte critice, care sunt candidatii
pentru punctele de extrem. Pentru a decide daca un punct critic este si punct de extrem
trebuie studiata variatia functiei in jurul respectivului punct (a se vedea consecintele Teoremei
lui Lagrange de mai jos).

Teorema 9.2.4 (Rolle) Fie a,b € R, a < b gi f : [a,b] — R o functie continua pe [a, ],
derivabila pe (a,b) astfel incdt f(a) = f(b). Atunci exista ¢ € (a,b) astfel incat f'(c) = 0.
Demonstratie. Daci f este constanta pe [a, b], atunci f’(¢) = 0 pentru orice ¢ € (a, b), deci
are loc concluzia. Presupunem ca f nu este constanta. Cum [ este continua pe multimea
compacta [a, b], este marginita si isi atinge marginile conform Teoremei lui Weierstrass. Fie
a, € [a,b] astfel incat

fla) =inf{f(2) |« € o]} s

f(B) =sup{f(z) | z € [a,0]}.
Este clar cad f(«) < f(B) si deci c& nu putem avea simultan o = a gi 5 = b (prin ipoteza,

f(a) = f(b)). Exista agadar un punct de extrem local (chiar global) in interiorul intervalului
la,b] si f este derivabild in acel punct. Utilizand Teorema lui Fermat, rezulta concluzia. [

O functie f : [a,b] — R cu proprietatile ca este continua pe [a, b] si derivabila pe (a, b) se
mai numeste functie Rolle.

Trecem la un rezultat, foarte important in special datorita consecintelor sale.

Teorema 9.2.5 (Lagrange) Fie a,b € R, a < b i f : [a,b] — R o functie continud pe
la, b], derivabila pe (a,b). Atunci exista c € (a,b) astfel incdt

f(b) — f(a)
/ _
f (C) - b —a .
Demonstratie. Consideram functia auxiliara ¢ : [a,b] — R de forma
a)— f(b
ola) = fa) + 10T,
—a
Functia g satisface ipotezele Teoremei lui Rolle si deci exista ¢ € (a, b) astfel incat ¢'(c) = 0.
Obtinem
fa) — f(b)
/ pu—
fie)+ LU= g,

de unde concluzia. O
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Observatia 9.2.6 Dacd adaugam conditia f(a) = f(b), obtinem din Teorema lui Lagrange
concluzia Teoremei lui Rolle. Asadar, cum demonstratia Teoremei lui Lagrange s-a bazat pe
Teorema lui Rolle, deducem ca aceste doua rezultate sunt, de fapt, echivalente.

Observatia 9.2.7 Interpretatea geometrica a Teoremer lui Lagrange este urmatoarea: daca
f satisface conditiile precizate, atunci exista cel putin un punct ¢ interior intervalului |a, b
pentru care tangenta la graficul functiei in (c, f(c)) este paralela (sau coincide) cu dreapta
determinata de punctele (a, f(a)) si (b, f()).

O generalizare a Teoremei lui Lagrange este urmatoarea.

Teorema 9.2.8 (Cauchy) Fica,b € R, a <bgif, g:[a,b] — R sunt doud functii continue
pe [a, b], derivabile pe (a,b) astfel incdt g'(x) # 0, pentru orice x € (a,b). Atunci g(b)—g(a) #
0 gi exista c € (a,b) astfel incat

) f0) - fla)
g(c)  g(b) —g(a)
Demonstratie. Daci ¢g(b) = g(a), din Terorema lui Rolle obtinem c4 ¢’ se anuleaza intr-un

punct din (a,b), in contradictie cu ipoteza. In continuare proceddm ca in cazul Teoremei lui
Lagrange, considerand functia auxiliard h : [a,b] — R de forma

Functia h satisface ipotezele Teoremei lui Rolle si deci exista ¢ € (a, b) astfel incat h'(c) = 0.
Obtinem

de unde concluzia. O

Observatia 9.2.9 Teorema lui Lagrange se poate obline din Teorema lui Cauchy pentru
g(x) = x. De asemenea, cum demonstratia Teoremei lui Cauchy se bazeaza tot pe Teorema
lui Rolle, deducem ca, de fapt, toate cele trei teoreme sunt echivalente.

Urmatoarele consecinte ale Teoremei lui Lagrange sunt importante, deschizand calea
studiului monotoniei functiilor prin intermediul derivatelor.

Propozitia 9.2.10 Fie I C R un interval st f : I — R, derivabila pe I.
(1) Daca f'(x) = 0 pentru orice x € I, atunci f este constanta pe I.
(i1) Daca f'(x) > 0 pentru orice x € I, atunci f este strict crescatoare pe I.
(1i1) Daca f'(x) > 0 pentru orice x € I, atunci f este crescatoare pe I.
(iv) Dacd f'(x) < 0 pentru orice x € I, atunci f este strict descrescatoare pe I.
(v) Daca f'(x) < 0 pentru orice x € I, atunci [ este strict descrescatoare.

Demonstratie. (i) Fixdm a € I si ludm x € I arbitrar. Aplicind Teorema lui Lagrange pe
intervalul de capete a si x deducem ca exista c astfel incat f(z) — f(a) = f'(¢)(z — a). Cum
f'(¢) =0, vom avea ci f(z) = f(a) si deci f este constantd pe 1.

(ii) Fie 21,29 € I cu 7 < x9. Conform Teoremei lui Lagrange, existd ¢ € (z1,x5) astfel
incat f(z2) — f(z1) = f'(¢)(xa — x1). Cum f'(¢) > 0 si 9 > 21, deducem ca f(z2) > f(z1).
Rezulta f strict crescatoare pe I.

Celelalte cazuri se demonstreaza similar. O
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Observatia 9.2.11 FEvident reciproca afirmatiei de la (i) este adevarata.

In celelalte cazuri sunt adevirate reciprocele doar pentru monotonie nestrictd (si inegal-
itati nestricte). Stricta monotonie nu implica in general stricta pozitivitate a derivatei din
cauza faptului ca, prin trecere la limita, inegalitatile stricte nu se pastreaza intre limite.

De exemplu functia f : R — R, f(x) = 2 este strict crescatoare pe R, dar derivata sa
se anuleaza in 0.

Urmatoarea consecinta a Teoremei lui Lagrange poate fi utila uneori in studiul derivabil-
itatii functiilor.

Propozitia 9.2.12 Fie I C R, un interval, a € I, f : I — R, f continua. Daca [ este
derivabila pe I\ {a} si exista lim f'(x) (finita sau infinita), atunci exista derivata functiei f
ina, f'(a), i

f'(a) = lim f'(z).

r—a

Demonstratie. Fie (z,) C I\ {a} un sir descrescator cu limita a. Aplicim Teorema lui
Lagrange pe intervalul [a, z,]. Existd atunci ¢, € (a,x,) astfel incat

flw) = fa)

T, —a

fen) =

Cum z,, — a, va rezulta cd ¢, — a. Deoarece exista limita lim f'(z) = ¢ € R, va rezulta
r—a

folosind caracterizarea cu siruri a limitei ca f’(c,) — ¢. Rezultd, folosind caracterizarea cu
siruri a limitei la stdnga, ca exista

lim L0 =@ ey
re r—a
Analog se arata ca existd f}(a) = £. Propozitia este demonstrats. OJ

Exemplul 9.2.13 Sa aplicam propozitia anterioara la studiul derivabilitatii functiei f :

R — R,
2?2, daci 2 <0
flz) = { 2%, daca = > 0.

Observam cd f este derivabild pe R\ {0} ca functie elementara si cd

iy ) 2z, daca x <0
Fla) = { 322, dacid x > 0.

De asemenea, exista lin% fl(x)=0= lin% f'(x), deci ling) f'(x) = 0. Rezulta conform propoz-
Tr— xr— r—
<0 >0

itiei precedente ca exista f'(0) = 0, deci f este derivabila in 0, deci pe R.

Observatia 9.2.14 Conform rezultatului precedent, daca exista gi este finita lim f'(z), atunci

r—a

f este derivabila in a gi functia derivata este continud in a.
Propozitia de mai sus precizeaza conditii suficiente, dar nu si necesare pentru existenta
derivatei in a. De exemplu, functia f: R — R,
2?sind, daci x #0
flz) = v »
0, daca x =0
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este derivabila conform definitiei in x = 0. Intr-adevar,

flx) = f(0) r?sin 3

lim = lim L =limzsin— = 0.
r—0 T — x—0 €T x—0 xXr
Calculdnd derivata functiei f pentru x # 0, avem
1 1
f'(x) = 2xsin — — cos —,
x x

deci nu exista liH(l) f(x). Asadar, nu putem aplica Propozitia 9.2.12 pentru a deduce deriv-

abilitatea functiei f in 0.

Propozitia 9.2.15 Daca I C R este un interval si f : I — R este o functie derivabila cu
derivata marginita, atunci f este lipschitzianda pe 1.

Demonstratie. S& presupunem ca exista M > 0 astfel incat |f'(z)| < M, Vx € 1.
Fie z1, 29 € I, arbitrari. Daca x; # w9, aplicam Teorema lui Lagrange pe intervalul de
capete x1, T si deducem ca exista c astfel incat

|f(21) = f(w2)| = [f'()] - |21 — w2 < M - |2y — o]

Cum daca x; = x5 relatia anterioara este in mod evident satisfacuta, deducem ca f este o
functie Lipschitz pe I, iar constanta Lipschitz este constanta de marginire a lui f’. O

Teorema 9.2.16 (Darboux) Fie I C R wun interval. Daca f : I — R este o functie
deriwvabila pe I, atunci derivata sa are proprietatea lui Darboux.

Demonstratie. Fie a,b € [ cu a < b. Presupunem ca f'(a) < f'(b) si alegem \ €
(f'(a), f'(b)). Aratam ca exista ¢ € (a, b) astfel incat f'(c) = .

Fie functia g : I — R, g(z) = f(x) — Az. Functia g este continud pe [a,b], deci este
marginitd si isi atinge marginile conform Teoremei lui Weierstrass. Fie ¢ € [a, b] punctul de
minim al lui g pe [a,b]. Ardtam cd ¢ # a. Evident ¢'(a) = f'(a) — A < 0, deci, aplicand
Teorema 77, exista ¢ > 0 astfel incat, pentru orice x € (a,a + ¢),

g(x) — g(a)

< 0,

de unde obtinem g(x) < g(a) pentru orice z € (a,a + ¢). Prin urmare, a nu este punct de
minim pentru f, deci ¢ # a. Analog se aratd cd avem ¢ # b. Prin urmare, ¢ € (a,b) si din
teorema lui Fermat aplicata functiei g obtinem ¢'(c) = 0, adica f'(c) = A. O

Observatia 9.2.17 In general, derivata unei functii derivabile nu este continud. De exem-
plu, am aratat mai sus ca functia f: R — R,

x’

0, daca x =0

f(x) :{ 2?sin L, daci x #0

este deriwabila pe R, dar

oo 2xsin% —COS%@;«EO, daca x # 0
f($>_{0, daci x =0

nu este continua in 0.
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Teorema 9.2.18 (Cauchy) Fie I C R un interval si f,g : I — R, a € I, care verifica
1potezele:
(i) fa) = g(a) = 0;
(i1) f, g sunt derivabile in a;
(i) ¢ (a) #0.
Atunci exista V € V(a) astfel incdat g(x) # 0, pentru orice v € V\{a} i
@) T

i—ag(z)  g(a)

Demonstratie. Cum ¢'(a) # 0, existd o vecindtate V' a lui a astfel incét, pentru orice

x e V\{a},
o) —gla)
T —a
de unde g(x) # g(a) = 0 pentru orice x € V' \ {a}. Fie x € V' \ {a}. Atunci

S ﬂ@—fw%_ﬂ@—fm>ﬁuwwmq4
g9(x)  g(z) —gla) T —a T —a :

f@) _ ) -

In ipotezele noaste deducem ca existd lim =~ = -
a—ag(z)  g'(a)

)

Teorema 9.2.19 (Regula lui L’Hoépital) Fie f,g: (a,b) — R, unde —o0o0 < a < b < 0.
Daca:

(1) f,g sunt derivabile pe (a,b) cu g' # 0 pe (a,b);
f'(z)

i) existd lim =L eR;

() r—ag'(z)

(111) lim f (x) = limg(x) = 0 sau
r>a r>a

(ii) img(z) = oo,

Tr>a
atunct exista
lirnM = L. (9.9)
ag(@)

Demonstratie. Sa observam ca, pentru a arata (9.9), este suficient s& demonstram ca, daca
—00 < L <oosi Ly > L, exista 0; > a astfel incat

M < I, Vx € (CL, (51), (910)

g9(z)

iar daca —oo < L < oo ¢i L < Lo, ca exista d, > a astfel incat

J(@) > Ly, Yz € (a,ds). (9.11)

g9(z)

Intr-adevir, daci L € R, pentru orice £ > 0, vom gési § := min {d;,d,} > a astfel incat,
folosind cele doua relatii anterioare cu Ly := L+ ¢ si Ly := L — €, vom avea ca, pentru orice
x € (a,0),
x
L—cec< M < L+e¢,
9()
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f ()

deci lim——= = L.
r=a g ()
S& aratam ca are loc (9.10). Alegem [ € (L, L) arbitrar. Conform ipotezei (ii), gdsim

v > a astfel incat
f'(@)

g'(x)
Fie acum z,y astfel incat a < x < y < . Putem aplica Teorema lui Cauchy pe intervalul
[z,y] C (a,7v), si gdsim ¢ € (x,y) astfel incat

< B, Vz € (a,y).

i)~ @)
o) —9@) g " (6-12)

Daca este satisficutd ipoteza (iii), tinem y fixat si facem x \ @ in (9.12) pentru a ajunge la

i L) = f2) _ ny)) <h<L. We(aa)

w2 g(y) —g(z) gy

adicd (9.10) este satisfacuta.
S& presupunem acum ca (iii)’ este indeplinitd. Din limg(z) = oo ne rezulta existenta unui

T—a
r>a

~v1 > a astfel incat,

g(x) > 0sig(x) > g(y), Yo e (a,m),Yy>mn.

Inmultind (9.12) cu W, vom obtine, pentru orice x € (a,v1), ¥y > 71,
flz) — fly) _ 5. 9(z) — g(y)
9(z) g(z)

1)), e

g(x)  g(z) g(x)’
flz) _ 5 fy) = B8-9(y)
g(x) g(x)
Avand in vedere ca, pentru y fixat, vom avea ca lim ) _(6)' 9() =0, va exista 75 > a
z<a g\x
astfel incat
f(y)_ﬁg(y)<[;1—5, V.’IG(CL,’}/Q).
g(x)
Luand ¢; := min {7, 71,72}, vom avea
& < Ly, Yz € (a,d),
g(x)
(9.10) este satisfacuta si in aceasta situatie.
Cum (9.11) se arata la fel, teorema este demonstrata. O

Observatia 9.2.20 Teorema anterioara se poate reformula, avind demonstratii foarte asemanda-
toare, considerind lim in loc de glgin}l , sau pundnd in loc de (iii), una din ipotezele
—

r—b

z>b rx<a
Y 1 .
11m = —
(ZZZ 2 ag(il?) oo, T@Sp@CtZU

rx<a
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(1i)" lirrig(x) = —00.
7>b
Daca, in plus, punctul a considerat in Teorema lui L’Hopital este punct de acumulare
pentru domeniile functiilor f,g (si nu doar punct de acumulare la dreapta), combindnd teo-

rema in forma prezentata si observatia anterioara pentru %iné, are loc Requla lur L’Hépital
—
x>a

pentru lim .

r—a

Exercitiul 9.1 Calculati limita:
. eYcosx —1
lim——.
z—0 sin(sin x)

Observam ca sunt indeplinite conditiile Teoremei lui L’Hopital. Calculam

(e‘”cosx—l)'_ . ecosyx—e’siny  1-1-1-0

0 (sin(sinz)) o0 cos(sinz) - cosx 1-1

Rezulta ca limita cautatd are valoarea 1.

Limite fundamentale. Eliminarea nedeterminarilor

Sa remarcam faptul ca Teorema lui L’Hopital oferd un instrument puternic de eliminare a
nedeterminarilor in cazul calculului limitelor de functii, i.e. a cazurilor exceptate in Teorema
??7. Urmédtoarele limite sunt considerate fundamentale:

i) lim (14+—) =g
( ) T—00 + Qj) ’
i) im(1 + 2) = e;
z—0
In(1
(i) Tim 22 g
x—0 - €x
(iv lim 2 =Ina, a > 0;
z—»O' x
(V) lim 2T — 1;
x—0 taj
L. tgr
(Vl) il_)r%T — 4
(vii) I arcsinrz
vii) lim 3% =1;
(viii) lim ACET _ 1;
w—>01 €x
nx
ix) lim — = 0;
() Jim =
(x) limx—:O,nEN,a>1.
r—00
(xi) lim Inx = 4o0; lir%ln:n = —00;
>0
(xii) lim arctgx = g; lim arctgx = —g;
Tr—0Q0 T—>—00
(xiii) lim tgz = 4o00; lim tgax = —o0.
xz—7/2 z—m/2
x<m/2 >7/2

Eliminarea nedeterminarilor se face, de obicei, astfel:
0 +
i) Cazurile —, =2 s elimind fie folosind limitele fundamentale, fie cu Regula lui
0 +
00
L’Hopital.
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0 +
(ii) Cazurile 0 - 00, 0 - (—o0) se reduc la cazurile o i;oo astfel: fie f,g: A >R, a e A,
00

astfel incat exista lim f(z) = 0, limg(z) = co(—o0) si exista U € V(a) astfel incat f(z) # 0,

g(x) # 0, Ve € U \ {a}; putem scrie f(z) - g(x) = f(lx) si astfel nedeterminarea datid se
9(z)
) 0 g(x) . ) . . 00
reduce la o nedeterminare g sau f(x)-g(x) = == si vom obtine o nedeterminare de tip —.
= 00
f(x)

(iii) Cazul co — 0o se reduce, de obicei, la cazul 0 - co astfel: fie f,g: A - R, a € A,
astfel incat existd limf(x) = oo, limg(z) = oo si existd U € V(a) astfel incat f(x) #

0,Vx € U\ {a}; putem scrie (f(x) — g(z)) = f(x) (1 - %) . Daci iﬂ% = 1, atunci

. o . o 7 € .
nedeterminarea data se reduce la o nedeterminare 0 - oo; daca lim 2 > 1(< 1), atunci

wa f ()
lim (/) — g()) = ~00 (+00)

(iv) Cazurile 0°,00° se reduc la cazul 0 - co astfel: fie f,g: A — R, a € A, astfel incat

existd lim f(x) = 0 (+00), limg(z) = 0 si e-xistd U € V(a) astfel incat f(x) > 0, Vz €

UnN A\ {a}. Putem scrie f(z)9@) = 9@ /() i limita de la exponent este o nedeterminare
de tip 0 - (—o0) (respectiv 0 - 00).
(v) Cazul 1*° se reduce tot la cazul 0- oo fie prin metoda de la punctul iv), fie astfel: daca
f,9: A— R, aec A astfel incat existd lim f(z) = 1, limg(z) = oo si exista U € V (a) astfel
1
incat f(z) # 1, Vo € U\ {a}, atunci vom scrie f(2)9® = {[1+ (f(z) — 1)]/@-1}9@ @)1,

Avem lim[1 + (f(z) — 1)] T = e, iar limg(x)(f(z) — 1) este o nedeterminare de tip 0 - co.

9.3 Derivate si diferentiale de ordin superior. Formula
lui Taylor

Dupd cum am vazut in sectiunea anterioard, in cazul unei functii reale f, derivabila (sau,
echivalent, diferentiabild) intr-un punct a, valorile functiei intr-o vecindtate a lui a pot fi
aproximate prin f(a) + f'(a) - (z — a). Pe parcursul acestei sectiuni vom arita ca acest tip
de aproximare se poate rafina in cazul functiilor derivabile de ordin mai mare decat unu. In
acest scop, sa dam pentru inceput cateva definitii.

Definitia 9.3.1 Fie A C R, o multime deschisa.

(i) Spunem ca functia f : A — R este derivabild de doud ori in punctul a € A
(respectiv pe A) daca [ este derivabila intr-o vecinatate a punctului a §i functia derivata f’
este derivabild in a (respectiv pe A). In acest caz, derivata i f' in a se numeste derivata
a doua a lui f in a si se noteazd f(a), sau f@(a).

(i1) Spunem ca functia f : A — R este diferentiabila de ordinul al doilea in punctul
a € A, daca f este derivabila intr-o vecinatate a punctului a si functia derivata f' este
diferentiabild in a. In acest caz, functia d*f(a) : R — R data prin

d*f(a) = f"(a)(dz)* = f"(a)da

sau, echivalent, prin
d*f(a)(h) = f"(a) - h*, Vh € R

se numeste diferentiala a doua a lui f in a.
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S& observam ca, potrivit Teoremei 9.1.4 aplicata functiei f’, o functie este de doua ori
derivabild in punctul a (respectiv pe A) dacd si numai daca este diferentiabild de ordinul al
doilea in a (respectiv pe A).

Definitia 9.3.2 Fie A C R, o multime deschisa, n € N, n > 2.

(i) Spunem ca f este de n ori derivabild tn a € A (respectiv pe A) dacd "V este
derivabild intr-o vecindtate a punctului a si functia derivatd f™) este derivabild in a. In
acest caz, de’rwata lwi £V in a se numeste derivata de ordin n a lui f in a si se
noteazd f™(a).

(i) Spunem ca f este de n ori diferentiabild in a € A (respectiv pe A) dacd f=Y
este derivabild intr-o vecindtate a punctului a si functia derivata £~ este diferentiabild in
a (respectiv pe A). In acest caz, functia d*f(a) : R — R datd prin

d"f(a) = f"(a)(dz)" = f™)(a)da"

sau, echivalent, prin

d"f(a)(h) = f™(a)-h", Vh e R

se numeste diferentiala de ordinul n a lur f in a.

Definitia 9.3.3 Fie D C R o multime deschisa si f : D — R. Spunem ca f este de clasa
C" pe D (n € N*) daca f este de n ori derivabili pe D, iar derivata de ordin n, f™, este
continua pe D. Notam

C"(A)={f:A—R|f este de clasi C" pe A}, n € N*

§t, prin conventie,
Co(A)={f:A—R|f continui pe A}.

De asemenea, vom nota prin conventie f(© = f.
Spunem ca f este de clasa C*° pe D daca f este deriwabila de orice ordin pe D. Vom
nota

C¥(A)={f: A—R, f este de clasa C* pe A}.

Teorema 9.3.4 (Formula lui Leibniz) Fie f,g : A — R de n ori derivabile in a € A.
Atunci f - g este de n ori derivabila in a gi are loc formula

(F -9 @) = 3 Cafa)g™ I (a). (913

Demonstratie. Vom face demonstratia prin inductie.
Pentru n = 1, rezultatul este aratat in Teorema 9.1.10. Sa presupunem rezultatul ade-
varat pentru n = k£ — 1. Stim agadar ca f - g este de kK — 1 ori derivabila in a si

(f-9)*a) ZCklf )g" 0 (a).



16CURS 9. DERIVABILITATE SI DIFERENTIABILITATE PENTRU FUNCTII REALE

Cum toti membrii sumei sunt functii derivabile (folosind ipoteza), ne rezulta ci (f-g)*~(a)
este derivabild in a. Existd asadar (f - g)*)(a) si are loc

(f-9)! (ch 1fO(a)g™ 1“(a)>

—Zq1%m>www+wwwwm

k—1
= ZCziillf“)(a)g(’“‘“(a) +> Ci 1 fP(a)g* ) (a)
i=1 i=0
-1

= f®(a) +¢"(a) + (Cizt + Cio) fP (@)™ (a)

1

E

k
=Y _Cif(a)g"(a).

i=0

Am folosit mai sus identitatea . . .
Ci= G +Ciy,
Am aritat agadar ca rezultatul este adevarat pentru n = k. Conform procedeului inductiei
matematice, ne rezulta concluzia. 0
Formula lui Taylor
Fie
P(z) =ap+ a1z + ... + a,z”

un polinom de grad n cu coeficienti reali (a,, # 0 si a; € R, i = 1,n). Dorim pentru inceput
sa aratam ca putem scrie polinomul de mai sus in mod unic in forma

Pz)=Ao+ Ai(zr —a)+ ... + Ay(z — a)"

pentru un a € R fixat. Un mod de a arata acest lucru este urmatorul. Este clar ca termenul
liber Ay este egal cu P(a). Mai departe, prin derivare, obtinem

P(z) = Ay +245(r —a) + ...+ A, (v —a)"

de unde A; = P'(a). In mod analog, derivand in continuare, obtinem

1 _
Ay = k'P( )(a), pentru k =1,n
Asadar,
1 1
P(z) = P(a) + 1'P’( a)(r —a)+ ...+ mP(”)(a)(x —a)".

Dorim acum sa extindem formula precedenta la situatia mai generald cand in locul poli-
nomului P avem o functie f : I — R, unde I C R este un interval deschis. Vom numi
polinomul

f"(a)

n!

f'(a)
1!

f"(a)
9l

T.(z) = f(a) + (x —a)+ (x—a)+... +

polinomul Taylor de ordin n asociat functiei f in punctul a.

(z —a)"
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Problema care se pune este in ce masura acest polinom aproximeaza functia f. Am vazut
ca in cazul in care f este un polinom de grad mai mic sau egal cu n, atunci T,, = f. Sa notam

Ry (x) = f(x) = Th(x)

pentru orice x € I. Tocmai comportarea lui R,, masoara gradul de aproximare al functiei f
prin polinomul Taylor.

Teorema 9.3.5 (Formula lui Taylor cu restul lui Peano) Fie I C R, un interval de-
schis sin € N*. Daca f : I — R este o functie de n ori derivabila in a € I, atunci exista o
functie a: I — R cu proprietatea lima(z) = aa) = 0, astfel incdt

f'(a) f"(a)

T(x —a)+ T(aj —a)*+ ...

(z —a)"

f(x) = fla) +
f(a)

+n!

(x —a)" + ax)

n!
pentru orice x € I.

Demonstratie. Fie T, polinomul Taylor de ordin n asociat functiei f in a. Definim urma-
toarea functie: o : I — R data prin

x), dacd x € I\ {a}
0 daca x = a.

Evident, pentru orice x € I,

fx)=T,(z)+ a(a:)%.

Este suficient sa aratam continuitatea lui « in 0. Fie functiile /G : [ — R,

F(x) = f(z) = To(z) si
G(z) = (z —a)™
Se observa imediat ca F' si G sunt de n ori derivabile in a si
F®(a) =0 pentru k = T, n si
G®(a) =0 pentru k =1,n — L.

In plus,
G™(a) = n! #0.
Aplicand Teorema lui Cauchy (forma generalizata, i.e. Teorema ?7), obtinem c& existd
0
glglirclla(x) nl 0.
Rezulta concluzia. 0

Teorema 9.3.6 (Formula lui Taylor cu restul lui Lagrange) Fie I C R un interval
deschis, a € I gin € N. Daca f: I — R este o functie de (n+ 1) ori derivabila pe I, atunci
pentru orice v € I, x # a ezista ¢ € (x,a) sau c € (a,x) astfel incdt

f(m):f(@)‘i‘#(ﬂﬁ—a)—i-%(ﬁ)(x—a)kl—...
(n) a (n+1) c
+f ()(x—a)”—i-—f ()-(x—a)"”“l.

n! (n+1)!



18CURS 9. DERIVABILITATE SI DIFERENTIABILITATE PENTRU FUNCTII REALE

Demonstratie. Sa cautam restul de forma
Ru(z) = A(x —a)"™, 2z € L.
Fie functia ¢ : I — R data prin

/ " (n)
gp(t):f(t)%—fl(!t)(x—t) fQ(')( —1)%+.. —i—f ()(x—t)"+A-(x—t)”+1.

Functia ¢ este derivabild pe I si ¢(z) = f(x) iar p(a) = T,(x) + R,(z) = f(z). Suntem in
conditiile teoremei lui Rolle pe [a,z] sau [z, a] si deci existd ¢ € (a,x) sau ¢ € (z,a) astfel
incat ¢'(c) = 0. Dar

(n+1) t
¢ =Ly A D@ - ay
pentru orice t € I. Cum ¢ # z, obtinem
f(nJrl)(C)
(n+1)!
de unde rezulta concluzia. O

Particularizand a = 0 se obtine formula lui MacLaurin.

Propozitia 9.3.7 (Formula lui MacLaurin) Fie I C R wun interval deschis, 0 € I gi
n € N. Daca f : I — R este o functie de (n + 1) ori derivabila pe I, atunci pentru orice
xe€l,x#0 exista c € (2,0) sau c € (0,x) astfel incat

(@) = £(0) + fll(' Ju t f;(, Va2 g .
S™0) L, S
+ o x +—(n+1)! Sxr

Exemplul 9.3.8 In formula lui MacLaurin, cum ¢ € (x,0) sau ¢ € (0,z) putem s& luim ¢
de forma ¢ = fx unde 6 € (0,1). Astfel se obtin dezvoltarile de mai jos.

1. Fie f : R — R, f(x) = e*. Aceastd functie este de clasd C* si scriind formula lui
MacLaurin cu restul de ordin 7 obtinem ca pentru orice x € R exista 6 € (0, 1) astfel incat

T 2 " In—i—l 0
=1 il il x
e’ —1—1'—1—2'—1— +.+(n+1)!e
2. Fie f : R — R, f(x) = sinx. Aceasta functie este de clasa C* gi pentru orice n € N
are loc f"(z) = sin(z + ). Scriind formula MacLaurin de ordin 2n + 1 avem pentru orice
x € Run 6 € (0,1) astfel incat

T 1.3 ( 1)n—1x2n—1 . x2n
SlIlZL‘_————I— +—+(—1) (2n)'

11 3l 2n—1)!
Analog, pentru f : R — R, f(z) = cosx obtinem pentru orice z € R un 6 € (0, 1) astfel
incat

sin 0x.

562 $4 (_1)n$2n il $2n+1
COS$:1—§+E++W+(—1) WCOSQIE.
3. Fie f: (—1,00) = R, f(z) =1In(x + 1). Are loc dezvoltarea
T $2 1'3 l’4 " xn+1 1
| )=+ —+ .. 1)t 1"
net) =7 -5ty -t ) Y e gy

pentru orice z € (—1,00), unde 6 € (0, 1).
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Formulele de mai sus pot fi folosite pentru determinarea unor limite. Exemplificam cu
urmatorul exercitiu.

Exercitiul 9.2 Pentru ce valori ale lui n € N exista, este finita si nenula limita

lim 6 sin 2% + 23(25 — 6)

z—0 xn

?

Conform teoriei de mai sus, pentru orice z € R existd 6, € (0,1) astfel incat

9 15 18
3 3 T T T

sinz® =1° — — 4+ — — —sinf, .

6 120 720

. 1
Inlocuind in limita de mai sus obtinem n = 15 gi valoarea limitei 20"
De asemenea, derivatele de ordin superior pot fi utile in determinarea punctelor de extrem.

Teorema 9.3.9 (Puncte de extrem) Fie I C R un interval deschis, f : 1 — R o functie
de n ori derivabila in a € I, (n € N,n > 2), astfel incat

f'(a) =0, f"(a)=0,.., f" V() =0, f(a) #£0. (9.14)

(i) Daca n este par, atunci a este punct de extrem, mai exact: punct de mazim local daca
f™(a) < 0 si punct de minim local daca f™(a) > 0.
(i1) Daca n este impar, atunci a nu este punct de extrem.

Demonstratie. Cum f este de n ori derivabila in a, putem scrie formula lui Taylor cu restul
lui Peano, adica, pentru orice x € I,

f(z) = f(a) + f’l(!a) (x —a)+ f”2(!a) (x—a)* + ...
(n) a T —a)”
+ 22Oy g a@

unde o : [ — R, lima(x) = a(a) = 0. Folosind (9.14), obtinem

r—a

(r —a)"

f(@) = fla) = =——1[f"(a) + a(z)].

n!
Dar lim|[f™(a) +a(x)] = f™(a). Dacd f™(a) > 0, exista o vecinitate V a lui a astfel incat

f™(a) + a(z) > 0 pentru orice x € V, iar dacd f((a) < 0, existd o vecindtate V a lui a
astfel incat f™(a) + a(z) < 0, pentru orice x € V.
(z —a)"

' > 0 pentru orice xr, avem ca
n!

(i) Daca n este par si f(™(a) > 0, atunci, cum

f@) ~ f@) = =L [00) +a@)] 2 0, va e v

Cazul n par si f((a) < 0 rezults analog.
(ii) Dacd n este impar si f™(a) > 0, alegem £ > 0 suficient de mic astfel incat (a —

=a)r =a)"

g,a —¢) C V. Atunci — < 0 pentru orice z € (a —¢,a) si ;
n! n!

z € (a,a+¢), de unde

f(z)— fla) <0, Vx € (a—¢,a)si f(z) — f(a) >0, Vx € (a,a+¢).

> ( pentru orice

Agadar, a nu este punct de extrem. Cazul celalalt rezulta analog. U
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