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Integrale curbil
Definitie. Proprietacti generale

Curbe in R¥

Fie I un interval de numere reale. O functie continu3

v:1 =R, (t) = (A(t), ..., fu(1)).

se numeste curba in RX.
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Integrale curbil
Definitie. Proprietacti generale

Curbe in R¥

Fie I un interval de numere reale. O functie continu3

v:1 =R, (t) = (A(t), ..., fu(1)).

se numeste curba in RX.

In cele ce urmeazad vom discuta numai despre doua tipuri de curbe:
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Integrale curbil
Definitie. Proprietacti generale

Curbe in R¥

Fie I un interval de numere reale. O functie continu3

v:1 =R, (t) = (A(t), ..., fu(1)).

se numeste curba in RX.

In cele ce urmeazad vom discuta numai despre doua tipuri de curbe:

e v :1 — R?, numite curbe plane;
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Integrale curbilinii
Definitie. Proprietacti generale

Curbe in R¥

Fie I un interval de numere reale. O functie continu3
il =R y(8) = (A1), - filE):

se numeste curba in RX.

In cele ce urmeazad vom discuta numai despre doua tipuri de curbe:

e v :1 — R?, numite curbe plane;

e v : 1 — R3, numite curbe in spatiu;




Integrale curbilinii
Definitie. Proprietacti generale

Curbe 1n R¥

Fie I un interval de numere reale. O functie continu3
il =R y(8) = (A1), - filE):

se numeste curba in RX.

In cele ce urmeazad vom discuta numai despre doua tipuri de curbe:
e v :/ — R2, numite curbe plane;

e v : 1 — R3, numite curbe in spatiu;

Observatie

Fie v : | — R3 o curb3 in spatiu. Aceasta este descris3 prin asa numitele ecuatii

parametrice:
x = f(t)

() y=g(t) (1)
z=h(t), t€]a,b],

unde f, g, h sunt functii continue pe [a, b].
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Integrale curbilinii
Definitie. Proprietacti generale

Definitii

@ Curba v se numeste inchisa dac3 v(a) = v(b), adicd f(a) = f(b), g(a) = g(b),
h(a) = h(b).
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Integrale curbilinii
Definitie. Proprietacti generale

Definitii

@ Curba v se numeste inchisa dac3 v(a) = v(b), adicd f(a) = f(b), g(a) = g(b),
h(a) = h(b).

@ Curba 7 se numeste simpla dac3 nu existd doud puncte distincte t/,t” € [a, b],
a<t' <t"” <b, cucel putin una din inegalititile extreme stricte, astfel Tncat
v(t) = v(t') (nu se autointersecteazi).
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Integrale curbilinii
Definitie. Proprietacti generale

Definitii

@ Curba v se numeste inchisa dac3 v(a) = v(b), adicd f(a) = f(b), g(a) = g(b),
h(a) = h(b).

@ Curba 7 se numeste simpla dac3 nu existd doud puncte distincte t/,t” € [a, b],
a<t' <t"” <b, cucel putin una din inegalititile extreme stricte, astfel Tncat
v(t) = v(t') (nu se autointersecteazi).

© Curba 7 se numeste neteda daci functiile f, g, h sunt de clasd C! pe [a, b] (sunt
functii continue cu derivate continue). O curb3 se numeste neteda pe portiuni,
dac3 existd un num3r finit de subintervale ale intervalului [ a, b] determinate de
a=ty <ty <...<typ=b astfel ca restrictia curbei la [tj_1,t], Vi=1,...,n
sa fie neteda.
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Integrale curbilinii
Definitie. Proprietacti generale

Definitii

@ Curba v se numeste inchisa dac3 v(a) = v(b), adicd f(a) = f(b), g(a) = g(b),
h(a) = h(b).

@ Curba 7 se numeste simpla dac3 nu existd doud puncte distincte t/,t” € [a, b],
a<t' <t"” <b, cucel putin una din inegalititile extreme stricte, astfel Tncat
v(t) = v(t') (nu se autointersecteazi).

© Curba 7 se numeste neteda daci functiile f, g, h sunt de clasd C! pe [a, b] (sunt
functii continue cu derivate continue). O curb3 se numeste neteda pe portiuni,
dac3 existd un num3r finit de subintervale ale intervalului [ a, b] determinate de
a=ty <ty <...<typ=b astfel ca restrictia curbei la [tj_1,t], Vi=1,...,n
sa fie neteda.

@ Numim lungime a curbei v, elementul L(v) € [0, +-00] definit prin

)—sup{Zd (t1),v(tig1)) |a=to < t1 < ... < ty = b, nGN*},

unde marginea superioara se face dupa toate numerele naturale n si toate
diviziunile intervalului [a,b], a =ty < t1 < ... < tp = b.

Dac3 lungimea unei curbe este finitd spunem c3 respectiva curb3 este
rectificabila.
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Integrale curbilinii
Definitie. Proprieticti generale

Exemple de curbe si parametrizarile acestora

1. Cercul
Ecuatia generald a unui cerc de raza r cu centrul in origine este

X2 + y2 =r2
Ecuatiile parametrice sunt date de:
X = rcost
©) { y =rsint te€[0,2n]. @)
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Integrale curbilinii
Definitie. Proprieticti generale

Exemple de curbe si parametrizarile acestora

1. Cercul
Ecuatia generald a unui cerc de raza r cu centrul in origine este

X2 4y =2,

Ecuatiile parametrice sunt date de:
X = rcost
©) { y =rsint te€[0,2n]. @)
2. Elipsa

Ecuatia generald a unei elipse cu centrul Tn origine si de semiaxe egale cu a > 0 si
b > 0 este ) )

X ye

2 + 7= 1.

Ecuatiile parametrice sunt date de:

x = t
© { ;i e ¥
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Integrale curbilinii
Definitie. Proprieticti generale

Exemple de curbe si parametrizarile acestora

3. Parabola
Ecuatia generald a unei parabole este
y? = 2ax, a>0.

Ecuatiile parametrice sunt date de:

4)

—~
Q
-
—
X
Il
Sl=
~
)
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Integrale curbilinii
Definitie. Proprieticti generale

Exemple de curbe si parametrizarile acestora

3. Parabola
Ecuatia generald a unei parabole este

y? = 2ax, a>0.

Ecuatiile parametrice sunt date de:

—~
Q
-
—
X
Il
Sl
Y
~
)

y=t teR. )

4. Spirala cilindrica
Ecuatiile parametrice sunt date de:

X =rcost
©) y =rsint (5)
z=t, t€lab]
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Integrale curbilinii
Definitie. Proprieticti generale

Lungimea unei curbe

Teorema 1.3

Dacd ~ definitd de (1) este o curbd netedd, atunci ea este rectificabild si lungimea ei
este data de:

L) = / VR + (@2 + ()2 . (6)
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Integrale curbilinii
Definitie. Proprieticti generale

Lungimea unei curbe

Teorema 1.3

Dacd ~ definitd de (1) este o curbd netedd, atunci ea este rectificabild si lungimea ei
este data de:

b
L = [ i+ 02+ (2 ©)

Expresia

ds = \/(F1)2 + (&')2 + ()2 dit (7

se numeste elementul de arc al curbei 7.
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Integrale curbilinii
Definitie. Proprieticti generale

Exemplu

Calculati lungimea curbei

x=t
(v): 4 y=+v?2 In(cost) ,tE[fE;E]
z=tgt—t el
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Integrale curbil
Definitie. Proprieticti generale

Exemplu

Calculati lungimea curbei

x=t
(v): 4 y=+v?2 In(cost) ,te[fz;z]
z=tgt—t el

A orienta o curba nseamn3 a alege un sens de parcurs pe ea. O asemanea curba se
numeste orientata. Unul dintre sensuri 1l numim pozitiv, iar sensul contrar se numeste
negativ. De obicei orientam curba pozitiv in sensul cresterii parametrului t.
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Integrale curbil
Definitie. Proprieticti generale

Exemplu

Calculati lungimea curbei

x=t
(v): 4 y=+v?2 In(cost) ,te[fz;z]
z=tgt—t el

A orienta o curba nseamn3 a alege un sens de parcurs pe ea. O asemanea curba se
numeste orientata. Unul dintre sensuri 1l numim pozitiv, iar sensul contrar se numeste
negativ. De obicei orientam curba pozitiv in sensul cresterii parametrului t.

Dac3 curba + este inchisd si margineste un domeniu oarecare, vom spune c3
parcurgem curba in sens direct sau sens trigonometric daca prin deplasarea de-a
lungul curbei domeniul m3rginit este I5sat la stanga.
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Definitie. Propriet3ti

Integrala curbilinie de speta | 5
€ pet Interpret3ri fizice

Integrala curbilinie de speta I.

Fie v o curb3 neted3 definit3 de ecuatiile si fie F : D C R® — R o functie continu3 pe domeniul D
ce contine pe «v. Numim integrala curbilinie de speta | sau integrala curbilinie in raport cu
lungimea arcului

[ Foeyzras= [ " F(7(1), 8(1), h(®) - /(72 + (&P 1 (WY . (8)
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Definitie. Propriet3ti

Integrala curbilinie de speta I. Interpretiri fistcs

Integrala curbilinie de speta I.

Fie v o curb3 neted3 definit3 de ecuatiile si fie F : D C R® — R o functie continu3 pe domeniul D
ce contine pe «v. Numim integrala curbilinie de speta | sau integrala curbilinie in raport cu
lungimea arcului

/Fm%a¢:/WUMgmmm» (F)2 + (&) + (W)2 d. (8)

Propozitia 2.2

i. Dacs ~y este o curbd neteds si Fy, F, : D C R®> — R sunt functii continue pe domeniul D ce
contine pe vy iar o € R, atunci

[1Ay.2)+ Rty lds = [ Rty nds+ [ Ry ds
Y Y Y

/ aFi(x,y,z)ds = a/ Fi(x,y,z)ds.
~ v

ii. Fiey = v, U~,, cu~y,7, curbe netede si fie F : D C R3 — R o functie continus pe domeniul
D ce contine pe . Atunci

/F(X,y,z)ds:/ F(X,y,z)ds+/ F(x,y,z)ds.
v Y1 Y2
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Definitie. Propriet3ti

Integrala curbilinie de speta | 5
€ pet Interpret3ri fizice

Exemplu

Valoarea integralei curbilinii de speta I nu depinde nici de orientarea curbei 7.,
nice de parametrizarea aleasa pentru curba.

Exemplul 2.4

1) Caleulati I = /y - e *ds, unde
C

. X:In(1+t2) .
(C){ y = 2arctgt —t+1 1t €[0,1]
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Integrala curbilinie de speta | Interpretiri fisics.

Interpretari fizice

Semnificatii fizice ale integralei curbilinii de speta intai. Dacs p = p(x,y,z) > 0 este
o functie continud ce reprezintd densitatea de mas3 a unui fir material ~, atunci:
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Integrala curbilinie de speta | Interpretiri fisice

Interpretari fizice

Semnificatii fizice ale integralei curbilinii de speta intai. Dacs p = p(x,y,z) > 0 este
o functie continud ce reprezintd densitatea de mas3 a unui fir material ~, atunci:

1. masa firului material v este

M = / p(x,y,z)ds. 9)
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Definitie

Integrala curbilinie de speta | Interpret3

Interpretari fizice

Semnificatii fizice ale integralei curbilinii de speta intai. Dacs p = p(x,y,z) > 0 este
o functie continud ce reprezintd densitatea de mas3 a unui fir material ~, atunci:

1. masa firului material v este
M= [ oxy.2)ds. (9)
5
2. coordonatele centrului de greutate G(xg, yg,zg) sunt

1 1 1
xG:M/x-p(x,y,z)ds, yc:M/ym(w,z)ds, zazﬁ/z-p(ny,z)ds
ad Y Y
(10)
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Integrala curbilinie de speta |

Interpretari fizice

3. momentele de inertie ale curbei 7 Tn raport cu un plan («), o dreaptd (d) sau un
punct P se exprim3 prin integrale de forma

I:/rz-p(x,y,z)ds
¥

unde r este distanta punctului curent (x,y, z) de pe curb3 la planul («), dreapta (d)
si respectiv, la punctul P.
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Definitie

Integrala curbilinie de speta | Interpret3

Interpretari fizice

3. momentele de inertie ale curbei 7 Tn raport cu un plan («), o dreaptd (d) sau un
punct P se exprim3 prin integrale de forma

I:/rz-p(x,y,z)ds
¥

unde r este distanta punctului curent (x,y, z) de pe curb3 la planul («), dreapta (d)
si respectiv, la punctul P.

o Momentele de inertie ale curbei v in raport cu planele de coordonate sunt date de:

[Xoy:/z2p(x,y,z)ds, I,VOZ:/X2P(X)yvz)d57 /zox:/yzp(x,y,z)ds.
Y v Y
(11)
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Integrala curbilinie de speta | Interpretiri fisics.

Interpretari fizice

3. momentele de inertie ale curbei 7 Tn raport cu un plan («), o dreaptd (d) sau un
punct P se exprim3 prin integrale de forma

I:/rz-p(x,y,z)ds
¥

unde r este distanta punctului curent (x,y, z) de pe curb3 la planul («), dreapta (d)
si respectiv, la punctul P.

o Momentele de inertie ale curbei v in raport cu planele de coordonate sunt date de:

[Xoy:/z2p(x,y,z)ds, I,VOZ:/X2P(X)yvz)d57 /zox:/yzp(x,y,z)ds.
Y v Y
(11)

@ Momentele de inertie ale curbei v in raport cu axele de coordonate sunt date de:

lox = /(y2 + z2)p(><,y7 z)ds, oy = /(X2 + z2)p(><,y7 z)ds. (12)
¥ v
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Integrala curbilinie de speta | Interpretiri fisics.

Interpretari fizice

3. momentele de inertie ale curbei 7 Tn raport cu un plan («), o dreaptd (d) sau un
punct P se exprim3 prin integrale de forma

| = / r? -p(x,y,z)ds
¥
unde r este distanta punctului curent (x,y, z) de pe curb3 la planul («), dreapta (d)
si respectiv, la punctul P.

o Momentele de inertie ale curbei v in raport cu planele de coordonate sunt date de:

[Xoy:/z2p(x,y,z)ds, I,VOZ:/X2P(X)yvz)d57 /zox:/yzp(x,y,z)ds.
Y v Y
(11)

@ Momentele de inertie ale curbei v in raport cu axele de coordonate sunt date de:

lox = /(y2 + z2)p(><,y7 z)ds, oy = /(X2 + z2)p(><,y7 z)ds. (12)
¥ v

o Momentul de inertie al curbei v Tn raport cu originea axelor de coordonate este

o= [ (452 + ) plx.y. 2)ds. (13)
vy
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Integrala curbilinie de speta | Interpretiri fisics.

Exemplu

S3 se calculeze masa si s3 se determine centrul de greutate ale firului material omogen

X =rcost
y =rsint, t€[0,2n]
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Proprietati

Integrala curbilinie de speta Il Independenta de drum a int i curbilinii de speta a ll-a

Definitie

Fie 7 = AB o curb3 neted3 dat3 de

x = f(t)
() y = g(t) (14)
z=h(t), t€|a,b],

orientatd de la A(t = a) la B(t = b) in sensul de crestere al parametrului t de la a la b. Fie
P, Q, R: D C R® — R functii continue pe domeniul D ce contine curba . Numim integrala
curbilinie de speta Il

[ POy, 2+ Qo 2) dy + Rx,y.2) e =
.

= /b [P(f(1), &(t), h(1)) - £'(1) + Q(F(2), &(t), h(t)) - &' (t) + R(F(t), g(1), h(1) - H'(1)] dt.
(15)
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Definitie. Proprietdti
Aplicatii
Integrala curbilinie de speta Il Independenta de drum a i alei curbilinii de speta a Il-a

Proprietati

Propozitia 3.2

i. Dac ~ este o curbs neted si P, Qi, Rj : D C R3 — R, i = 1,2 sunt functii
continue pe domeniul D ce contine pe vy iar a € R, atunci

/(P1+P2)dx+(ol+oz)dy+(R1+R2)dz:/P1 @) A dz+/ 2 b= @ =~
vy Y il

/(aPl) dx + (@) dy + (aR1) dz = a/ Py dx + Q1 dy + Ry dz.
¥ ¥

ii. Fie y =1 U~,, cuvy,7, curbe netede si fie functiile continue
P,Q, R:DCR3 - R~y CD. Atunci

/de+Qdy+Rdz:
.

/ Pdx+ Qdy + Rdz + Pdx+ Qdy + Rdz.
Y1 Y2
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Aplicatii
Integrala curbilinie de speta Il Independenta de drum a integralei curbilinii de speta a ll-a

Aplicatii

Observatie

Valoarea integralei curbilinii de speta |l depinde de orientarea curbei «y. Mai precis

~Pdx+ Qdy+Rdz=— [~ Pdx+ Qdy + Rdz.
AB BA
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Definitie. Proprietati
Aplicatii
Integrala curbilinie de speta Il Independenta de drum a integralei curbilinii de

Aplicatii

Observatie

Valoarea integralei curbilinii de speta |l depinde de orientarea curbei «y. Mai precis

~Pdx+ Qdy+Rdz=— [~ Pdx+ Qdy + Rdz.
AB BA

1. Aria unui domeniu plan D, marginit de o curb3 netedd, inchisd, simpl3d - este:

1
Aria(D) = 5 f xdy — ydx. (16)
¥
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Definitie. Proprietsti
Aplicatii
Integrala curbilinie de speta Il Independenta de drum a int i curbilinii d

Aplicatii

Observatie

Valoarea integralei curbilinii de speta |l depinde de orientarea curbei «y. Mai precis

~Pdx+ Qdy+Rdz=— [~ Pdx+ Qdy + Rdz.
AB BA

1. Aria unui domeniu plan D, marginit de o curb3 netedd, inchisd, simpl3d - este:
1
Aria(D) = 5 f xdy — ydx. (16)
¥

2. Lucrul mecanic £, al cAmpului vectorial
—
k

F(P)=P(x,y,2) 7 +Qx,y,2)] +R(,y,2)K, unde P =xT7 +y] +2zk, (17)

de-a lungul curbei y este:

L:/?(?)-d?:/de+Qdy+Rd2- (18)

Daca curba este inchis3, lucrul mecanic se mai numeste circulatia campului ? de-a lungul curbei
v:
C:%de+0dy+Rdz. (19)
¥
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Definitie. Proprietati
Aplicatii

Integrala curbilinie de speta Il Independenta de drum a integralei curbilinii de

Exemplu

Calculati urm3toarea integrala curbilinie de speta a ll-a:

X = —tcost +sint
I:/ydxfxdy+(x2+y2+22)dz, unde (C) : y=tsint+cost , te€][0;n]
z=t+1

©
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Definitie. Proprietati
Aplicatii
Integrala curbilinie de speta Il Independenta de drum a integralei curbilinii de speta a ll-a

Definirea conceptului

Fie D C R3 un domeniu si fie P, Q, R : D — R functii continue pe D. Integrala
P dx + Q dy + R dz se numeste independenta de drum pe domeniul D daca pentru

orice A, B € D si orice doud curbe simple 1, 7, din D care unesc punctele A si B,
are loc relatia

/de+Qdy+Rdz:/ Pdx+ Qdy + Rdz. (20)
1

Y2
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Definitie. Proprietsti
Aplicatii
Integrala curbilinie de speta Il Independenta de drum a integralei curbilinii de speta a ll-a

Independenta de drum

Propozitia 3.

Fie D C R3 un domeniu si fie P, Q, R : D — R functii continue pe D. Urm&toarele
afirmatii sunt echivalente:

(i) Integrala /P dx + Q dy + R dz este independenti de drum;

(ii) pentru orice curbd C simpld si inchisi continutd in D are loc:

%de—l—Qdy—&—Rdz:O. (21)
C
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Definitie. Proprietati
Aplicatii
Integrala curbilinie de speta Il Independenta de drum a integralei curbilinii de speta a ll-a

Diferentiale totale exacte

Expresia P(x,y,z) dx + Q(x,y, z) dy + R(x,y, z) dz se numeste diferentiala totala
exacta dac3 exist3 o functie diferentiabils F : D C R3 — R, astfel incat

dF(x,y,2) = P(x,y,2) dx + Q(x,y,2) dy + R(x,y, z) dz. (22)

Observatie

Dac3 avem in vedere formula diferentialei

OF OF OF
dF(x,y,z) = ——(x,y,2z)dx + —(x,y,2)dy + ——(x,y,z) dz
Ox dy oz

deducem c3 relatia (22) revine la
oF
= (x3,2) = Plx,y,2)
X

OF

a—(x,y,z) = Q(x,y,2), (23)
Y

OF

T oa 2l SR (G s Z) B Gy Z) -
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Definitie. Proprietati
Aplicatii
Integrala curbilinie de speta Il Independenta de drum a integralei curbilinii de speta a ll-a

Cazul plan

Teorema 3.7

Fie D C R? un domeniu plan in care functiile P, Q : D — R sunt continue.
Urm3toarele afirmatii sunt echivalente:
(i) Integrala /P dx + Q dy este independentd de drum;

(i) Expresia P(x,y) dx + Q(x,y) dy este o diferentiald total exactd adics existd
F : D — R diferentiabild astfel incat

oF F
dF(x,y) = 5(X,y) dX+@(X,y) dy = P(x,y) dx+Q(x,y) dy, V(x,y) € D. (24)

Aceasta este dat3 de

(x,¥)
7 = /( Py d QL) d (25)
X0,Y0

pe orice curbd neted¥ cu extremitatile (xo, yo), (x,y) € D.
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Definitie. Proprietsti
Aplicatii
Integrala curbilinie de speta Il Independenta de drum a integralei curbilinii de speta a ll-a

Calculul integralei

Dac3a /P dx + Q dy este independent3 de drum atunci

/@ P(x, y)dx + Q(x,y)dy = F(xg.y5) — F(xa, ) (26)

unde F este o primitiva pentru /P dx + Qdy.
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Proprietati
Ap i
Integrala curbilinie de speta Il Independenta de drum a integralei curbilinii de speta a ll-a

Calculul integralei

Dac3a /P dx + Q dy este independent3 de drum atunci

/@ P(x, y)dx + Q(x,y)dy = F(xg.y5) — F(xa, ) (26)

unde F este o primitiva pentru /P dx + Qdy.
F este data de

F(x,y) = /X P(t,yo) dt + /y Q(x,t)dt, V (x,y)e€ D, (27)

Yo

unde (xo, yo) € D este un punct oarecare.
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Aplicatii
Integrala curbilinie de speta Il Independenta de drum a integralei curbilinii de speta a ll-a

O conditie necesar3 si suficienta

Teorema 3.8

Fie D C R? un domeniu plan simplu conex in care functiile P, @ : D — R sunt
continue cu derivatele partiale continue. Atunci integrala / Pdx + Q dy este

independenta de drum dac3d si numai dacd

oP e
Fyb“)d*a(xv}/)’ V(Xv}/)eD' (28)
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Aplicatii
Integrala curbilinie de speta Il Independenta de drum a integralei curbilinii de speta a ll-a

Cazul spatial

Teorema 3.9

Fie D C R® un domeniu in care functiile P, @, R : D — R sunt continue. Urm&toarele
afirmatii sunt echivalente:

(i) Integrala [ P dx + Q dy + R dz este independents de drum;

(ii) Expresia P(x,y,z) dx + Q(x,y, z)dy + R(x,y, z) dz este diferentiald totald
exactd, adicad exista o functie F : D — R diferentiabila astfel incat

v

2013-2014, Facultatea de Mecanica Analiza matematica - curs 10



Definitie. Proprietati
Aplicatii
Integrala curbilinie de speta Il Independenta de drum a integralei curbilinii de speta a ll-a

Cazul spatial

Teorema 3.9

Fie D C R® un domeniu in care functiile P, @, R : D — R sunt continue. Urm&toarele
afirmatii sunt echivalente:

(i) Integrala [ P dx + Q dy + R dz este independents de drum;

(ii) Expresia P(x,y,z) dx + Q(x,y, z)dy + R(x,y, z) dz este diferentiald totald
exactd, adicad exista o functie F : D — R diferentiabila astfel incat

”

Functia F, daca exista, este data de
X y z
F(X7Y7Z):/ P(t7y0»ZO)dt+/ Q(X,t,zo) dt+/ R(vavt)dt (30)
X0 Y0 29

unde (xo, Y0,20) € D este un punct oarecare si F este unic determinatd pana la o
constantd aditiva.

2013-2014, Facultatea de Mecanica Analiza matematica - curs 10



Definitie. Proprietati
catii
Integrala curbilinie de speta Il Independen;a de drum a integralei curbilinii de speta a ll-a

Cazul spatial

Teorema 3.9

Fie D C R® un domeniu in care functiile P, @, R : D — R sunt continue. Urm&toarele
afirmatii sunt echivalente:

(i) Integrala [ P dx + Q dy + R dz este independents de drum;

(ii) Expresia P(x,y,z) dx + Q(x,y, z)dy + R(x,y, z) dz este diferentiald totald
exactd, adicad exista o functie F : D — R diferentiabila astfel incat

”

Functia F, daca exista, este data de

Fixy2)= [ Pleona)det [ Quxta)de+ [ Riayde  (30)
29

X0 Yo

unde (xo, Y0,20) € D este un punct oarecare si F este unic determinatd pana la o
constantd aditiva.
Dac3 integrala este independent3 de drum atunci

[ P(X,_y,Z) dX+Q(X7y72) dy+R(X7y7 Z) dz = F(XB,_)/B7ZB)_F(XA,_)/A,ZA)- (31)
AB
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Aplicatii
Integrala curbilinie de speta Il Independenta de drum a integralei curbilinii de speta a ll-a

O conditie necesara si suficienta - cazul spatial

Teorema 3.10

Fie D C R3 un domeniu simplu conex in care functiile P, Q, R : D — R sunt continue
cu derivatele partiale continue. Atunci integrala [ Pdx + Q dy + R dz este

independentd de drum dacd si numai daci, pentru orice (x,y,z) € D, au loc egalittile

5 (1) = Sy,

D) = 5 (,2), (32)
OR oP

a(xv}ﬁz) - E(Xv}/’z)'
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Definitie. Propriet3ti
Aplicatii
Integrala curbilinie de speta Il Independenta de drum a integralei curbilinii de speta a ll-a

Rotorul unei functii vectoriale

Considersm functia vectorial3 de clasi C1 ? :D CR? — R3,
— — -
F(5,5,2) = P(x,y,2) T +Q(x,y,2) T +R(x,y,2) k

definitd si continud in toate punctele domeniului D care contine curba (C). Vom nota

- = >

i J k
rot?(x,y,z): o 9 9
ox y 0z
P Q R

si vom numi acest determinant formal rotorul functiei vectoriale ? Asadar, avem

T (L) (Y (48
dy 0z ox 0z ox y
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Apli
Integrala curbilinie de speta Il Independenta de drum a integralei curbilinii de speta a ll-a

Exemplu

— — —
Fie?(x,y,z):x2- i —xz- j +yz?- k. Atunci

77 %

rot?: o g 9 :_I.>~(ZZ+X)—7~O+7~(—Z):(X+22)~_I.>—Z-7.
ox Oy 0z
x> —xz yz2?

Un cdmp vectorial ? = ? (x,y,z) se numeste irotational dac3

I'Ot? = 6>

Observatie

Conditia necesar3 si suficient3 ca integrala curbilinie de speta a Il-a s3 fie independentd

de drum intr-un domeniu simplu conex este deci, folosind Teorema 3.10, ca functia
iy < iy = (A . 2 Fm .

vectoriald F = F (x,y,z) sd aib3 rot F = 0 (campul vectorial ? s3 fie irotational).
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Definitie. Proprietati

Integrala curbilinie de speta Il Independenta de drum a integralei curbilinii de speta a ll-a

Exercitiu

VerificAnd in prealabil independenta de drum, calculati:
(a,b,¢)
= yz-dx +xz-dy + xy - dz

(1,1,1,)

13-2014, Facultatea de Mecanicd Analiza matematica - curs 10



	Integrale curbilinii
	Definitie. Proprietacti generale

	Integrala curbilinie de speta I.
	Definitie. Proprietati
	Interpretari fizice

	Integrala curbilinie de speta II.
	Definitie. Proprietati
	Aplicatii
	Independenta de drum a integralei curbilinii de speta a II-a


