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Definitie. Proprietdti generale
Limite laterale
Proprietati ale functiilor cu limit

Limite de functii

Limita unei functii intr-un punct - Definitii

Spunem c3 functia f are limita ¢ in punctul a, si notam

lim f(x) = ¢, sau f(x) — £ pentru x — a,
X—ra

dacd pentru orice vecinidtate V € V({), existd o vecinitate U € V(a) astfel incat,
pentru orice x din U N A diferit de a, s3 avem f(x) € V, sau, formalizat,

YV e V(¢),3U € V(a) : f(UN A\ {a}) C V. 1)

Punctul a nu trebuie sa apartind neaparat multimii A, ins3 trebuie sa existe puncte in
multimea A oricidt de apropiate de a, adic3 s3 fie punct de acumulare al multimii A.
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Limite de functii a Pr‘f}’"e‘a" il

Limit e
Propriet3ti ale functiilor cu limit3

Limita unei functii intr-un punct - Definitii

Teorema 1.3 (Caracterizarea € — § a limitei)
Fief:ACRK - RP siac A, £ € RP. Atunci f are limita £ in punctul a dacs si numai dacd
Ve > 0,36 > 0,Vx € A\ {a}, [Ix — allgx < 9 : [|f(x) —Lllpp < e- (2)
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Limite de functii a Pr‘f}’"e‘a" il

Limit e
Propriet3ti ale functiilor cu limit3

Limita unei functii intr-un punct - Definitii

ma 1.3 (Caracterizarea a limitei)
Fief:ACRK - RP siac A, £ € RP. Atunci f are limita £ in punctul a dacs si numai dacd
Ve > 0,36 > 0,Vx € A\ {a}, [Ix — allgx < 9 : [|f(x) —Lllpp < e- (2)

v

a 1.4 (Caracterizarea cu siruri a limitei)

Fief: ACRK 5 RP siac A, £ € RP. Atunci f are limita £ in punctul a dacd si numai dacs

V(xn) C A\ {a}, x, — a implicd f(x,) — £. 3)

<
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Definitie. Proprietdti generale
Limite laterale
rietati ale functiilor cu limita

Limite de functii

Limita unei functii intr-un punct - Definitii

Teorema 1.3 (Caracterizarea € — § a limitei)

Fief:ACRK - RP siac A, £ € RP. Atunci f are limita £ in punctul a dacs si numai dacd

Ve > 0,36 > 0,Vx € A\ {a}, [Ix — allgk <3 : [[F(x) — £llgp < e )

Teorema 1.4 (Caracterizarea cu siruri a limitei)

Fief: ACRK 5 RP siac A, £ € RP. Atunci f are limita £ in punctul a dacd si numai dacs

V(xn) C A\ {a}, x, — a implicd f(x,) — £. 3)

Uneori, una din relatiile (2), respectiv (3), se consider3 a fi definitia limitei functiei f in punctul a,
numite si definitia € — ¢ a limitei unei functii intr-un punct, respectiv definitia cu siruri a limitei
unei functii intr-un punct.

A

2013-2014, Facultatea de Mecanica Analiza matematica - curs 4



Definitie. Proprietdti generale
Limite laterale
Proprietati ale functiilor cu limita

Limite de functii

Limita unei functii intr-un punct - Definitii

Teorema 1.3 (Caracterizarea € — § a limitei)
Fie f : AC RK - RP sia€ A', £ € RP. Atunci f are limita £ in punctul a dacd si numai dacs

Ve > 0,36 > 0,Vx € A\ {a}, [Ix — allgk <3 : [[F(x) — £llgp < e )

Teorema 1.4 (Caracterizarea cu siruri a limitei)

Fief: ACRK 5 RP siac A, £ € RP. Atunci f are limita £ in punctul a dacd si numai dacs

V(xn) C A\ {a}, x, — a implicd f(x,) — £. 3)

Uneori, una din relatiile (2), respectiv (3), se consider3 a fi definitia limitei functiei f in punctul a,
numite si definitia € — ¢ a limitei unei functii intr-un punct, respectiv definitia cu siruri a limitei
unei functii intr-un punct.

Corolarul 1.6

Dac existd (xp), (un) C A\ {a} astfel incat x, — a, u, — a, iar f(x,) — €1, f(un) — €2, cu
01 # €2, atunci nu existd limita functiei f in punctul a.
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Limite de functii

Cateva exemple

S3 se arate c3 Iim3 Vx+1=2.
X—
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Definitie. Proprietdti generale
Limite lat
Proprie functiilor cu limita

Limite de functii

Cateva exemple

S3 se arate c3 Iim3 Vx+1=2.
X—

Exemplul 1.8

2. 2

S¥ se arate c3 functia f : R? \ {(0,0)} — R, f(x,y) := are limita 0 in punctul (0, 0).

x2 + 2
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Limite de functii Iaitl‘rgmev Propriet&ti generale

ale functiilor cu limita

Cateva exemple

S3 se arate c3 Iim3 Vx+1=2.
X—

Exemplul 1.8

22
S¥ se arate c3 functia f : R? \ {(0,0)} — R, f(x,y) := e are limita 0 in punctul (0, 0).
X y

1
S3& se arate c3 nu existd limita functiei f : R \ {0} — R, f(x) = sin — in punctul 0.
X




Limite de functii a Pr‘f}’"e‘a" il

ale functiilor cu limita

Cateva exemple

S3 se arate c3 Iim3 Vx+1=2.
X—

Exemplul 1.8
2 2

S¥ se arate c3 functia f : R? \ {(0,0)} — R, f(x,y) := are limita 0 in punctul (0, 0).

x2 + 2

Exemplul 1.9

|
\

S3& se arate c3 nu existd limita functiei f : R \ {0} — R, f(x) = sin — in punctul 0.
X

v
Exemplul 1.10

S3 se arate c3 nu existd limita functiei f : R\ {(0,0)} — R, f(x,y) =

X
% n punctul (0, 0) .
X y

\

2013-2014, Facultatea de Mecanic3 Analiza matematica - curs 4



Limite de functii a Pr‘f}’"e‘a" il

ale functiilor cu limita

Cateva exemple

S3 se arate c3 Iim3 Vx+1=2.
X—

Exemplul 1.8
2 2

S¥ se arate c3 functia f : R? \ {(0,0)} — R, f(x,y) := are limita 0 in punctul (0, 0).

x2 + 2

Exemplul 1.9

|
\

S3& se arate c3 nu existd limita functiei f : R \ {0} — R, f(x) = sin — in punctul 0.
X

v
Exemplul 1.10

S3 se arate c3 nu existd limita functiei f : R\ {(0,0)} — R, f(x,y) =

X
% n punctul (0, 0) .
X y

\
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Limite de functii a P"f}’"e‘a" il

ale functiilor cu limit3

Cateva exemple

S3 se arate c3 Iim3 Vx+1=2.
X—

Exemplul 1.8
2 2

S¥ se arate c3 functia f : R? \ {(0,0)} — R, f(x,y) := are limita 0 in punctul (0, 0).

x2 + 2

Exemplul 1.9

|
\

S3& se arate c3 nu existd limita functiei f : R \ {0} — R, f(x) = sin — in punctul 0.

| X
A\

Exemplul 1.10

S3 se arate c3 nu existd limita functiei £ : R\ {(0,0)} — R, f(x,y) = Y 5 i punctul (0,0).

X
x2 + y

\

Teorema 1.11

Fief: AC R — RP sia € A'. Daci f are limitd in punctul a, aceasta este unics.

2013-2014, Facultatea de Mecanic3 Analiza matematica - curs 4



Limite de functii - Proprietdi generale

ale functiilor cu limita

Tipuri de functii

Functia f : ACRK - RP k > 1,p > 1 poate fi gandit3 ca fiind echivalent3 cu p
functii cu valori reale:

f(x) = (A(x), B(x), ... fo(x)), Vx € A. (4)
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Definitie. Proprietdti generale
Lim
Proprietiti ale functiilor cu limit3

Limite de functii

Tipuri de functii

Functia f : ACRK - RP k > 1,p > 1 poate fi gandit3 ca fiind echivalent3 cu p
functii cu valori reale:

f(x) = (A(x), B(x), ... fo(x)), Vx € A. (4)

e O functie f : RK — RP avand p, k > 1 se numeste functie vectoriala de
argument vectorial, iar functiile f; sunt numite functiile componente, sau
functiile coordonate ale functiei f, si scriem f = (fi, f2, ..., f).
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Definitie. Proprietdti generale
Lim
Proprietiti ale functiilor cu limit3

Limite de functii

Tipuri de functii

Functia f : ACRK - RP k > 1,p > 1 poate fi gandit3 ca fiind echivalent3 cu p
functii cu valori reale:

f(x) = (A(x), B(x), ... fo(x)), Vx € A. (4)

e O functie f : RK — RP avand p, k > 1 se numeste functie vectoriala de
argument vectorial, iar functiile f; sunt numite functiile componente, sau
functiile coordonate ale functiei f, si scriem f = (fi, f2, ..., f).

o O functie f : R — RP cu p > 1 se numeste functie vectoriala de argument real.
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Definitie. Proprietdti generale
Lim
Proprietiti ale functiilor cu limit3

Limite de functii

Tipuri de functii

Functia f : ACRK - RP k > 1,p > 1 poate fi gandit3 ca fiind echivalent3 cu p
functii cu valori reale:

f(x) = (A(x), B(x), ... fo(x)), Vx € A. (4)

e O functie f : RK — RP avand p, k > 1 se numeste functie vectoriala de
argument vectorial, iar functiile f; sunt numite functiile componente, sau
functiile coordonate ale functiei f, si scriem f = (fi, f2, ..., f).

o O functie f : R — RP cu p > 1 se numeste functie vectoriala de argument real.

e O functie f : RK — R avand k > 1 se numeste functie reald de argument
vectorial.
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Definitie. Proprietdti generale
Lim
Proprietiti ale functiilor cu limit3

Limite de functii

Tipuri de functii

Functia f : ACRK - RP k > 1,p > 1 poate fi gandit3 ca fiind echivalent3 cu p
functii cu valori reale:

f(x) = (A(x), B(x), ... fo(x)), Vx € A. (4)

O functie f : R¥ — RP avand p, k > 1 se numeste functie vectoriald de
argument vectorial, iar functiile f; sunt numite functiile componente, sau
functiile coordonate ale functiei f, si scriem f = (fi, f2, ..., f).

O functie f : R — RP cu p > 1 se numeste functie vectoriala de argument real.

O functie f : R — R avand k > 1 se numeste functie reala de argument
vectorial.

o O functie f : R — R se numeste functie reala de argument real.
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Limite de functii i g

e functiilor cu limita

Tipuri de functii

Functia f : ACRK - RP k > 1,p > 1 poate fi gandit3 ca fiind echivalent3 cu p
functii cu valori reale:

f(x) = (A(x), B(x), ... fo(x)), Vx € A. (4)

O functie f : R¥ — RP avand p, k > 1 se numeste functie vectoriald de
argument vectorial, iar functiile f; sunt numite functiile componente, sau
functiile coordonate ale functiei f, si scriem f = (fi, f2, ..., f).

O functie f : R — RP cu p > 1 se numeste functie vectoriala de argument real.

O functie f : R — R avand k > 1 se numeste functie reala de argument
vectorial.

o O functie f : R — R se numeste functie reala de argument real.

Teorema 1.12

Fie functia f = (fi,f2,...,fp) : ACRK = RP si a € A'. Atunci f are limita
= (l1,0o,...,£p) € RP in punctul a daci si numai dacd existd simultan
“21 fi(x) =4i,i =1,p.

X a
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Definitie. Proprietiti genel
Limite laterale
Proprietiti ale functiilor cu limit3

Limite de functii

Limite Laterale

Pentru functii f : A C R — R”, p > 1, putem exploata structura de ordine a multimii R:

Fie a€ Rsi AC R. Vom nota
As =AN(—o0,a], Ag=AN]a, ).

Punctul a se numeste punct de acumulare la stanga (respectiv dreapta) pentru A
dacd este punct de acumulare pentru multimea As (respectiv Ay). Vom nota
multimea pynctelor de acumulare la stanga (respectiv dreapta) cu A (respectiv A’).
Cu alte cuvinte,

ac Al e VVeV(a),(VNA)\{a} #0
& Vr>0,(a—r,at+r)NAN(—o0,a)
& Vr>0,(a—r,a)NA#0D.

Analog,

ac A, &Vr>0,(aat+r)NA£0.
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Definitie. Proprietsti ge
Limite laterale
Proprietati ale functiilor cu limita

Limite de functii

Limite laterale

Fie f : ACR — RP.
(i) Dacd a € AL, spunem c¥ elementul £; € R este limita la stanga a functiei f Tn punctul a dac
pentru orice vecindtate V € V(¥;) existd U € V(a), astfel incat dacd x € (U N A;) \ {a}, are loc
f(x) € V. In acest caz vom scrie lim f(x) = €5 sau Xl5na f(x) = £s.

x<a
(ii) Dacd a € A}, spunem c¥ elementul £, € RP este limita la dreapta a functiei f in punctul a
dac3 pentru orice vecindtate V € V(£y) existd U € V(a), astfel incat dacd x € (U N Ag) \ {a},
are loc f(x) € V. In acest caz vom scrie lim f(x) = £4 sau JQ‘; f(x) = £q.

x>a




Definitie. Proprietsti ge
Limite laterale
Proprietiti ale functiilor cu limit3

Limite de functii

Limite laterale

Fie f : ACR — RP.
(i) Dacd a € AL, spunem c¥ elementul £; € R este limita la stanga a functiei f Tn punctul a dac
pentru orice vecindtate V € V(¥;) existd U € V(a), astfel incat dacd x € (U N A;) \ {a}, are loc
f(x) € V. In acest caz vom scrie lim f(x) = €5 sau Xl5na f(x) = £s.

x<a
(ii) Dacd a € A}, spunem c¥ elementul £, € RP este limita la dreapta a functiei f in punctul a
dac3 pentru orice vecindtate V € V(£y) existd U € V(a), astfel incat dacd x € (U N Ag) \ {a},
are loc f(x) € V. In acest caz vom scrie lim f(x) = £4 sau JQ‘; f(x) = £q.

x>a

Teorema 1.15
Fief : ACR—RPsiac A; n A'd. Atunci f are limita in punctul a dacd si numai daca existad
limitele la stinga si la dreapta in punctul a si sunt egale. Tn acest caz,

lim f(x) = lim f(x) = lim f(x).
e x<a x>a
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Definitie
Limit

Limite de functii F
Proprietati ale functiilor cu limitd

Proprietati

Fie A C R¥ si B C A. O functie f : A C R¥ — RP se numeste marginita pe B dacd multimea
f(B)::{yE]RP|3xEB:f(x):y}:{f(x)\xeB}

este marginita. Cu alte cuvinte, f este marginitd pe B daca existd r > 0 astfel incat

f(B) C B(0, r) sau, echivalent, dacd exista r > 0 astfel incat ||f(x)|| < r pentru orice x € B.
Multimea f(A) = {y € R | 3x € A: f(x) = y} se va nota uneori cu Im f si se va numi imaginea
functiei f. n cazul in care o functie este marginitd pe intregul su domeniu de definitie, se va numi
simplu marginita.
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Definitie
Limit

Limite de functii F
Proprietati ale functiilor cu limitd

Proprietati

Fie A C R¥ si B C A. O functie f : A C R¥ — RP se numeste marginita pe B dacd multimea
f(B)::{yE]RP|3xEB:f(x):y}:{f(x)\xeB}

este marginita. Cu alte cuvinte, f este marginitd pe B daca existd r > 0 astfel incat

f(B) C B(0, r) sau, echivalent, dacd exista r > 0 astfel incat ||f(x)|| < r pentru orice x € B.

Multimea f(A) = {y € R | 3x € A: f(x) = y} se va nota uneori cu Im f si se va numi imaginea

functiei f. In cazul in care o functie este marginita pe intregul ssu domeniu de definitie, se va numi
simplu marginita.

a 1.17

Teor

Fief: ACRK = RP, k,p > 1 o functie sia € A'. Dac¥ exist§ lim f(x) = £ € RP, atunci existd
X—ra
U € V(a) astfel incat f si fie marginits pe (U N A) \ {a} .
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Definitie. Proprietsti
Limit
Proprietati ale functiilor cu limitd

Limite de functii

Proprietati

Teorema 1.18

Fief:ACRK - RP, k,p>1siac A. Dacs exists lim f(x) = £ € RP, £ # 0, atunci exist§
X—ra
U € V(a) astfel incat pentru orice x € (U N A) \ {a}, are loc f(x) # 0.




Definitie
Limit e
Proprietati ale functiilor cu limitd

Limite de functii

Proprietati

Teorema 1.18

Fief:ACRK - RP, k,p>1siac A. Dacs exists lim f(x) = £ € RP, £ # 0, atunci exist§
X—ra
U € V(a) astfel incat pentru orice x € (U N A) \ {a}, are loc f(x) # 0.

Corolarul 1.19 (P3strarea semnului)

| A\

Fief: AC RK - R,a € A’. Dacs exists lim f(x) = £, £ > 0 (respectiv £ < 0), atunci exists
X—a
U € V(a) astfel incat pentru orice x € (U N A) \ {a}, are loc f(x) > 0 (respectiv f(x) < 0).
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Definitie. Proprietat
Limite laterale
Proprietati ale functiilor cu limitd

Limite de functii

Proprietati

Teorema 1.18

Fief:ACRK - RP, k,p>1siac A. Dacs exists lim f(x) = £ € RP, £ # 0, atunci exist§
X—ra
U € V(a) astfel incat pentru orice x € (U N A) \ {a}, are loc f(x) # 0.

Corolarul 1.19 (P3strarea semnului)

Fief: AC RK - R,a € A’. Dacs exists lim f(x) = £, £ > 0 (respectiv £ < 0), atunci exists
X—a
U € V(a) astfel incat pentru orice x € (U N A) \ {a}, are loc f(x) > 0 (respectiv f(x) < 0).

Teorema 1.20

Fief,g: ACRK = R,a€ A. Daci limf(x) = 0 si exist§ U € V(a) astfel inct g este
X—ra

marginitd pe U, atunci existd lim (f - g)(x) = 0.
xX—ra

Teorema 1.21

Fie ACRY,BCRP,ac A',b e B’ sifunctiilef: B—R™, g:A— B\ {b}. Dacs
lim f(y) = £ si lim g(x) = b, atunci
y—b x—ra

(Fog)(x)==¢.

lim
X—ra
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Definitie
Limit

Limite de functii F
Proprietati ale functiilor cu limitd

Operatii

ma 1.22 (Operatii cu limite de fun

Fie functiile f,g : ACRK > R, « € R sia € A. Presupunem c§ exists lim f(x) =41 €R,
X—ra
lim g(x) = £ € R.
X—ra
(i) Dacd suma £, + £ a limitelor are sens, atunci functia f + g are limit3 in a si are loc relatia:
Tim(F + £)() = £ + 2 = Jim £(:) + lim g(x)
(caz exceptat: una dintre limitele ¢1, £, este egald cu +oo, iar cealalti cu —oc).
(ii) Functia of are limiti in a si au loc relatiile:
Xli'na(af)(x) =a-l=o- Xllnaf(x), daci o # 0,
lim (af)(x) =0, dacd o = 0.
X—ra
(iii) Dacd produsul £y - £ al limitelor are sens, atunci functia f - g are limit4 in a si are loc relatia:
Jim(F - 6)() = a2 = Jim ) - mg(0)

(cazuri exceptate: una dintre limitele {1, {5 este egald cu 0, iar cealaltd este +0o sau —o0).
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Definitie. Proprietati
Limit e

Limite de functii
Proprietati ale functiilor cu limitd

Operatii

Operatii cu limite de functii(continuare)

Y f
(iv) Dac3 raportul e—l al limitelor are sens si existd U € V(a) astfel incat functia — este bine
2 g

f
definitd pe (U N A) \ {a}, atunci functia — are limitd in a si are loc relatia:
g
_f o Jimfx)
lim (=) (x)=—="——
x—=a \ g £l lim g(x)
X—ra

(cazuri exceptate: £, = 0, sau ambele limite ¢1, £> sunt infinite).

(v) Dac3 Zfz are sens si existd U € V(a) astfel incat functia & este bine definit3 pe
(Un A)\ {a}, atunci functia f& are limit3 in a si are loc relatia:

lim_g(x)
. g _ Lo _ . xX—>a'
Xllm.9 (F8) (x) = £,2 = <X||maf(x)>

(cazuri exceptate: (£1,£2) = (0,0), (£1,£2) = (+00,0), (¢1, £2) = (1, +00)).
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Definitie. Proprietsti
Limit 2
Proprietati ale functiilor cu limitd

Limite de functii

Asimptote

Cele prezentate anterior permit introducerea notiunilor de asimptote la graficul unei
functii. Intuitiv, asimptotele sunt drepte fata de care graficul unei functii se “apropie”
oricat de mult, dar nu le “atinge”.
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Definitie
Limit

Limite de functii F
Proprietati ale functiilor cu limitd

Asimptote

Cele prezentate anterior permit introducerea notiunilor de asimptote la graficul unei
functii. Intuitiv, asimptotele sunt drepte fata de care graficul unei functii se “apropie”
oricat de mult, dar nu le “atinge”.

Fie f : A C R — R astfel incat +o0o (respectiv —co) este punct de acumulare pentru A.
(i) Spunem c3 dreapta y = yo, Yo € R, este asimptota orizontala la +oco (respectiv
—o0) pentru functia f dacd existd lim f(x) = yo (respectiv lim f(x) = yp).

X—>00 X—>— 00
(i) Spunem c3 dreapta y = mx + n, m,n € R, m # 0, este asimptota oblica la +oco
(respectiv —oo) pentru functia f, dacd existd Xingo\f(x) — mx — n| = 0 (respectiv

lim |f(x) — mx — n| = 0).
X—r— 00
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Definitie. Proprietdti generale
Continuit. 3. Discontinuitati

Continuitate Proprietati ale functiilor continue

Definitie

Spunem c3 functia f : A C RX — RP este continua in punctul a € A dac3 pentru
orice vecingtate V € V(f(a)), existd o vecinitate U € V(a) astfel incat, pentru orice x
din UN A, s3 avem f(x) € V, sau, formalizat,

YV e V(f(a)),3U € V(a): f(UNA) C V. (5)
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Definitie. Proprietdti generale
Continuit. 3. Discontinuitati

Continuitate Proprietati ale functiilor continue

Definitie

Spunem c3 functia f : A C RX — RP este continua in punctul a € A dac3 pentru
orice vecingtate V € V(f(a)), existd o vecinitate U € V(a) astfel incat, pentru orice x
din UN A, s3 avem f(x) € V, sau, formalizat,

YV e V(f(a)),3U € V(a): f(UNA) C V. (5)

Daca functia f nu este continud Tn punctul a € A, vom spune ca f este discontinua in
punctul a, sau c3 a este un punct de discontinuitate pentru functia f.

Vom spune c3 functia f este continua pe o multime B C A dac3 f este continud n
orice punct x € B.
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erale
tinuitati

Continuitate
ntinue

Caracterizari

Teorema 2.2 (Caracterizare a continuit3tii cu limita)

Fief: ACRK - RP siac A’ NA. Atunci f este continug in a dacd si numai dacd
existd lim f(x) = f(a).
X—ra
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Definitie. Proprietdti generale
ntinu D tinuitdti

ntinui
Continuitate riet3ti ale functiilor continue

Caracterizari

Teorema 2.2 (Caracterizare a continuit3tii cu limita)

Fief: ACRK - RP siac A’ NA. Atunci f este continug in a dacd si numai dacd
existd lim f(x) = f(a).
X—ra

N,

Teorema 2.3 (Caracterizarea € — ¢ a continuitatii)

Fie f : ACRK — RP si a € A. Atunci f este continud in punctul a dacd si numai dacd

Ve > 0,30 > 0,Vx € A, ||x — allgk <& : ||f(x) — f(a)|lge < €. (6)

4

2013-2014, Facultatea de Mecanica Analiza matematica - curs 4



Definiti
G uit:

Continuitate P >
roprietiti a

Caracterizari

Teorema 2.2 (Caracterizare a continuit3tii cu limita)

Fief: ACRK - RP siac A’ NA. Atunci f este continug in a dacd si numai dacd
existd lim f(x) = f(a).
X—ra

N,

Teorema 2.3 (Caracterizarea € — ¢ a continuitatii)

Fie f : ACRK — RP si a € A. Atunci f este continud in punctul a dacd si numai dacd

Ve > 0,30 > 0,Vx € A, ||x — allgk <& : ||f(x) — f(a)|lge < €. (6)

Teorema 2.4 (Caracterizarea cu siruri a continuit3tii)

Fie f : ACRK — RP si a € A. Atunci f este continud in punctul a dacs si numai dacd

V(xn) C A, xn — a implicd f(x,) — f(a). @)
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erale
tinuitati

Continuitate
ntinue

Un exemplu

S3 se arate c3 functia:

x*+y3 y
e, ) = E g daci (x,y) # (0,0)
0, daci (x, y) = (0,0)

este continu3 pe R2.
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Continuitate
tiilor

Caracterizarea continuitatii pentru functii cu valori vectoriale

Teorema de caracterizare cu siruri a continuitatii ne permite caracterizarea
continuitatii unei functii vectoriale de variabild vectoriald prin intermediul propriet3tii
similare a functiilor componente.
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Definiti
C ui

Continuitate Proprietiti ale functiilor continue

Caracterizarea continuitatii pentru functii cu valori vectoriale

Teorema de caracterizare cu siruri a continuitatii ne permite caracterizarea
continuitatii unei functii vectoriale de variabild vectoriald prin intermediul propriet3tii
similare a functiilor componente.

Teorema 2.6

Fie f = (fi,f2,..., ) : ACRK - RP k> 1,p>1siac A Atuncif este continu in
punctul a daca si numai daca functiile fi, f>,...,f, : A C Rk — R sunt continue in a.
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Definitie. Proprietsti e
- Continuitate lateral3. Discontinuit3ti
Continuitate Propriets
roprietati ale functiilor continue

Continuitate laterala

Fief: ACR —+RPsia€A.
(i) Spunem c3 f este continua la stanga Tn a dac3 pentru orice V € V(f(a)), existd U € V(a)

astfel incat dacd x € U N As, sd avem f(x) € V.
(ii) Spunem c3 f este continua la dreapta in a dac3 pentru orice V € V(f(a)), existd U € V(a)

astfel incat dacd x € UN Ay, sd avem f(x) € V.

2013-2014, Facultatea de Mecani Analiza matematica - curs 4



Definitie. Proprietsti e
Continuitate lateral3. Discontinuit3ti

Continuitate Proprietiti ale functiilor continue

Continuitate laterala

Fief: ACR —+RPsia€A.

(i) Spunem c3 f este continua la stanga Tn a dac3 pentru orice V € V(f(a)), existd U € V(a)
astfel incat dacd x € U N As, sd avem f(x) € V.

(ii) Spunem c3 f este continua la dreapta in a dac3 pentru orice V € V(f(a)), existd U € V(a)
astfel incat dacd x € UN Ay, sd avem f(x) € V.

Teorema 2.8

Fief: ACR — RP siac A.

(i) Dac a € AL, atunci f este continud la stinga in a dacd si numai dac§ existd lim f(x) = f(a).
x<a

(i) Dacs a € A/, atunci f este continu¥ la dreapta in a dacd si numai daci exist& Jim f(x) = f(a).
x>a

| A

2013-2014, Facultatea de Mecani Analiza matematica - curs 4



Definitie. Proprietsti
Continuitate lateral3. Discontinuitti

Continuitate Proprietati ale functiilor continue

Continuitate lateral3d

Fief: ACR —+RPsia€A.

(i) Spunem c3 f este continua la stanga Tn a dac3 pentru orice V € V(f(a)), existd U € V(a)
astfel incat dacd x € U N As, sd avem f(x) € V.

(ii) Spunem c3 f este continua la dreapta in a dac3 pentru orice V € V(f(a)), existd U € V(a)
astfel incat dacd x € UN Ay, sd avem f(x) € V.

Teorema 2.8

Fief: ACR — RP siac A.

(i) Dac a € AL, atunci f este continud la stinga in a dacd si numai dac§ existd lim f(x) = f(a).
x<a

(i) Dacs a € A/, atunci f este continu¥ la dreapta in a dacd si numai daci exist& Jim f(x) = f(a).
x>a

Teorema 2.9

Fief : ACR — RP siac AN A’. Atunci f este continud in a dacd si numai dacd f este
continua la stanga si la dreapta in a.
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Definitie. Proprietsti e
Continuitate lateral3. Discontinuit3ti

Continuitate Proprietiti ale functiilor continue

Puncte de discontinuitate

Fie f : AC R — RP si a € A punct de discontinuitate pentru f.

© Punctul a se numeste punct de discontinuitate de specia | daca exista limitele
laterale in a si sunt finite.

@ Punctul a se numeste punct de discontinuitate de specia a ll-a dac3 nu este
puncte de discontinuitate de prima specie.

2013-2014, Facultatea de Mecanica Analiza matematica - curs 4



Definitie oprietati

Co
Proprietati ale functiilor continue

Continuitate

Proprietati ale functiilor continue

Teorema 2.11 (Compunerea functiilor continue)

Fie A C R, B C RP si functiile f : A— B, g : B — R™, k, p,m > 1.

(i) Dacd f este continud in a € A, iar g este continud in f(a), atunci g o f este
continud in a.

(ii) Daci f este continud pe A, iar g este continud pe B, atunci g o f este continud pe

A.
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Continu e
Proprietati ale fi

Continuitate

Proprietati ale functiilor continue

Teorema 2.11 (Compunerea functiilor continue)

Fie AC RK, B C RP si functiile f : A — B, g : B — R™, k,p,m > 1.
(i) Dacd f este continud in a € A, iar g este continud in f(a), atunci g o f este
continud in a.

(ii) Daci f este continud pe A, iar g este continud pe B, atunci g o f este continud pe

A
Teorema 2.12 (Operatii cu functii continue)

Fie o € R si functiile f,g : A C RK — R continue pe A. Atunci:
(i) f + g, Af sunt functii continue pe A;
(ii) f - g este continud pe A;

f
(iii) — este continud pe multimea A\ {x € A| g(x) = 0};

g
(iv) |f|, min(f, g), max(f, g) sunt functii continue pe A.

N
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Continuitate

Proprietati ale functiilor continue

Teorema 2.13

Fie f : ACRK = RP, k,p > 1 o functie si a € A. Daci f este continus in a, atunci
existd U € V(a) astfel incit f s3 fie marginita pe U N A.
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Continuitate

Proprietati ale functiilor continue

Teorema 2.13

Fie f : ACRK = RP, k,p > 1 o functie si a € A. Daci f este continus in a, atunci
existd U € V(a) astfel incit f s3 fie marginita pe U N A.

Teorema 2.14

| N

Fie f : ACRK — RP k,p > 1 si a € A astfel incat f(a) # 0. Dacd f este continud in
a, atunci existd U € V(a) astfel incat pentru orice x € UN A, are loc f(x) # 0.

2013-2014, Facultatea de Mecanica Analiza matematica - curs 4



Continuitate

Proprietati ale functiilor continue

Teorema 2.13

Fie f : ACRK = RP, k,p > 1 o functie si a € A. Daci f este continus in a, atunci
existd U € V(a) astfel incit f s3 fie marginita pe U N A.

v
Teorema 2.14

Fie f : ACRK — RP k,p > 1 si a € A astfel incat f(a) # 0. Dacd f este continud in
a, atunci existd U € V(a) astfel incat pentru orice x € UN A, are loc f(x) # 0.

Corolarul 2.15 (P3strarea semnului)

Fie f : ACRX — R,a € A. Daci f este continud in a si f(a) > 0 (respectiv,
f(a) < 0), atunci existd U € V(a) astfel incat pentru orice x € UN A, are loc
f(x) > 0 (respectiv f(x) < 0).
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Continuitate |a
Proprietati ale fi

Continuitate

Proprietati ale functiilor continue

Teorema 2.13

Fie f : ACRK = RP, k,p > 1 o functie si a € A. Daci f este continus in a, atunci
existd U € V(a) astfel incit f s3 fie marginita pe U N A.

v
Teorema 2.14

Fie f : ACRK — RP k,p > 1 si a € A astfel incat f(a) # 0. Dacd f este continud in
a, atunci existd U € V(a) astfel incat pentru orice x € UN A, are loc f(x) # 0.

Corolarul 2.15 (P3strarea semnului)

Fie f : ACRX — R,a € A. Daci f este continud in a si f(a) > 0 (respectiv,
f(a) < 0), atunci existd U € V(a) astfel incat pentru orice x € UN A, are loc
f(x) > 0 (respectiv f(x) < 0).

Teorema 2.16 (Functii continue pe multimi compacte)

Daci A C R¥ este o multime compacts (marginits si inchis3) si f : A — RP este
continud, atunci f(A) este compactd.
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Definitie oprietati

N Co
ntinui i i
Continuitate Proprietati ale functiilor continue

Proprietati ale functiilor continue

Teorema 2.17 (Weierstrass)

Dacs f : A C RK — RP este continud si A este o multime compacts, atunci f este
méarginitd pe A si Tsi atinge marginile: existi a, b € A, astfel incit sup f(x) = f(a) si

xEA
Xlgt;4 f(x) = f(b).
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