Seminar 9
1. Numere complexe

1) Dovediti identitatile operatiilor Re z, Im z, |z], Z :
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(1) Re z 2(z+z), mz = (z—7%2);

(i) z€R <= Im2z=0 <= 2z =7;
(i) Z=2,2+2' =Z L7, 22/ =Z2;

(iv) 22 = |2, |22| = |2] |2/];
(v) |z| =|-2l=1Z| sl |2| =0 <= z=0.
2) Ardtati cd |z + 2| + [z — Z[> =2 (|2]* + |2']%) .

6) Fie z,w € C, |w| <1, zw # 1, s = 1Z zw@ Atunci [s| < 1 daca si
numai daca |z| < 1.

7) Fie a,b € C distincte, de afixe A, respectiv B si r > 0 dat. Stabiliti
locul geometric al afixelor numerelor complexe z ce satisfac:

a)lz—a|=0;b) |z—a|=r;¢)|z—a| <r;d) [z —a|] <7;e) |z —a| >

Y0<|z—al<r;g)|z—al—|2—=b=0;h) |z—a|—|z—0b] =1;

)|z —al+|z=0b=mrj)r<|z—al <2r

8) Scrieti sub forma trigonometrica si exponentiald numerele 1, ¢, 1 — i,
—1+44, V3 —i, —14+14V/3, =1 —iV/3, sina+i (1 +cosa), a € R.

9) Calculati: a) z = (—1+ i\/g)ﬁo b)z=(-1-0)*;¢)z= (V3 - i)50;
d) S; =1+ cost+ cos2t+ ...+ cosnt, Sy =sint + sin 2t + ... + sinnt.




2. Functii monogene. Functii olomorfe.
Conditiile Cauchy- Riemann

1) Aratati cd functia f : C — C, f(z) = |z| nu este derivabild in nici un
punct din C.

2) Si se determine a, b, c,d € R, astfel incat functia f(2) = 2 + axy +
by? + i (cx?® + dry + y?), unde z = x + iy, si fie olomorfa pe C. S& se scrie
apoi f ca functie de z.

3) Si se determine punctele in care functia f (2) = 22 +22—-2>+22—7%
este monogena si sa se calculeze in acele puncte derivata sa.

4) Acelasi enunt, pentru functiile: a) f (z) = 22 — 227 + 2% + 32 + 32 + 3;
b) f(2)=22—22—2>—22+4+Z+4¢) f(2)=2—22+2—2.

5) Se di functia f(z) = (chy + Ashy)cosx + i (chy + ushy)sinzx, cu
A p € R.Sa se gaseasca A\ gi p astfel ca f sa fie olomorfa in tot planul
complex. Sa se scrie apoi f ca functie de z.

6) Sa se determine functia olomorfa f (z) = u (z,y)+iv (z,y), 2 = v+1iy,
stiind c& v (z,y) = In (2% + y?) + = — 2y, 2 # 0.

7) Acelagi enunt pentru functia v (z,y) = €” siny——; 3_ 5 bentru (z,y) #
z? +y

0si f(1) =e.

8) Determinati functiile olomorfe f (z) = u(x,y) + v (z,y), z = = + 1y,
cunoscand partea reald u (z,y) = 1 In (22 + 3?), z # 0.

9) Sa se determine a € R astfel incat functia olomorfa f = u + iv si
satisfaca relatiile de mai jos. Sa se afle apoi aceasta functie.

a) Re f (2) = u(z,y) = 2% + azy?, f(0) = 2i;

b) Im f (2) = v (z,y) =y + az?y, f (i) =i

¢) Re f(2) =u(z,y) = > sinay, f(7i/2) =1+ 1;

d) Im f(2) =v(z,y) = e cos2y, f(mi/4) =1.

10) S& se afle functiile olomorfe f(z) = u(x,y) + v (x,y), 2 = = + iy,
stiind ca u = p (22 4+ y?), unde ¢ este o functie de doud ori derivabila.

11) La fel pentru v = ¢ (y/x), = # 0, cu ¢ de doud ori derivabila.

12) Si se determine functia ¢ de clasi C?, astfel incat functia olomorfd
f = u + iv sa satisfaca relatia:

a) u(x,y) = ¢ (x* —y?); b) v(z,y) = ¢ (zy). Apoi si se giseascd [ in
fiecare caz in parte.

13) Determinati functia olomorfa f = u + v astfel incat g = v + iu sa fie
de asemenea olomorfa si f(1+1i) =1+1.




