Algebra Liniara & Geometrie - II : Test semestrial (1) A

A.1| Sa se ortogonalizeze (cu procedeul Gram-Schmidt) baza din R3

1 0 1
A:a = 0 , A2 = 1 , a3 = 1
-1 1

A.2| Dati fiind vectorii a=u+2v, b=u-3v, cu u=5, v=3, <{(uv) = /6, sa se

calculeze a + b, Projya, prya, siaria paralelogramului OADB construit pe vectorii a & b.




Algebra Liniara & Geometrie - II : Test semestrial (1) B

B.1| Sa se ortogonalizeze (cu procedeul Gram-Schmidt) baza din R?

2 3 1
A:a = 1 , A2 = 2 , a3 = -1
=3 -5 1

B.2| Dati fiind vectorii a=u-2v, b=u+3v, cu u=4, v=3, <(u,v)=n/3, sa se

calculeze a - b, Projya, prya, aria paralelogramului OADB construit pe vectorii a & b. si
. — — . —>

volumul tetraedrului OABM unde a = OA, b = OB si axb = OM.

Sugestie : Pentru calculul volumului tetraedrului se poate utiliza fie produsul mixt, fie
definitia produsului vectorial.




Algebra Liniara & Geometrie - II : Test semestrial (1) C

. Cy e a - v .
C.1| Se considera, in spatiul R*, vectorii

a1: ’a2:

-1 -5

Sa se determine (o bazd pentru) subspatiul U+ stiind ¢ U = L(a;,a;). Ortogonalitatea se
considerd in report cu produsul euclidean uzual din R*. Si se determine ||a;||, ||az||, d(a;,a2)
s1 Proja, a, stiind ca

(u,v)

v,v)

C.2| Dati fiind vectorii a =2m—-3n+p,b=m+n-2p, ¢c = m+n cuvectorii m,n,p
necoplanari, sd se verifice cd a,b,c sunt linear independenti si sd se exprime m in functie de
a,b,c.

Projyu =




Algebra Liniara & Geometrie - II : Test semestrial (1) D

D.1| Intr-un spatiu euclidean V oarecare, sd se demonstreze proprietatile :

(i) { uL W)

v, (w-u)
@) |l =Ml = @+v) L (u-v).
D.2| Sa se determine multimea vectorilor ortogonali pe vectorii a =i+ k, b = -i+2j+k.

Sa se gaseasca cei doi versori din aceastd multime. Sa se calculeze a <+ b, <{(a,b) si a xb.




Algebra Liniara & Geometrie - II : Test semestrial (1)

E.1l

a; =

-1

, A2 =

2

-1

Se considera, in spatiul R*, vectorii

Sa se determine (o baza pentru) subspatiul U+ stiind cd U = L(a1,a,).
Ortogonalitatea se considera in report cu produsul euclidean uzual din R*. Sa se

determine ||ai||, ||az||, d(ai,a2) si Proja, a; stiind ca

Projyu =

E.2

vy =—i+4j pe suma si diferenta lor. Sa se determine ||vi|, ||v2,
paralelogramului construit pe vectorii vy, V.

(u,v)
(v,v)

Sa se determine proiectiile — vectoriala si scalara — ale vectorilor v; = 2i—3j si

Vi +Vy sl aria




Algebra Liniara & Geometrie - II : Test semestrial (1) F

F.1| Se considera, in spatiul R*, vectorii
) 5 )

0 1 ] 0 ] 0 ] 0 -1 ] 0 0 ]
1 2
a= ;b1= ,.b2= ,b3= ,b4=
-1 2 2 1 1
1 -2 -1 0 -2

Sa se arate cd a L b; (i =1,4) si cd b; (i = 1,4) sunt liniar dependenti. Sa se determine o
relatie de liniard dependenta Intre acesti 4 vectori.

F.2| Sa se determine (valorile lui) A € R astfel incat volumul paralelipipedului construit pe

vectorii vi =2i—-3j+k, si vo =i+j—2Kk si v3 = ALi+2j sd fie = 5. Cu una din aceste
valori sa se determine si dublele produse vectoriale vi x (va x v3) si (Vi X V) X V3.




Algebra liniara & Geometrie - II: Test semestrial (2) |A

A.1| Sa se studieze pozitiile relative ale planelor

(p1): ax+y—-z-2=0,
(p2): x=3y+z+b=0,
(p3): cx+y+z-3=0

in functie de a,b,c € R. Pentru a =2 si b =c =1 sa se scrie ecuatia planului care trece
prin punctul comun al celor 3 plane si care este paralel cu planul

(po):x+2y—-2z=0.

A.2| Sa se scrie ecuatia planului (p) care contine cele doud perpendiculare din punctul
My(-3,1,4) pe planele

(p1):4x+2y-3z-12=0, (p2):x—-2y+z+10=0.

Sa se calculeze si (cosinusul) unghiul(ui) 6 dintre aceste doua plane.




Algebra liniara & Geometrie - II: Test semestrial (2)

B.2

Sa se scrie ecuatiile proiectiei ortogonale a dreptei

-4y+2z-5=0
(d):{x ez peplanul (p) : 2x+3y+z-5=0.

B.3

3x+y—z+2=0

Sa se determine punctele de intersectie ale parabolei (P) : y? — 8x = 0 cu dreapta

(d) : y = 2x + n care trece prin focarul F al lui (P).




Algebra liniara & Geometrie - II: Test semestrial (2) |C

C1

Sa se determine unghiul dintre planele

P1) :4x-5y+3z-1=0si(p2) :x—4y-3z-1=0.
Sa se gaseascd punctul in care dreapta lor comund intersecteaza planul (xOz). Sa se
determine planul din fasciculul cu axa (d) = (p1) N (p1), care trece prin originea O(0,0,0).

C2

Sa se scrie ecuatiile tangentelor la hiperbola (H) : 4x* —y?> —16 = 0 din punctul

M0(1’2)
Recomandare. Se va impune ca ecuatia de ordinul II care rezultd din ecuatia hiperbolei si

N Y

unde va (vor) rezulta una (sau doud) valori ale pantei m.




Raspunsuri - indicatii de rezolvare

Algebra vectoriald. Rezolvarea aplicatiilor |[A.2| , [B.2| , |C.2| se bazeazd pe

proprietatea de liniaritate a operatiilor de tip produs cu vectori. De exemplu, la prima dintre
cele trei aplicatii,

a‘b=@U+2v)-(u-3v)=u-u-3u:v+2ve-u—-6v-.v=

(folosind simetria produsului scalar si u - u = u? etc.)

=u’ —u-v-6v2 (1)

Folosind datele geometrice din enunt, relative la vectorii u & v, precum si definitia produsului
scalar (a doi vectori nebanali), se obtine u v = 153 /2 si, cu expresia din (1),

a-b=25-15/3/2-6-9=-29-15/3/2. (2)
Cele doua proiectii ortogonale ale vectorului a pe v se obtin din definitiile acestora:
} . 2v) v . v . .
Proj,a =&V =(“+ _U.vV+2v-.yv z(u V+2) '
] vev Y vev Y Vv v 2 v

Cu datele geometrice din enunt si cu valoarea lui u - v anterior gasita se obtine

Projva =( 125‘/3 +2>V =—Sﬁ6+ 12 V = prya= —5ﬁ2+24.

Aceastd valoare a proiectiei scalare s-a determinat pe baza legéturii intre cele doua proiectii,
Projya = (prya)v’.

Aria paralelogramului OADB construit pe vectorii a & b va fi egald, conform definitiei
produsului vectorial, cu |a x b| . Conform expresiilor din enunt ale vectorilor a,b in u,v
avem

axb=@U+2v)x(u-3v)=uxu—-3uxv+2vxu—-3vxyv. 3)

Avand in vedere proprietdtile de anulare ale produsului vectorial precum si antisimetria sa +
expresia lungimii lui u x v, din aceasta ecuatie (3) se obtine

75

axb=-5uxV)= Ogups =|axb| =5uxv| = 5-5-3-sin(7r/6)=7.

La aplicatia , independenta liniara a vectorilor a,b, ¢ se poate verifica fie cu definitia
din Algebra liniara (Cap. 1 din sem. I), fie folosind produsul mixt cu liniaritatea acestuia in

cele trei argumente. In prima variantd, se va scrie ecuatia care intervine in definitia
independentei / dependentei liniare, adica

Aa+ b +A3¢ =0 = (4)
=A12m-3n+p) +A2(m+n-2p) +A3(m+n) =0 =



=SQu+Al+Al)ym+ (B34 +A+A3)n+A1-24)p=0; %)

Intrucat m,n,p au fost presupusi necoplanari, deci liniar independenti, ecuatia (5) nu puate fi
verificatd decét pentru toti cei trei coeficienti (din paranteze) egali cu 0. Prin urmare, scalarii
A; (j = 1,3) trebuie sa verifice sistemul liniar omogen

2/114—/124—/13 = O,
-3 2,1 + A,z + A,3 = 0, . (6)
A—24; =0

Matricea sistemului (6) este

2 11
A= -3 11 cu det4 =10 # 0,
1 20

deci acest sistem admite numai solutia banala si — cu ecuatia (4) — rezulta independenta liniara
a vectorilor a,b,c.

A doua modalitate de a verifica aceastd proprietate utilizeaza produsul mixt

<a,b,c> = 2m-3n+p,m+n—-2p,m+n)
(7
Dezvoltarea produsului mixt din (7), pe baza liniaritatii sale (simultane) in cele 3 argumente, ar
conduce la un numar de 18 termeni, fiecare din ei fiind un produs mixt al vectorilor m,n,p,

cu posibilitatea repetarii unui factor si cu cei trei factori (m,n,p) Intr-o anumita ordine. Dar
proprietatile ~de anulare ale produsului mixt conduc la o  dezvoltare
cu numai 4 termeni nebanali, fiecare din produsele mixte nebanale (# 0) contindnd factori

diferiti, deci pe toti cei trei vectori m,n,p Intr-o anumitd ordine. Asadar se obtine

<a,b,c> =2m,-2p,n)+(3n,2p,m)+(p,n,m)+(p, m,n) =
= _4<ma p7n>+6<n9 pam>+<panam>+<paman>' (8)
Tinand seama de comportarea unui produs mixt la permutari sau inversari de factori, ultima
expresie a lui <a, b, ¢> din (8) devine
<a,b,e>=@4+6-1+1)(m,n,p)=10(m,n,p). 9)

Intrucat vectorii m,n,p sunt necoplanari, deci (m,n,p)# 0 = <a,b,c> #0 = a,b,c
sunt linear independenti.

In fine, exprimarea liniard a lui m in functie de a, b, ¢ revine la o ecuatie de forma
m=caa+ b +yc. (10)

Inlocuind vectorii a,b, ¢ cu expresiile lor in functie de m,n,p (exact ca in (7)), se obtine din
(10) ecuatia vectoriala

m=a(Cm-3n+p)+f(m+n-2p)+y(m+n)
< RQa-1+p+yym+(Ba+p+y)n+(@-2)p = 0. (11)



Avand din nou in vedere liniara independentd a vectorilor m, n,p, ecuatia vectoriala (11)
conduce la sistemul liniar

2a+B+y =1,
-3a+B+y = 0, . (12)
a—-2p = 0.
S-a obtinut un sistem liniar neomogen care poate fi usor rezolvat pe matricea sa largita
1 |1
I 10 (-] =5 00 | -1 -
0 |0

A= =3

1
1
2
1 00 | 15 100 | 15 1 00 | 2/10
020 | -1/5 |- 010 | 110 |~] 010 | 1/10
01 1 001 |

S

0 11 | 3/5

Asadar, expresia ceruta va fi
m=1—10(2a +b+5¢).. (13)
Verificare. Desi nu s-a cerut verificarea expresiei liniare (13), aceasta este oportuna. Utilizand
expresiile vectorilor a,b, ¢ functie de m,n,p (cain (7)), se obtine
1—10[2(2m—3n+p)+ (m+n-2p)+5(m+n)] = %0(10m+0n+0p) ~m;
deci expresia gasita n (13) este cea corecta.

Aplicatii cu vectori exprimati in reperul standard |: ij k:|

D.2| Versorii din multimea (subspatiul) U+ L U = L(a,b) se pot obtine fie considerdnd un

vector oarecare u = ai + f3j +yksi determinand cele trei coordonate din conditiile (i)
u-a=0,u-b =0 si(ii)|u|] = 1. O modalitate mai simpla consta in determinarea produsului
vectorial a x b = v si determinarea versorului lui v, v° = u. Evident, opusul lui u va fi cel de

al doilea versor cerut in enuntul acestui exercitiu. Cu expresia produsului vectorial (sub forma
de determinant simbolic) avem

i jk
axb=l 1 0 1|=-2i-2j+2k==2(+j-k=v = 1)
-1 21



= |v| =2J3. (2)
Din (1) si (2) + observatia anterioara se gasesc cei doi versori,

o 1 . A 1 /. . . 1 . .
u=VvV = —— —21—2 +2k = ——(1+ —k 11U = ——(1+ —k .
25( i ) ﬁ( i—-kKs ﬁ( i—k)

Produsul scalar se obtine din expresia sa analitica,
ab=(>Gl+k)-(-i+2j+k)=-1+1=0;

—_—
asadar, cei doi vectori sunt ortogonali si — deci — (a,b) = n/2. Produsul vectorial a x b a fost
gasit in (1).

F.2| Volumul cerut este egal cu valoarea absolutd a produsului mixt ale celor 3 vectori.

2 -3 1
(vi,v2,v3) = 2i-3j+k,i+j-2k,Ai+2j)=1 1 =2 [ =51+10. 3)
A 20
(3) = Voliommm;) = |5A+10]. 4)
Conditia din enunt + (4) conduce la ecuatia
S5A+10 =5 A= -1
5A+10] =5 = - : . (5)
-5A-10 = 5 Ay = 3
Se observa din expresia (4) a volumului ca ambele valori din (5) sunt acceptabile. Daca se
alege prima dintre ele, al treilea vector devine v3; = —i+2j. Pentru calculul celor doua

produse dublu vectoriale, formulele bazate pe determinanti simbolici de ordinul 2 (cu vectorii
din paranteza pe una dintre linii) sunt cele mai convenabile. Ele necesita calculul a trei produse
scalare,

Vievy=-3, Vi+v3=-8, vaev3=1; (6)
\4 v V) Vv
Vi X (V2 XV3) = ’ ’ =| 7 | =3vi-8vy=..=-11i-2j+16k
Vi*V2 V] *V3 -3 -8
Vi *V3 V2 V3 -8 1 . .
(Vi X Vv2) X V3 = = =-8vy—v; = ..=-10i-5j+ 15k
Vi \/] Vi V2




Geometrie analitica - plane si drepte

A.2| Planul (p) contine punctul My(-3,1,4), aceasta fiind una din cele doua conditii

geometrice care interveneau in primul caz — — la deducerea ecuatiei unui plan in spatiu.

Mai trebuie gasitd o directie normala la (ortogonald pe) planul (p). Ecuatiile celor doua plane
ofera directiile respectiv normale la aceste plane :

(p1):4x+2y-3z—-12=0 = n;(4,2,-3), 0
(p2) :x—=2y+z+10=0. = ny(1,-2,1)

Cei doi vectori normali din (1) sunt chiar vectori directori ai perpendicularelor din enunt.
Acestea trebuind sa fie continute in planul cdutat, produsul vectorial al directiilor normale din
(1) va fi ortogonal pe planul (p) :

i j k
nixn =4 2 -3 |= -4i-7j-10k=-(4i+7j +10k). (2)
1 -2 1

Se poate adopta n =4i+7j + 10k L (p) si, cu punctul M((-3,1,4) dat, ajungem la ecuatia
cautata :

(p) : 4x+3)+7(y-1D+10(z-4) =0 =
= |(p):4x+2y-3z-12=0. 3)

Unghiul 6 dintre planele .(p1) & (p2) este egal cu unghiul dintre doua directii normale la
aceste plane, de exemplu cele care apar in (1) :

_ T 3 _m,np _4-4-3 _ -3 _
0 = (n;,n,) = cosf = n1n22 “ w6 i =-0.2274 =
0 ~ n — arccos(0.2274).

Nota si extensie a aplicatiei. Se poate observa ca deducerea ecuatiei planului (p) din enunt

se Incadreaza si in cazul din Sectiunea 2.1 a cursului: cele doud directii vy, v, paralele cu
planul (p) sunt exact vectorii n;,n, din (1). Asadar, ecuatia (3) a planului se paote regasi cu

formula care a fost prezentata in cazul |2 | din curs,

x+3 y-1 z-4
(p) : 4 2 -3 =0 = ... ... ... = .. .. (3.
1 -2 1
Cititorul (eventual) interesat va putea verifica implicatia de mai sus.

Extensia aplicatiei priveste ecuatiile dreptei in spatiu. In configuratia geometricd din
enunt, se poate cere determinarea ecuatiilor dreptelor perpendiculare din punctul M, pe



planele .(p1) & (p2), drepte pe care le putem nota .(d1) & (d2). Directiile lor fiind exact
vi =n; & vz =n, (conform discutier de mai sus), cele doud perechi de ecuatii se obtin

imediat conform cu cazul | 1 | din Sectiunea 2.2 — Dreapta in spatiu — a cursului:

Cx+3 _ y-1 -4
(dl) 4 - p) - _3 s (4)

ox+3 _y-1 -4
(d») : C T, T 5)

B.2| Ecuatiile proiectiei ortogonale a dreptei

(d):{x4y+225=0 ©

3x+y—z+2=0

peplanul (p) : 2x+3y+z-5=0 (7

se pot obtine, cel mai simplu, determinand ecuatia unui al doilea plan, care poate fi notat (p=)
si care este definit prin conditiile

@ = ().
(" : ®)
! { (P L (p).

Prima conditia din (8) conduce - in mod firesc - la necesitatea de a gasi planul (p*) ca fiind
unul din planele fasciculului de plane cu axa (d), care are ecuatia generald (obtinutd din (6))

Fay:x=4y+2z-54+A3x+y-z+2)=0 <=
= (p)):BA+DHx+ A-4)y+2-A)z+2A-5=0. )
9 = mGBA+1L,A-4,2-1) L (pr). (10)

Intrucat planul (p;) cu normala din (10) trebuie si fie ortogonal pe planul (p) din enunt, avand
vectorul normal n(2,3,1), se ajunge la ecuatia

2B3A+1H)+3A-4)+2-1=0 = 81-8=0 = A=1. (11)
Valoarea din (11) introdusa in ecuatia (9) conduce la ecuatia planului ortogonal din (8) :
(pt) :4x-3y+z-3=0. (12)

Ecuatiile (7) si (12) sunt tocmai ecuatiile proiectiei ortogonale din enunt :

{ 2x+3y+z-5=0,

Proj = (d) :
i (d) = (d) Ax—3y+z-3=0

not

Cei interesati sunt invitati si schiteze configuratia geometrica formata din (p), (d), (pt) si

@").




