5. Continuitatea functiilor reale
Succinte preliminarii teoretice (+ exemple)

O functie cu valori reale, definita pe o submultime din R,

f:D—R
Nl (5.1
R

este continua in punctul x, € DN accD daca ea admite limita in acest punct iar limita
coincide cu valoarea functiei in x,. Formal,

x,€ D, (f) &= [Fl=1m f(x) & { = f(x,).] (5.2)
x*xo
Evident, atat punctul de acumulare cat si limita din (5.2) nu pot fi decat elemente din R,
adica finite.

Aceasta continuitate definita intr-un punct se numeste — in mod firesc — o
continuitate punctuala. Se mai spune ca este o proprietate locala. Dar ea poate fi verificata
pe un intreg interval, pe o reuniune de intervale sau pe intreg domeniul de definitie al
functiei ; astfel, ea poate fi conceputa si ca o proprietate globala.

In sectiunea precedenti a fost prezentati caracterizarea limitei unei functii in
limbajul vecinatatilor — a se vedea (4.19). Avand in vedere definitia (5.2), si continuitatea
in x, € D NaccD poate fi astfel formulata :

f estecontinudin x, € DNaccD <=
def

= [V V,,,)AU)(VxeD)xe U, = f(x)eV, ] (5.3)

Inainte de a oferi citeva comentarii, sa observam ca proprietatea din (5.3) se poate scrie
mai simplu folosind o notatie “globala” pentru multimea valorilor functiei pe o vecinatate,
in particular pe o intreaga submultime sau interval din domeniul sau de definitie.

f este continuain x, € D NaccD

]I (5.4)

(Y Vo) B U,) F(U,NDY< V.
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Cu alte cuvinte, oricarei vecinatati V a valorii functiei f(x,) ii corespunde o vecinatate U
a punctului x; € D NaccD astfel incat imediat ce argumentul x al functiei intra in U
valorile functiei intra in V. In aceasta interpretare mai descriptiva (si mai intuitiva) nu am
mai indexat vecinatatile cu elementele respective. Sa mai observam ca prin “oricare
vecinatate V a valorii functiei” se intelege o vecinatate oricat de mica, in timp ce U vafio
vecinatate suficient de mica in jurul punctului x, .

Comentarii. In caracterizarea din (5.3) - (5.4), ca si in cazul caracterizarii limitei din
Sectiunea 4, vecinatatea lui x, € D Nacc D depinde de vecinatatea valorii functiei f(x,),
insa aceasta dependenta este mai greu de evidentiat. Ea va deveni explicita imediat ce vom
reformula carcaterizarea (5.3) - (5.4) cu vecinatati fundamentale, tinind seama de pozitia
elementelor

x,€R & 0= f(x,) € R. (5.5)

Asadar, din toate cele 9 cazuri posibile in caracterizarea limitei, doar cazul (2,2) din Tabelul
4.1 - pag. 45 este posibil in caracterizarea continuitatii punctuale. Cu alte cuvinte, vom
putea utiliza caracterizareaa in “limbaj & > 6(¢)” din (4.20).

Functia f din (5.1) este continua in punctul x, € D N acc D daca si numai daca (prin def.)

lim f(x) = f(x,)

>
X xo

I (5.6)

(Ve>0)(Fd(e) =8>0) xe (x,-8,x,+8) = f(x) e (f(x,) - &,f(xy) +¢).

Sa mai observam ca apartenentele la vecinatatile simetrice din aceasta caracterizare se
pot scrie cu ajutorul valorilor absolute. Asadar, f este continua in punctul x, € D Nacc D
daca si numai daca

(Ve>0)(Fd(e)=06>0) [x-x,] <8 = |f(x) - f(x,)] <e. (5.6")

Constatam ca din vecinatatea punctului x, nu se mai elimina acest punct, ca in cazul
limitei. Exista un motiv oarecum tehnic dar si unul de principiu, in acest sens. Pe de o parte,
functia este definiti in x, asaincat f(x)) € (f(x,) - €, f(x,) + €) In mod banal, valoarea
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respectiva fiind chiar centrul vecinatatii. Pe de alta parte, daca s-ar elimina punctul x, din
vecinatatea sa de raza 0 ar putea interveni situatii in care functia are limita dar este
discontinua in x, iar prin eliminarea acestui punct s-ar deduce ca functia ar fi continua.

E 5.1 Cel mai simplu exemplu este cel al unei functii de forma
x? pentru x € R*,
fy =17 ° (5.7)
1 pentru x =0.

Evident, functia din (5.7) are limita 0 in origine insa valoarea ei in acest punct este = 1.
Pentru x€ (-6,+8)\ {0} cu 8 =y/&¢ avem f(x) =x2€ (-¢,¢) in timp ce acesti
apartenenti nu se mai verifica pentru x € (- e, +4/€)\{0} din cauza valorii1 a functiei
in origine ; intr-adevar, este suficient sa alegem un & particular, de exemplu
e=ls6=-ye=Lcuoe (—%,%) insi £(0)=1¢ (—i,%).

1 1
4 2

Ll
Continuitatea unei functii intr-un punct din domeniul sau de definitie (care sa fie si
punct de acumulare) se poate verifica determinand limita in acel punct si comparand-o cu
valoarea functiei. In cazul negativ, adica spre a demonstra ca functia nu este continui in
punctul x,, se pot determina limitele laterale : daca ele sunt diferite va rezulta ca limita in
punct nu exista, deci functia nu poate fi continui. In alte cazuri, se poate utiliza
caracterizarea limitei, implicit a continuitatii, prin siruri. A se vedea exemplul @ dela pag.
48, din sectiunea precedenta. Dar putem considera ambele functii de acest tip, in exemplul
ce urmeaza.

) sinl pentru x € R,
E 5.2 @) f(x) = x (5.8)

a pentru x =0 ;

. cosl pentru x € R*,
(i) g(x) = x (5.9)
b pentru x = 0.

Am demonstrat cu exemplul citat din Sectiunea 4 - LIMITE ca functia ce intervine in
(5.9) nu admite limita in origine. In acest exemplu ea a fost prelungita dandui-se valoarea
b in origine, ca sa se poata pune problema continuitatii. Indiferent cine ar fi acest
b € R, limita in origine nu exista si deci functia nu este continua ; pentru a fi si mai
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concludenta aceasta afirmatie, se poatealegeun b € R cu |b| > 1 si functie care oscileaza
in intervalul [-1,1] nu va putea avea o limita egala cu un astfel de b . Cititorul este
invitat sa verifice non-continuitatea functiei din (5.8). O

Caracterizarea din (5.6") este comoda si poate fi usor folosita pentru demonstrarea
continuitatii unor functii elementare, cum sunt cele trigonometrice de exemplu.

E 5.3 Functiile f(x) = cosx & g(x) = sinx sunt continue in orice x, € R. Scriem
X -X, | X +tXx,
| f(x) - f(x4)| = |cosx - cosx,| =|-2sin 5 sin 5 = (5.10)
X -x X +x X -x X -x
= 2|sin %1-|sin 0| < 2|sin o< 0 =|x - x,| <e.
2 2 2

Rezulta din majorarile care au condus la ultima inegalitate din (5.10) ca s-a verificat
caracterizarea din (5.6') cu 6(e) = €. Pe parcurs s-a folosit si cunoscuta inegalitate
(WVa€eR) |sina| < |a]. (5.11)

Exercitiu: Sa se verifice (similar) continuitatea lui g(x) = sinx inorice x, € R.
[

O functie care admite limite laterale dar acestea nu sunt egale poate fi continua
(uni)lateral : 1a stanga sau la dreapta.

E 5.4 Fie functia

X sinl pentru x <0,

f(x) = X (5.11)
1 -x?% pentru x> 0.
Functia are limite laterale in origine.

lim f(x) = lim (1 -x2) =1 = f(0") = £(0),
x%0 x%0 not

in timp ce limita la stanga este f(07) = 0 ; cititorul va putea verifica aceasta afirmatie cu
“proprietatea cleste” folosind, de exemplu, inegalitatea evidenta x <0 = |f(x)| < | x]|.
Asadar, functia este continua numai la dreapta. O

Ceiinteresati vor putea formula astfel de exemple consultand aplicatii cu limite laterale
din sectiunea precedenta, LIMITE.
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Proprietati ale functiilor continue.

O serie de proprietati ale functiilor continue provin din proprietatile corespunzatoare ale
functiilor : este cazul continuitatii punctuale. Altele sunt specifice, in special in cazul
continuitatii globale / pe intervale. Un prim set de proprietati se refera la operatii cu functii
continue.

PFC.1| Daca f,g: D—- R suntcontinuein x,e D atunci

fre.fg. fé (3V,)8(V,)#0). f*. af +Pg

si alte functii obtinte prin operatii cu cele doua sunt de asemenea continue in x,€ D.
Evident, toate aceste proprietati se extind (daca este cazul) de la puncte la intervale sau la
intreg domeniul (comun) de definitie.

Continuitatea se transmite si prin compunerea functiilor, dar este necesara atentie la
compunerea prin punctele unor vecinatati specifice.

PFC .2 | Daca f: D,— R sig: D,— R sunt continuein x, € Dfﬂ acc D, respectiv

in y, € D, N acc D, cu y, = f(x,) atunci h = gof este continua in x,.
Daca y, = f(x,) rezulta prin definirea functiilor compuse ca

h(xy) = (g°h)(xy) o glf(xy] = g(yy)- (5.12)

Conform cu caracterizarile (5.6) - (5.6"),

x, €D, . (f) =
(Ve>0)(F0(e)=08>0) |x-x,] <d = |f(x)- f(x,)]| <e; (5.13)
Yo = f(x) € Doy (8) =
(Vn>0)(Fe(n) =e>0) |y-y,l <e=[g(¥)-8(y)l <n. (514
Combinand caracterizarile din (5.13) & (5.14) obtinem
(Vn>0)(28(n)=8(e(n) =8>0) |x-x,| <5 =
= [ f(®) - f(x)] =1y -yl <e = (5.15)
= [8(¥) - 8(¥o)| = [(8°f)(x) - (8°f) ()| = [h(x) -~k (x,)] <m.

Evident, in acest lant de implicatii si inegalitati a intervenit si definitia functiei compuse din
(5.12). [ ]

65



PFC .3 | Marginirea locala a functiilor punctual continue.

Asa cum am mentionat, continuitatea intr-un punct este o proprietate locala a unei functii.
Implicit, anumite consecinte ale acestei continuitati vor fi tot proprietiatilocale. Una din ele
este tocmai marginirea locala. O functie f: D — R este local marginita in punctul
x, € D NaccD daci existd douda numerereale m, M e R (m < M)

(3 Uxo) (VxeD)xe U, = ms f(x) < M. (5.16)

Cele doua bariere m, M € R care intervin ]n (5.16) depind in mod firesc de natura (sau
expresia analitica a) functiei f side dimensiunea vecinatatii U, : o vecinatate maimica va
conduce (in general) la bariere mai apropiate. In aplicatii concrete se poate alege o raza
convenabila a vecinatatii Ux0 din (5.16), &,> 0 astfel incat

(VxeD)xe (xy-8,,x,+0,) = f(x)€e[m,M]. (5.17)

Aceste proprietati de marginire locala din (5.16) - (5.17) rezulta imediat din caracterizarile
(5.6)- (5.6, eventual alegdndun e, > 0 convenabil care-1va determinasipe 6, > 0 astfel
incat

(3 g, > 0) (3 6(30) = 60 >0) |x - x0| < 60 = f(x)e€ (f(xo) - so,f(xo) + 80).

Extremitatile vecinatatii lui f(x,) care intervine mai sus pot fi chiar barierele din (5.17).

E 5.4 | Sase arate ca functia

frR—>R, f(x) =2(x - 1)° (5.18)

este local marginita in jurul punctului x, = 3.

Putem alege, de exemplu, &, = 2 si vom obtine
|x —x,| <8, = [x-3|<2 &= 1<x<5=0<x-1<4>
=5 0<(x-1)2<16 = 0<2(x - 1)2= f(x) <32.
Deci, barierele din (5.16) pot fi, in acest caz, m =0 & M = 32. Evident, functia nu este si

global marginita — adica marginita pe intregul ei domeniu de definitie D = R — intrucat
lim f(x) = +eo. Il

x—> %o

Exista functii care nu sunt (local) marginite in nicio vecinatate a unui anumit punct.
Exemplul ce urmeaza ilustreaza o astfel de situatie.
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ES5.5 Fie functia

—— pentrux # 1,
f110,21 =R, f(x) =) (x - 1)? (5.19)
2 pentrux = 1.

In orice vecinatate V,=(1-38,1 +d) functia este nemarginita. Intr-adevar,

1

(V6>0) [x-1|<d = (x-1)2<82 = f(x)=———
(x - 1)°

>82=0a(8). (5.20)

De fapt, avand in vedere caracterizarile limitelor infinite din Sectiunea 4, ar trebui de
aratat ca orice vecinatate a elementului + contine valori ale functiei in puncte dintr-o
vecinatate V,=(1-98,1+9):

Va>0)Fx,e(1-5,1+9d)) f(x,)>«. (5.21)
Insa
1 2 1
fx)=—>0 &= (x-1)'<—-
(x - 1)? o
e |x-1|<1/{fa = xe(1-1//a,l -1//a). (5.22)
Deci orice argument precum cele din vecinatatea simetrica ce intervine in (5.22) este un
x, cacel din (5.21). O

Functii uniform continue.

O functie f: D — R este uniform continua pe domeniul D sau pe un subdomeniu
D, c D daca pentru orice x,,x, € D, c D areloc implicatia

(Ve>0)(T8(e,D)=8>0) |x, - x,| <& = [f(x,) - f(x,)] <e. | (5.23)

Intuitiv, caracterizarea cu vecinatati fundamentale din (5.23) a uniformei continuitati
afirma ca doua valori ale functiei in punctele x, , x, € D, c D sunt oricat de apropiate daca
punctele respective sunt suficient de apropiate. Raza d(e, D) depinde, in general, si de
domeniul D pe care se studiaza aceasta proprietate (asa cum se va vedea si din exemple).

E 5.6 Sa se arate ci f(x) = x 2 este uniform continui pe D = [a,b] c R.

Scriem inegalitatea din (5.23) pentru functia putere patratica si pentru doua
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puncte x , x, € [a, b]. Dar, inainte de acesta, sa observam ca

as<x ,x,<b= 0<|x,| <max{|al,|b|} = M pentru i =1,2. (5.24)

not
2 2
(Ve>0)[f(x) - f(x))] <& & [x - x| <e &
== |x; - x| |x x| <e; (5.25)

tinand seama de o inegalitate care implica valorile absolute a doua numere reale si de
majorarea din (5.24) obtinem

A

a<x ,x,<b= 0<|x/|,|x,| <M }=> |x, +x,| <2M. (5.26)

A

|x1+x2| < |x1|+|x2|

In fine, rezulta din (5.25) & (5.26) ca

€

— =
2M

(V & >0)(3 8(e,D) =5 > 0) 6=ﬁ: |x, - x,| <& =

2 2 €
= [f(x)) - f(x,)| = Jx; - x5 | =[x, - x| +x2|<m2M=s. (5.27)

Asadar, s-a verificat uniforma continuitate a functiei f(x) = x? pe un interval marginit de
numere reale. Apartenenta celor doua puncte la intervalul [a, b] a fost esentiala pentru
verificarea caracterizarii din (5.27), pentru care majorarea din (5.24) a intervenit in mod
esential.

Sa mai aratim ci aceeasi functie f(x) = x? nu mai este uniform continui pe intreaga
axareala . Pentru aceasta vom verifica faptul ca functia satisface contrariul caracterizarii din
(5.23) sianume :

(3e,>0)(vVd>0)(Fx;,x,eR) |x,-x,| <0 insd |f(x,)-f(x,)] 2¢,. (528)

~ €6

In aceastd “anti-caracterizare” din (5.28) cele doui argumente x, , X, depind in mod natural
de 6 > 0 intrucat ele sunt obiectul cuantificatorului existential 3 care urmeaza dupa cel
universal V ; insa aceasta dependenta nu este esentiala. Cele doua puncte trebuie sa fie
oricat de apropiate si le vom alege de forma

1 1 . 1
X =n & x,=n = |x —x,| =;<6 pentru orice >0 & n>g.

Evaluand diferenta care intervine in (5.25) sau (5.27), cu factorizarea respectiva, avem
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2 2 1
[f(x) = fx)] = g =2y | = oy x|y + 3w, =2+ —. (5.29)
n

Urmeaza din evaluarea (5.29) ca, pentru naturalul » suficient de mare,

1
F) - flxy)] =2+ - >2=¢,
n
Asadar functia de gradul 2, desi continua pe toata axa reala, nu este si uniform continua.
Proprietatea de uniforma continuitate a aparut in momentul in care am “amputat” ramurile

spre + ale parabolei de ecuatie y = x2.

[]
E 5.7 | Sasearateca f(x) = arctgx este uniform continua peintervalul [0, +).
Se poate folosi identitatea
arctg o, — arctg P = arctg > i ; (5.30)
1+af
(5.30) = |f(x1) - f(x2)| = |y1 - y2| = |aICtgx1 - arCtgx2| = (5.31)
X, - Xx X, - X
= |arctg LR %~ %l < |x; - x,| (5.32)
1+xx, |1+ xx,]

\%

intrucat |1 +x,x,| > 1 peintervalul considerat in enunt. Asadar, caracterizareadin (5.23)
se verifica pentru 6 = d(e, D) = ¢.

PFC .4 | Este casi evidenta proprietatea:

Orice functie uniform continua pe un domeniu / interval este si punctual continua pe acesta.
Verificarea ramane ca exercitiu.

Aplicatii cu functii continue - I

FC-A .1 Sa se determine valorile constantei reale a astfel incat functiile de mai jos sa
fie continue.

3|al-x pentru x <1,
@D f:R—R, f(x)-= Jaz

Tx2+ocx+1 pentrux > 1.
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2tgx-a1rctgl pentru x € [-1,0)
x

G) g:[-1,+=)—>R, g(x) = . pentra x = 0,

2—(\/1+x—1)/x2e" pentrll x e (0’ +°°).

Sa se studieze continuitatea functiilor :

-x2+x pentrux <0,

@) f:R—R, f(x)-=

xsinl pentrux > 0 ;

x
.1 T
tgx+sin— pentru - —<x<0,
x 2
(iv) g:(—§,+oo)—>]R, g(x) =9 0 pentru x =0,
e 1% cos 1 pentrux > 0;
x
e*+x -1 pentrux < 1,
(v) h:R— R, h(x) = 1
x* 1 pentrux>1;
S X pentrux <0,

) k:R—R, k(x)=1 |x]|
1 pentrux=>0.
Sa se determine parametrii a, b € R astfel incat functia

x?-x+1 pentrux<O0,

(vil) f:(—°°,11:/2]—>]R,f(x)={

asinx + bcosx pentrux > 0

sa fie continua pe domeniul sau de definitie.
Sugestii pentru rezolvari, raspunsuri.

(1) Se calculeaza limitele laterale in 1 si se impune egalitatea lor ; atentie la ecuatia cu

valori absolute care rezulta. Se vor obtine doua valori posibile pentru parametru:
«=2/5Va=-2/7.
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(i1) Ambele limite laterale in origine sunt nule (a se verifica).

(i17) Functia este continua (si) in origine ; pentru limita la dreapta se poate folosi
“proprietatea cleste” - verificare.

(iv) g(07) = g(0) = g(07) ; aseverifica limitele laterale in origine. De asemenea, sa se
studieze limitele functiei in capetele intervalului pe care este ea definita.

(v) Limita la stanga in 1 (care se poate nota) i(1 - 0) este banala. Pentru limita la
dreapta se poate rescrie exponentiala prin ridicare la exponent (de baza e) sau, mai simplu,
sepoatenota x -1 =u sisevaajungelalimita elementara / fundamentala (4.32) din LFE-
5, Sectiunea 4 - LIMITE.

(vi) Sa se justifice discontinuitatea functiei k in origine.

(vii) Limita la stanga in 0 este banala ; impunand conditia de continuitate se va putea
determina doar unul dintre parametri. Sa se determine si celalalt parametru din conditia ca
lim f(x) = 2.

x” /2

FC-A .2 | Saseverifice uniforma continuitate a functiilor de mai jos, pe domeniul indicat.

(D)  f(x) =x%*-=x +3 peintervalul [-2,2];
(i)  f(x) =sinx  petoatda axareala;
(@ii)  f(x) =cosx  petoata axareala;
(iv)  f(x) =tgx peintervalul [-m/4,n/4]; este f uc.pe (-w/2,m/2)?

v  fx) = % nu este u.c. pe R dar este u.c. pe [a, +<), a>0.
x

Sugestii pentru rezolvari, raspunsuri.

(1) Functia este u.c. pe intervalul indicat. Se pot nota cele doua argumente cu x', x" si
se va proceda ca pentru functia x2din | E 5.6 | ; factorul care multiplica diferenta (in
valoare absoluta) se va majora cu inegalitatea pentru valoarea absoluta a unei sume. Se va
determina 6(e, D).

(i) & (iii) Se vor transforma in produse diferentele sinx' - sinx", analog pentru
cosinus. Sevafolosiapoio bine-cunoscuta inegalitate pentru | sin o | . A sedetalia calculele.
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(iv) Si pentru aceasta functie se poate utiliza o formula din trigonometrie pentru
tg o - tg P (exprimata in sin & cos), apoi se va minora numitorul {indnd seama de variatia
functiei cosinus in intervalul indicat si se va obtine usor un 6(e, D) care intervine in
caracterizarea uniformei continuitati din (5.23).

Pe intervalul extins (- /2, n/2) functia nuva fi u.c. din cauza celor doua ramuri
spre -, +cale functiei tgx1in vecinatatile respective (si laterale) ale extremitatilor
intervalului. Se vor cauta doua siruri adecvate, cu termeni oricat de apropiati, care converg
catre /2 (x',x" -~ m/2) pecare diferenta absoluta a valorilor functiei nu scade sub un

g,> 0.

(v) f(x) =1/x? nueste u.c. pe R din cauza celor doua ramuri ale (graficului) functiei
catre +, din stidnga si dreapta asimptotei verticale. Pentru a demonstra neuniforma
continuitate a functieiin orice vecinatate a originii sugeram, de exemplu, utilizareasirurilor
1/n, x" =2/n care converg din dreapta spre 0 . Se va evalua diferenta (absoluta) a

L
X n
valorilor functiei pe cele doua siruri si se va minora cu un ¢, > 0 adecvat.

Functia devine u.c. imediat ce se elimina o vecinatate a originii (in care functia este

nemarginita), de exemplu prin restrictia la intervalul [a, +~), a > 0. Diferenta

| f(x) - f(x")]

se va factoriza ca diferenta absoluta a argumentelor multiplicata cu o suma de fractii
pozitive, iar fiecare dintre acestea se va putea majora pe intervalul indicat. A se detalia
calculele siasegasi 6(e,D).

Alte proprietiti locale ale functiilor (local) continue

PFC .5 | Pastrarea semnului intr-o vecinatate alui x,:daca f(x,)> 0| <0 atunciexista
o vecinatate Ux0 astfel incat

(VerxoﬂD)f(x)>O|<0 ¢=>f(UxoﬂD)>0|<O. (5.33)

not

Proprietatea rezulta imediat din caracterizarea (5.6'), pentru o raza a vecinatatii lui
f(x,)> 0| <0 aleasa adecvat, de exemplu

f(x) >0 =g, = f(x,)/2,

f(x)) <0 =g, =|f(x,)]/2; (5.34)

in ambele cazuridin (5.34) exista o vecinatate Uxo =(x,-6,,%x,-8,) cud, = 6(e,),pentru
care se verifica proprietatea din (5.33). Intr-adevar, in cazul valorii pozitive
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(5.6") & 0<|x-x,| <8, =
f(%,) f(%,)

USIYNNY < f(x)<3

= 1£() - flx)| <= . .

E 5.8 | Pentrufunctia f(x) =sinx, f(n/2)=1>0sicu g, =1/2 gasim 6, = /6
astfel incat

[0<|x-m/2|<m/6 &= x € (n/3,2n/3)\{n/2}] = f(x) =sinx € (1/2,1)>0.

Proprietati globale ale functiilor continue

Functii lipschitziene ; proprietatea lui Darboux.

Ofunctie f: D — R estelipschitziana peintervalul I < D daca exista o constanta pozitiva
L > 0 astfel incat

(Vxp,x,€1) | fGe) - f(x) | < L|x, - x,]. (5.35)

In unele manuale constanta lui Lipschitz L se noteazi cu A, dar notatia nu este esentiala.
Functiile lipschitziene au proprietati remarcabile si sunt implicate in teoremele de existenta
a solutiilor pentru ecuatii si sisteme diferentiale, cu numeroase aplicatii practice. Aceasta
proprietate se defineste si in spatii mai generale decat R, cum sunt spatiile metrice.

O proprietate imediata a functiilor lipschitziene este formulatd in rezultatul ce
urmeaza.

Teorema 5.1. Orice functie f: D— R, lipschitziana pe intervalul I < D, este
uniform continua pe acest interval.

Proprietatea rezulta imediat tinand seama de definitia din (5.33) si de caracterizarea U-
continuitatii din (5.23). Intr-adevar, (5.33) = (5.23) intrucat

(Ve>0)(Td(e,1)=6>0)8=—: [x, - x,]<d===

~| e

£
L

e
= 1f(x) - f(x)] < Lix, - x| <LE =e.
(5.33) L
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Inainte de a oferi exemple concrete de functii lipschitziene, sa observam ci in toate
exemplele din aceasta sectiune in care se ilustra proprietatea de uniforma continuitate pe
un anumit subdomeniu (sau interval), sau se cerea verificarea acestei proprietati intervenea
— la un moment dat — o majorare a variatiei absolute a functiei |f(x,) - f(x,)| sau

| f(x") = f(x")]| cu o constanta care multiplica variatia absoluta a argumentului. Aceasta
era tocmai o constanta a lui Lipschitz.

Asadar, ar fi normal sa se utilizeze notatia L = L (f,1): in fiecare caz in care se verifica
proprietatea lui Lipschitz pentru o anumita functie f, pe un interval dat I, constanta lui Lipschitz
depinde atat de functie cat si de interval. Urmeaza cateva exemple.

ES5.9 f:R,—R, f(x)= Vx este lipschitziana pe intervalul = [1, + ).
Intr-adevar,

|x, - x, |
(¥ x,,x,€ [0,4]) | f(x) - f(x)] = [{* -%, | ﬁ
_Lﬂ=%|xl—x2|. (5.36)

Asadar, functia din enunt este lipschitziani cu L = 1/2. In majorarea de mai sus a
intervenit in mod esential pozitia celor doua argumente in intervalul din enunt. Evident,
functia este uniform continua cu 6(e,/) =2 = 1/L in caracterizarea (5.23).

P.D. Ofunctie f: D -> R are proprietatea lui Darbouxpeintervalul I ¢ D dacapentru
orice doud puncte x,, x,€ I (x,< x,) siorice numirreal c situatintre f(x,) & f(x,)

(F &€ (xy, xy) = f(&) (5.37)

Desigur, in (5.37) se poate considera si intervalul inchis [x,, x,] Ins[ aceast[ extindere la
capetele intervalului nu este semnificativA : incele doui puncte se obtin valorile functiei
f(x,) & f(x,) iar numarul c situat intre acestea implica, in mod natural, inegalitati
stricte. Daca trecem la intervale inchise (sau compacte), aceasta proprietate poate fi
formulata si astfel : functia f are proprietatea lui Darboux pe intervalul 7 < D daca ea
acopera tot intervalul dintre orice doua valori ale functieiin puncte x, x, € 1. Inparticular,
daca I = [a,b],functia f este monotona si x,= a, x, = b atunci

{f(I) = [f(a), f(b)] daci f(a) < f(b),

f(I) = [f(b), f(a)] dacd f(a)= f(b). (5.38)

Proprietatea din (5.38) se poate citi in sensul ca orice functie continua pe un domeniu
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transforma intervale din acest domeniu tot in intervale. Evident, exista si cazul banal in
care functia este constanta pe intervalul I = [a,b]: daca (VxeI=1[a,b]) f(x)=c
atunci “intervalul” dintre valorile functiei se reduce — de fapt — la un punct :

f{) = f(la,b]) = {c}.

Proprietatealui Darboux intervine in aplicatii practice, de exemplu spre a verifica daca
o functie continua admite o radacina intr-un interval dat ; sau daca o astfel de functie atinge
o anumita valoare data. Cele doua probleme se pot exprima formal precum urmeaza :

f(a)f(b)<0 = (3 &€ (ab)) f(§)=0; (5.39)

c € [f(a), f(b)]
I=[a,b]c D (f) & sau = (Jyel)c=f(y). (5.40)

ce [f(b), f(a)]

Reciproca proprietatii lui Darboux nu este valabila in general, in sensul ca pot exista functii care au
aceasta proprietate fara sa fie continue (pe un anumit interval). Sa mai observam ca aceasta
proprietate a lui Darboux, sub forma din (5.38), se poate aplica si in cazul in care intervalul care
intervine in definitia este unul deschis ; insa in acest caz se pot considera fie puncte x,, x, € I ca
si in cazul general, fie se poate lucra cu limitele in capetele intervalului.

E 5.10 | Sasearatecafunctia f(x) = x2* - 1 se anuleaza intr-un punct £ € (0,1).

Functia fiind definita pe R, putem considera valorile ei in capetele intevalului copact
I=10,1] caresunt

F(0)=01-1=-1, f1)=1-2-1=1 = f(0)f(1)<0 =
= (3 &€ (0,1)) f(§) =0. (5.41)

Concluzia din (5.41) este ccea ce in matematica se numeste un rezultat de existenta. Gasirea
efectiva a acestei radacini § € (0, 1) poate fi o problema mai putin simpla intrucit ecuatia
f(x) =0 = x2* -1 = 0 este o ecuatie transcendenta : ea nu se poate reduce la o ecuatie care
sa implice functii elementare de o aceeasi natura (algebrice, logaritmice, exponentiale,
trigonometrice etc.). Totusi, ea poate fi rezolvata cu metode aproximative (sau numerice), inclusiv
cu metoda grafica. Ecuatia de mai sus este echivalenta cu
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2% = (5.42)

R |=

Se pot reprezenta grafic exponentiala de baza 2 si ramura din primul cadran a hiperbolei echilatere
si se va constata ca punctul de intersectie al celor doua grafice este chiar unic ; coordonatele sale

aproximative sunt (&, f(§)) = (0.64,0). O

E 5.11 | Functia f: R — R definita prin

2x pentru x < 0,

f(x) = { (5.43)

x -1 pentru x>0

este evident discontinua in origine si totusi ea transforma orice interval intr-un alt interval.
Intr-adevar,daca I = [a,b] < 0 atunci f(I) = [2a,2b], iardaca I = [a,b] > 0 atunci
f(I) =[a-1,b-1]. Dar daca originea cade in interiorul intervalului atunci

a<0<b= f(I)=[2a,b-1]. (5.44)

Formal, membrul drept din (5.44) reprezinta un interval, dar trebuie sa se verifice daca
extremitatea sa stanga o precede pe cea dreapta. Avem doua alternative disjuncte :

[2a<b-1 <<= b2x>2a+1] = f(I)=[2a,b-1] & (5.45)
[2a>b-1 <= b<2a+1] = f(I)=[b-1,2a]. (5.46)

Deciimeginea intervalului I este — in toate cazurile posibile — tot un interval. Cititorul este
invitat sa reprezinte grafic aceasta functie biliniara (graficul fiind format din doua
semidrepte respectiv situate in semiplanele (x< 0) si (x> 0)), precum si intervalul
I = [a,b] cu cele trei pozitii posibile ale sale si fiecare imagine a acestuia prin functia f.

]

Aplicatii cu functii continue - II

FC-A .3 Sa se studieze continuitatea uniforma a functiilor (pe intervalul indicat) :

@) f:R\ {1} > R, f(x) = arctg

Lrx 1o (1, +e);
1-x
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() f:R\{0}—TR, f(x)=x2cost, I=(0,+x);
X

@) f:R\{-1}—> R, f(x)-= X+2sin2x2, I=[0,+x);
X +

(ZU) g:R\{_l}-+RI g(x)=x+icoszx2,l=[0,+oo);
X +

(v) Folosind proprietatea lui Darboux, si se arate ca functa f(x) =x>-3x -1 se
anuleaza intr-un punct & € (1,2).

Pentru functiile de mai jos, sa se verifice uniforma continuitate pe intervalul precizat,
cu identificarea razei 6 (e,/) sia constantei lui Lipschitz, atunci cand este cazul..

(i) f(x)=+vV2x+3,1=10,2];

(vit)  f(x) =sinx + cosx, I =R ;

X

x2+2

wii)  f(x) =

, I=11, +=).

Sa se determine imaginea intervalului I prin fiecare din functiile :
(x) f(x)=v2x-1,1=1[1,5];
() f(x)=x2—3x+2,1=[0,5].

Sugestii pentru rezolvari, raspunsuri.

(1) Sevascrie variatia absoluta, intre punctele x, ,x, € I, a functiei si se va constata ca ea
coincide cu cea a functiei arctgx, folosind formula (5.30). Se va minora numitorul pe

intervalul dat. Se va gasi | f(x,) - f(x,)| < [x, - x,| <.

(11) Desi continua pe intervalul indicat, functia nu este si unifrom continua. Se poat alege
doua argumente sub forma de siruri, anume

x(n)=(n+D"=y/n+1 & x,(n)=n'"?=\n (5.47)
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a caror diferenta absoluta converge la 0 : a se verifica. Insa variatia absoluta a functiei este

| f(x,(n)) = f(x ()] = .. = ; (5.48)

n| cos —— - cos —— | + cos —1
Jn+1 Jn Jn+1

diferenta de cosinusuri se va transformata in produs de sinusuri si — trecand la limita — se
va obtine

lim | f(x,(n)) - f(x,(n))| = .. = 1.

n-> c

Prin urmare, variatia absoluta a functiei va fi minorata de o constanta pozitiva ; a se gasi o
astfel de constanta alegandun ¢, € (0,1).

(i11) & (iv) Nici aceste doua functii nu sunt uniform continue. Se pot alege sirurile

xl(n) = (2n1|;)1/2 & xz(n) = (2n1-|; + 1'5/2)1/2 cu

pentru care se va obtine Se va ajunge la

| fey(m) = F(x (m)] = = 1+ 1 >1.

V2nm + /2 +1

A se detalia calculele, inclusiv pentru functia din (iv) .

Observatie. Cele doua functii din (iii) & (iv) au fost preluate dintr-un exercitiu, din
culegerea de probleme [S. Chirita, 1989]. Ele contin functiile trigonometrice la puterea a 2-a
intrucat exercitiul respectiv cere si demonstrarea uniformei continuitati a sumei lor
S(x) = f(x) + g(x), care are o expresie mult mai simpla ; aceasta arata ca suma a doua
functii care nu sunt U-continue poate fi U-continua. Aceasta completare ramane ca
homework pentru cei interesati.

(v) Concluzia rezulta imediat din f(1) f(2) < 0. A se verifica.

(vi) Rescriind si majorand variatia absoluta | \/ 2x, +3 - \/ 2x, +3 | se va ajunge la
constanta lui Lipschitz

1

/3

(vii) Rescriind variatia absoluta a functiei cu formulele de transformare a diferentelor

L= = 8(e,I)=/3e.

in produse si aplicind majorari imediate se va ajunge la
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| f(x') = f(x")| < .. < 2]|sin i |

iar o cunoscuta majorare pentru valoarea absoluta a sinusului va conducela L =1 =
= 8 (e,I) = ¢, defapt,razad (¢,I) = € nici nu depinde de vreun interval, functia fiind
lipschitziana si uniform continua pe toata axa reala. A se detalia calculele.

(viii) Variatia functiei se poate rescrie (prin aducere la acelasi numitor) sub forma
x | x ]

x'?+2  x"?+2

_ (x'x"+2)|x' = x"|

; (5.49)
(22 +2) (x"?+ 2)

| f(x') - f(x")] =

se vor verifica (justifica) majorarile pentru ultimul membru din (5.49) si anume

(x'x"+2)|x'-x |< x'x

> > < > 2|x'_x"|S|x'_x"|.
(xl + 2) (xll + 2) xl xll

si se va identifica 6 (e,7). Acest & (e,) depinde efectiv de intervalul pe care se verifica
uniforma continuitate ?

Imaginea intervalului I prin fiecare din functiile de mai jos s-ar putea determina riguros
pe baza monotoniei functiilor respective, proprietate care — in general — necesita utilizarea
derivatei. Dar pentru functiile elementare date variatia lor este bine-cunoscuta si se pot
folosi inegalitati deduse pas cu pas.

(ix) xe I=[1,5]=21<x<5=>1<2x-1<9=>

= f(x)=vV2x-1¢€[1,3]. (5-50)

Mai exact, f(I) = [1,3]. Se vor justifica implicatiile din (5-50) pe baza compunerii de
functii monotone precum si acoperirea efectiva a intervalulul imagine cu proprietatea lui
Darboux.

(x) Functia din enunt este o functie de gradul 2, pentru care urmeaza a se gasi radacinile
si punctul de minim + valoarea minima ; variatia acestei functii va permite identificarea

intervalului-imagine f(I).

Cei interesati vor putea trasa si graficele functiilor din (ix) si (x).
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Alte proprietati de continuitate globala a functiilor sunt enuntate mai jos.

Teorema 5.2. Oricefunctie f: D — R, continuapeintervalulcompact I = [a,b] c D,
este uniform continua pe acest interval.

Teorema 5.3. Oricefunctie f: D — R, continuapeintervalulcompact I = [a,b] c D,
este marginita pe acest interval si isi atinge efectiv marginile. .

Aceste doua rezultate pot fi exprimate formal precum urmeaza.

Th.52 | I=[a,b]lcD__(f) = (Ve>0)(38(e,I)=86>0)(V x,x,€I)

cont

|2, — %] <& = [ f(x;) - f(x,)] <e

Th.53 | I=[a,blcD__(f) =

(Im, MeR) m< f(I)< M,

= (3 x*,x* €I) f(x,) =inff = min f, f(x*) = sup f = maxf.

Se va vedea, in cazul functiilor de mai multe variabile

f: D->R", Dc R"

care sunt continue pe un (sub)domeniu compact D, < D, ca o generalizare a proprietatii
din Th.5.3 este de asemenea valabila.
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