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5. Continuitatea functiilor reale 

Succinte preliminarii teoretice (+ exemple)

O funcÛie cu valori reale, definit| pe o submulÛime din  ú,

(5.1)

este continu|  în punctul  dac| ea admite limit| în acest punct iar limita

coincide cu valoarea funcÛiei în . Formal, 

(5.2)

Evident, atât punctul de acumulare cât Õi limita din (5.2) nu pot fi decât elemente din  ú,

adic| finite. 

Aceast| continuitate definit| într-un punct se numeÕte – în mod firesc – o

continuitate punctual|. Se mai spune c| este o proprietate local|. Dar ea poate fi verificat|

pe un întreg interval, pe o reuniune de intervale sau pe întreg domeniul de definiÛie al

funcÛiei ; astfel, ea poate fi conceput| Õi ca o proprietate global|. 

În sectiunea precedent| a fost prezentat| caracterizarea limitei unei funcÛii în

limbajul vecin|t|Ûilor – a se vedea (4.19). Având în vedere definiÛia (5.2), Õi continuitatea

în  poate fi astfel formulat| : 

 f  este continu| în  

  (5.3)

Înainte de a oferi câteva comentarii, s| observ|m c| proprietatea din  (5.3)  se poate scrie

mai simplu folosind o notaÛie “global|” pentru mulÛimea valorilor funcÛiei pe o vecin|tate,

în particular pe o întreag| submulÛime sau interval din domeniul s|u de definiÛie. 

 f  este continu| în    

  (5.4)
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Cu alte cuvinte, oric|rei vecin|t|Ûi V a valorii funcÛiei   îi corespunde o vecin|tate  U

a punctului  astfel încât imediat ce argumentul x al funcÛiei intr| în U

valorile funcÛiei intr| în V. În aceast| interpretare mai descriptiv| (Õi mai intuitiv|) nu am

mai indexat vecin|t|Ûile cu elementele respective. S| mai observ|m c| prin “oricare

vecin|tate V a valorii funcÛiei” se înÛelege o vecin|tate oricât de mic|, în timp ce U  va fi o

vecin|tate suficient de mic| în jurul punctului . 

Comentarii. În caracterizarea din (5.3) - (5.4), ca Õi în cazul caracteriz|rii limitei din

SecÛiunea 4, vecin|tatea lui  depinde de vecin|tatea valorii funcÛiei

îns| aceast| dependenÛ| este mai greu de evidenÛiat. Ea va deveni explicit| imediat ce vom

reformula carcaterizarea (5.3) - (5.4) cu vecin|t|Ûi fundamentale, Ûinând seama de poziÛia

elementelor 

(5.5)

AÕadar, din toate cele 9 cazuri posibile în caracterizarea limitei, doar cazul (2,2) din Tabelul

4.1 - pag. 45 este posibil în caracterizarea continuit|Ûii punctuale. Cu alte cuvinte, vom

putea utiliza caracterizareaa în “limbaj  ”  din (4.20). 

FuncÛia  f  din  (5.1)  este continu| în punctul  dac| Õi numai dac| (prin def.)

      (5.6)

  

S| mai observ|m c| apartenenÛele la vecin|t|Ûile simetrice din aceast| caracterizare se

pot scrie cu ajutorul valorilor absolute. AÕadar,  f   este continu| în punctul 

dac| Õi numai dac| 

      (5.6')

Constat|m c| din vecin|tatea punctului   nu se mai elimin| acest punct, ca în cazul

limitei. Exist| un motiv oarecum tehnic dar Õi unul de principiu, în acest sens. Pe de o parte,

funcÛia este definit| in  aÕa încât în mod banal, valoarea
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respectiv| fiind chiar centrul vecin|t|Ûii.  Pe de alt| parte, dac| s-ar elimina punctul  din

vecin|tatea sa de raz|  ar putea interveni situaÛii în care funcÛia are limit| dar este

discontinu| în , iar prin eliminarea acestui punct s-ar deduce c| funcÛia ar fi continu|.

    Cel mai simplu exemplu este cel al unei funcÛii de forma  E 5.1

(5.7)

Evident, funcÛia din (5.7)  are limita  0  în origine îns| valoarea ei în acest punct este = 1.

Pentru  avem  în timp ce acest|

apartenenÛ| nu se mai verific| pentru   din cauza valorii 1 a funcÛiei

în origine ; într-adev|r, este suficient s| alegem un  particular, de exemplu

   cu 

~
   

Continuitatea unei funcÛii într-un punct din domeniul s|u de definiÛie (care s| fie Õi

punct de acumulare) se poate verifica determinând limita în acel punct Õi comparând-o cu

valoarea funcÛiei. În cazul negativ, adic| spre a demonstra c| funcÛia nu este continu| în

punctul , se pot determina limitele laterale : dac| ele sunt diferite va rezulta c| limita în

punct nu exist|, deci funcÛia nu poate fi continu|. În alte cazuri, se poate utiliza

caracterizarea limitei, implicit a continuit|Ûii, prin Õiruri. A se vedea exemplul  Ñ  de la pag.

48, din secÛiunea precedent|. Dar putem considera ambele funcÛii de acest tip, în exemplul

ce urmeaz|. 

     (i)  (5.8) E 5.2

         (ii) (5.9)

Am demonstrat cu exemplul citat din SecÛiunea 4 - LIMITE c| funcÛia ce intervine în

(5.9) nu admite limit| în origine. În acest exemplu ea a fost prelungit| dândui-se valoarea

b în origine, ca s| se poat| pune problema continuit|Ûii. Indiferent cine ar fi acest

limita în origine nu exist| Õi deci funcÛia nu este continu| ; pentru a fi Õi mai
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concludent| aceast| afirmaÛie, se poate alege un   cu  Õi  funcÛie care oscileaz|

în intervalul   nu va putea avea o limit| egal| cu un astfel de  b .  Cititorul este

invitat s| verifice  non-continuitatea funcÛiei din (5.8). ~

Caracterizarea din (5.6') este comod| Õi poate fi uÕor folosit| pentru demonstrarea

continuit|Ûii unor funcÛii elementare, cum sunt cele trigonometrice de exemplu. 

    FuncÛiile   sunt continue în orice   Scriem E 5.3

(5.10)

   

Rezult| din major|rile care au condus la ultima inegalitate din (5.10) c| s-a verificat

caracterizarea din  (5.6')  cu Pe parcurs s-a folosit Õi cunoscuta inegalitate

          (5.11)

ExerciÛiu: S| se verifice (similar) continuitatea lui   în orice  
~

O funcÛie care admite limite laterale dar acestea nu sunt egale poate fi continu|

(uni)lateral : la stânga sau la dreapta. 

     Fie funcÛia  E 5.4

(5.11)

FuncÛia are limite laterale în origine.  

în timp ce limita la stânga este  cititorul va putea verifica aceast| afirmaÛie cu

“proprietatea cleÕte” folosind, de exemplu, inegalitatea evident|  

AÕadar, funcÛia este continu| numai la dreapta. ~

Cei interesaÛi vor putea formula astfel de exemple consultând aplicaÛii cu limite laterale
din secÛiunea precedent|, LIMITE. 
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Propriet|Ûi ale funcÛiilor continue. 

O serie de propriet|Ûi ale funcÛiilor continue provin din propriet|Ûile corespunz|toare ale

funcÛiilor : este cazul continuit|Ûii punctuale. Altele sunt specifice, în special în cazul

continuit|Ûii globale / pe intervale. Un prim set de propriet|Ûi se refer| la operaÛii cu funcÛii

continue. 

   Dac|   sunt continue în   atunci   PFC .1

 

Õi alte funcÛii obÛinte prin operaÛii cu cele dou| sunt de asemenea continue în .

Evident, toate aceste propriet|Ûi se extind (dac| este cazul) de la puncte la intervale sau la

întreg domeniul (comun) de definiÛie. 

        Continuitatea se transmite Õi prin compunerea funcÛiilor, dar este necesar| atenÛie la

compunerea prin punctele unor vecin|t|Ûi specifice. 

    Dac|  Õi  sunt continue în respectiv  PFC .2

în  atunci  este continu| în . 

Dac| rezult| prin definirea funcÛiilor compuse c|   

(5.12)

Conform cu caracteriz|rile (5.6) - (5.6'), 

        (5.13)

       (5.14)

Combinând caracteriz|rile din  (5.13) & (5.14)  obÛinem 

    (5.15)

    

Evident, în acest lanÛ de implicaÛii Õi inegalit|Ûi a intervenit Õi definiÛia funcÛiei compuse din

(5.12). �
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    M|rginirea local|  a funcÛiilor punctual continue.    PFC .3

AÕa cum am menÛionat, continuitatea într-un punct este o proprietate local| a unei funcÛii.

Implicit, anumite consecinÛe ale acestei continuit|Ûi vor fi tot proprietî|Ûi locale. Una din ele

este tocmai m|rginirea local|. O funcÛie   este local m|rginit| în punctul

 dac| exist| dou| numere reale  

(5.16)

Cele dou| bariere care intervin ]n (5.16) depind în mod firesc de natura (sau

expresia analitic| a) funcÛiei   Õi de dimensiunea vecin|t|Ûii : o vecin|tate mai mic| va

conduce (în general) la bariere mai apropiate.  În aplicaÛii concrete, se poate alege o raz|

convenabil| a vecin|t|Ûii  din  (5.16),   astfel încât 

(5.17)

Aceste propriet|Ûi de m|rginire local| din (5.16) - (5.17) rezult| imediat din caracteriz|rile

(5.6) - (5.6'), eventual alegând un   convenabil care-l va determina Õi pe  astfel

încât 

    

Extremit|Ûile vecin|t|Ûii lui   care intervine mai sus pot fi chiar barierele din (5.17).

   S| se arate c| funcÛia  E 5.4

(5.18)

este local m|rginit| în jurul punctului  

Putem alege, de exemplu,   Õi vom obÛine 

Deci, barierele din (5.16) pot fi, în acest caz,  Evident, funcÛia nu este Õi

global marginit| – adic| m|rginit| pe întregul ei domeniu de definiÛie – întrucât

~

Exist| funcÛii care nu sunt (local) m|rginite în nicio vecin|tate a unui anumit punct.

Exemplul ce urmeaz| ilustreaz| o astfel de situaÛie. 
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     Fie funcÛia  E 5.5

 (5.19)

În orice vecin|tate  funcÛia este nem|rginit|. Într-adev|r, 

(5.20)

De fapt, având în vedere caracteriz|rile limitelor infinite din SecÛiunea 4, ar trebui de

ar|tat c| orice vecin|tate a elementului  conÛine valori ale funcÛiei în puncte dintr-o

vecin|tate  : 

(5.21)

Îns| 

(5.22)

Deci orice argument precum cele din vecin|tatea simetric| ce intervine în (5.22) este un

ca cel din  (5.21). ~

Func Ûii uniform continue. 

O funcÛie  este uniform continu|  pe domeniul  D  sau pe un subdomeniu

 dac| pentru orice   are loc implicaÛia   

  (5.23)

Intuitiv, caracterizarea cu vecin|t|Ûi fundamentale din  (5.23) a uniformei continuit|Ûi

afirm| c| dou| valori ale funcÛiei în punctele  sunt oricât de apropiate dac|

punctele respective sunt suficient de apropiate. Raza  depinde, în general, Õi de

domeniul D pe care se studiaz| aceast| proprietate (aÕa cum se va vedea Õi din exemple). 

   S| se arate c|   este uniform continu| pe   E 5.6

Scriem inegalitatea din  (5.23)  pentru funcÛia putere p|tratic| Õi pentru dou|
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puncte Dar, înainte de acesta, s| observ|m c| 

(5.24)

(5.25)

Ûinând seama de o inegalitate care implic| valorile absolute a dou| numere reale Õi de

majorarea din  (5.24)  obÛinem 

 (5.26)

În fine, rezult| din  (5.25) & (5.26)  c| 

(5.27)

AÕadar, s-a verificat uniforma continuitate a funcÛiei   pe un interval m|rginit de

numere reale. ApartenenÛa celor dou| puncte la intervalul  a fost esenÛial| pentru

verificarea caracteriz|rii din (5.27), pentru care majorarea din (5.24) a intervenit în mod

esenÛial. 

S| mai ar|t|m c| aceeaÕi funcÛie   nu mai este uniform continu| pe întreaga

ax| real| . Pentru aceasta vom verifica faptul c| funcÛia satisface contrariul caracteriz|rii din

(5.23)  Õi anume : 

  (5,28)

În aceast| “anti-caracterizare” din (5.28) cele dou| argumente depind în mod natural

de  întrucât ele sunt obiectul cuantificatorului existenÛial  �  care urmeaz| dup| cel

universal  � ; îns| aceast| dependenÛ| nu este esenÛial|. Cele dou| puncte trebuie s| fie

oricât de apropiate Õi le vom alege de forma 

Evaluând diferenÛa care intervine în  (5.25) sau (5.27), cu factorizarea respectiv|, avem 
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(5.29)

Urmeaz| din evaluarea  (5.29)  c|, pentru naturalul  n  suficient de mare,  

AÕadar funcÛia de gradul 2, deÕi continu| pe toat| axa real|, nu este Õi uniform continu|.

Proprietatea de uniform| continuitate a ap|rut în momentul în care am “amputat” ramurile

spre  ale parabolei de ecuaÛie .  

~

   S| se arate c| este uniform continu| peintervalul    E 5.7

Se poate folosi identitatea 

(5.30)

   (5.30)   |  (5.31)

(5.32)

întrucât   pe intervalul considerat în enunÛ. AÕadar, caracterizarea din (5.23)

se verific| pentru 

   Este ca Õi evident| proprietatea:   PFC .4

Orice funcÛie uniform continu| pe un domeniu / interval este Õi punctual continu| pe acesta.

Verificarea r|mâne ca exerciÛiu. 

AplicaÛii cu funcÛii continue - I 

S| se determine valorile constantei reale astfel încât funcÛiile de mai jos s| FC-A .1

    fie continue. 

      (i)          
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     (ii)      

S| se studieze continuitatea funcÛiilor : 

      (iii)       

     (iv)       

      (v)       

     (vi)      

S| se determine parametrii   astfel încât funcÛia 

    (vii)      

s| fie continu| pe domeniul s|u de definiÛie. 

Sugestii pentru rezolv|ri, r|spunsuri. 

  (i)  Se calculeaz| limitele laterale în 1 Õi se impune egalitatea lor ; atenÛie la ecuaÛia cu

valori absolute care rezult|. Se vor obÛine dou| valori posibile pentru parametru: 
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  (ii)  Ambele limite laterale în origine sunt nule (a se verifica). 

 (iii)  FuncÛia este continu| (Õi) în origine ; pentru limita la dreapta se poate folosi 

  “proprietatea cleÕte” - verificare.     

  (iv)   a se verifica limitele laterale în origine. De asemenea, s| se

  studieze limitele funcÛiei în capetele intervalului pe care este ea definit|. 

   (v)   Limita la stânga în 1 (care se poate nota)  este banal|. Pentru limita la

dreapta se poate rescrie exponenÛiala prin ridicare la exponent (de baz| e) sau, mai simplu,

se poate nota   Õi se va ajunge la limita elementar| / fundamental| (4.32) din LFE-

5, SecÛiunea 4 - LIMITE.  

   (vi)   S| se justifice discontinuitatea funcÛiei   k  în origine.     

   (vii)  Limita la stânga în 0  este banal| ; impunând condiÛia de continuitate se va putea

determina doar unul dintre parametri. S| se determine Õi cel|lalt parametru din condiÛia ca

   S| se verifice uniforma continuitate a funcÛiilor de mai jos, pe domeniul indicat. FC-A .2

         (i)      pe intervalul          

        (ii)     pe toat| axa real| ; 

       (iii)          pe toat| axa real| ; 

       (iv)    pe intervalul     este  f  u.c. pe     

        (v)    nu este  u.c. pe  ú dar este  u.c.  pe  

Sugestii pentru rezolv|ri, r|spunsuri. 

 (i)   FuncÛia este u.c.  pe intervalul indicat. Se pot nota cele dou| argumente cu  Õi

se va proceda ca pentru funcÛia din    ; factorul care multiplic| diferenÛa (în E 5.6

valoare absolut|) se va majora cu inegalitatea pentru valoarea absolut| a unei sume. Se va

determina    

  (ii)  &  (iii)  Se vor transforma în produse diferenÛele   analog pentru

cosinus.  Se va folosi apoi o bine-cunoscut| inegalitate pentru  A se detalia calculele.
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 (iv) Ôi pentru aceast| funcÛie se poate utiliza o formul| din trigonometrie pentru

 (exprimat| în sin & cos), apoi se va minora numitorul Ûinând seama de variaÛia

funcÛiei cosinus în intervalul indicat Õi se va obÛine uÕor un  care intervine în

caracterizarea uniformei continuit|Ûi din (5.23). 

Pe intervalul extins  funcÛia nu va fi  u.c.  din cauza celor dou| ramuri

spre ale funcÛiei în vecin|t|Ûile respective (Õi laterale) ale extremit|Ûilor

intervalului. Se vor c|uta dou| Õiruri adecvate, cu termeni oricât de apropiaÛi, care converg

c|tre  pe care diferenÛa absolut| a valorilor funcÛiei nu scade sub un

  (v)    nu este  u.c. pe  ú din cauza celor dou| ramuri ale (graficului) funcÛiei

c|tre , din stânga Õi dreapta asimptotei verticale. Pentru a demonstra neuniforma

continuitate a funcÛiei în orice vecin|tate a originii suger|m, de exemplu, utilizarea Õirurilor

 care converg din dreapta spre 0 . Se va evalua diferenÛa (absolut|) a

valorilor funcÛiei pe cele dou| Õiruri Õi se va minora cu un  adecvat. 

FuncÛia devine  u.c.  imediat ce se elimin| o vecin|tate a originii (în care funcÛia este

nem|rginit|), de exemplu prin restricÛia la intervalul  DiferenÛa 

se va factoriza ca diferenÛa absolut| a argumentelor multiplicat| cu o sum| de fracÛii

pozitive, iar fiecare dintre acestea se va putea majora pe intervalul indicat. A se detalia

calculele Õi a se g|si  

Alte propriet| Ûi locale ale funcÛiilor (local) continue

   P|strarea semnului într-o vecin|tate a lui  dac|   atunci exist|  PFC .5

o vecin|tate   astfel încât  

(5.33)

Proprietatea rezult| imediat din caracterizarea (5.6'), pentru o raz| a vecin|t|Ûii lui

 aleas| adecvat, de exemplu 

(5.34)

în ambele cazuri din (5.34) exist| o vecin|tate  cu , pentru

care se verific| proprietatea din (5.33).  Într-adev|r, în cazul valorii pozitive 
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    (5.6')  

    

   Pentru funcÛia    Õi cu   g|sim   E 5.8

astfel încât

Propriet|Ûi globale ale funcÛiilor continue

Func Ûii lipschitziene ; proprietatea lui Darboux. 

O funcÛie este lipschitzian| pe intervalul   dac| exist| o constant| pozitiv|

astfel încât 

       (5.35)

În unele manuale constanta lui Lipschitz  L  se noteaz| cu  dar notaÛia nu este esenÛial|.

FuncÛiile lipschitziene au propriet|Ûi remarcabile Õi sunt implicate în teoremele de existenÛ|

a soluÛiilor pentru ecuaÛii Õi sisteme diferenÛiale, cu numeroase aplicaÛii practice. Aceast|

proprietate se defineÕte Õi în spaÛii mai generale decât  ú, cum sunt spaÛiile metrice. 

O proprietate imediat| a funcÛiilor lipschitziene este formulat| în rezultatul ce

urmeaz|. 

Teorema 5.1.  Orice funcÛie ,  lipschitzian|  pe intervalul , este

uniform continu|  pe acest interval. 

Proprietatea rezult| imediat Ûinând seama de definiÛia din (5.33) Õi de caracterizarea U-

continuit|Ûii din (5.23).  Într-adev|r, (5.33)  |  (5.23) întrucât 
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Înainte de a oferi exemple concrete de funcÛii lipschitziene, s| observ|m c| în toate

exemplele din aceast| secÛiune în care se ilustra proprietatea de uniform| continuitate pe

un anumit subdomeniu (sau interval), sau se cerea verificarea acestei propriet|Ûi intervenea

– la un moment dat – o majorare a variaÛiei absolute a funcÛiei  sau

cu o constant| care multiplica variaÛia absolut| a argumentului. Aceasta

era tocmai o constant| a lui Lipschitz. 

AÕadar, ar fi normal s| se utilizeze notaÛia în fiecare caz în care se verific|

proprietatea lui Lipschitz pentru o anumit| funcÛie  f,  pe un interval dat  I, constanta lui Lipschitz

depinde atât de funcÛie cât Õi de interval.  Urmeaz| câteva exemple. 

 este lipschitzian| pe intervalul   E 5.9

Într-adev|r, 

  

 (5.36)

AÕadar, funcÛia din enunÛ este lipschitzian| cu  În majorarea de mai sus a

intervenit în mod esenÛial poziÛia celor dou| argumente în intervalul din enunÛ. Evident,

funcÛia este uniform continu| cu   în caracterizarea (5.23). 

P.D.  O funcÛie are proprietatea lui Darboux pe intervalul  dac| pentru

orice dou| puncte   Õi orice num|r real  c  situat între  

(5.37)

Desigur, în (5.37) se poate considera Õi intervalul închis   ]ns[ aceast[ extindere la

capetele intervalului nu este semnificativ{ : încele dou| puncte se obÛin valorile funcÛiei

 iar num|rul  c  situat între acestea implic|, în mod natural, inegalit|Ûi

stricte. Dac| trecem la intervale închise (sau compacte), aceast| proprietate poate fi

formulat| Õi astfel : funcÛia  f  are proprietatea lui Darboux pe intervalul  dac| ea

acoper| tot intervalul dintre orice dou| valori ale funcÛiei în puncte  În particular,

dac| funcÛia  f  este monoton|  Õi    atunci  

(5.38)

Proprietatea din (5.38) se poate citi în sensul c| orice funcÛie continu| pe un domeniu
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transform| intervale din acest domeniu tot în intervale. Evident, exist| Õi cazul banal în

care funcÛia este constant| pe intervalul :  dac|  

atunci “intervalul” dintre valorile funcÛiei se reduce – de fapt – la un punct :

Proprietatea lui Darboux intervine în aplicaÛii practice, de exemplu spre a verifica dac|

o funcÛie continu| admite o r|d|cin| într-un interval dat ;  sau dac| o astfel de funcÛie atinge

o anumit| valoare dat|. Cele dou| probleme se pot exprima formal precum urmeaz| : 

 (5.39)

(5.40)

Reciproca propriet|Ûii lui Darboux nu este valabil| în general, în sensul c| pot exista funcÛii care au

aceast| proprietate f|r| s| fie continue (pe un anumit interval).  S| mai observ|m c| aceast|

proprietate a lui Darboux, sub forma din (5.38),  se poate aplica Õi în cazul în care intervalul care

intervine în definiÛia este unul deschis ; îns| în acest caz se pot considera fie puncte   ca

Õi în cazul general, fie se poate lucra cu limitele în capetele intervalului. 

    S| se arate c| funcÛia  se anuleaz| într-un punct   E 5.10

FuncÛia fiind definit| pe ú, putem considera valorile ei în capetele intevalului copact

 care sunt 

(5.41)

Concluzia din (5.41) este ccea ce în matematic| se numeÕte un rezultat de existenÛ|. G|sirea

efectiv| a acestei r|d|cini  poate fi o problem| mai puÛin simpl| întrucât ecuaÛia

 este o ecuaÛie transcendent| : ea nu se poate reduce la o ecuaÛie care

s| implice funcÛii elementare de o aceeaÕi natur| (algebrice, logaritmice, exponenÛiale,

trigonometrice etc.). TotuÕi, ea poate fi rezolvat| cu metode aproximative (sau numerice), inclusiv

cu metoda grafic|. EcuaÛia de mai sus este echivalent| cu 
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(5.42)

Se pot reprezenta grafic exponenÛiala de baz| 2  Õi ramura din primul cadran a hiperbolei echilatere

Õi se va constata c| punctul de intersecÛie al celor dou| grafice este chiar unic ; coordonatele sale

aproximative sunt  ~

    FuncÛia   definit| prin   E 5.11

(5.43)

este evident discontinu| în origine Õi totuÕi ea transform| orice interval într-un alt interval.

Într-adev|r, dac|  atunci    iar dac|   atunci

 Dar dac| originea cade în interiorul intervalului atunci 

(5.44)

Formal, membrul drept din (5.44) reprezint| un interval, dar trebuie s| se verifice dac|

extremitatea sa stânga o precede pe cea dreapt|. Avem dou| alternative disjuncte : 

 & (5.45)

(5.46)

Deci imeginea intervalului  I  este – în toate cazurile posibile – tot un interval. Cititorul este

invitat s| reprezinte grafic aceast| funcÛie biliniar| (graficul fiind format din dou|

semidrepte respectiv situate în semiplanele  Õi precum Õi intervalul

 cu cele trei poziÛii posibile ale sale Õi fiecare imagine a acestuia prin funcÛia  f. 

~

AplicaÛii cu funcÛii continue - II 

S| se studieze continuitatea uniform| a funcÛiilor (pe intervalul indicat) :     FC-A .3

    

     (i)     
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    (ii)            

    (iii)                

     (iv)                

    (v)   Folosind proprietatea lui Darboux, s| se arate c| funcÛa   se

      anuleaz| într-un punct  

Pentru funcÛiile de mai jos, s| se verifice uniforma continuitate pe intervalul precizat,

cu identificarea razei  Õi a constantei lui Lipschitz, atunci când este cazul.. 

     (vi)     

    (vii)      

   (viii)    

   

    S| se determine imaginea intervalului  I  prin fiecare din funcÛiile : 

     (ix)     

      (x)    

Sugestii pentru rezolv|ri, r|spunsuri. 

  (i)  Se va scrie variaÛia absolut|, între punctele  a funcÛiei Õi se va constata c| ea

coincide cu cea a funcÛiei  folosind formula (5.30). Se va minora numitorul pe

intervalul dat. Se va g|si   

   (ii)  DeÕi continu| pe intervalul indicat, funcÛia nu este Õi unifrom continu|. Se poat alege

dou| argumente sub form| de Õiruri, anume 

(5.47)
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a c|ror diferenÛ| absolut| converge la 0 : a se verifica. Îns| variaÛia absolut| a funcÛiei este

(5.48)

diferenÛa de cosinusuri se va transformat| în produs de sinusuri Õi – trecând la limit| – se
va obÛine  

Prin urmare, variaÛia absolut| a funcÛiei va fi minorat| de o constant| pozitiv| ; a se g|si o

astfel de constant| alegând un  

 (iii)  &  (iv)  Nici aceste dou| funcÛii nu sunt uniform continue. Se pot alege Õirurile

  cu  

pentru care se va obÛine  Se va ajunge la 

 

A se detalia calculele, inclusiv pentru funcÛia din  (iv) . 

ObservaÛie. Cele dou| funcÛii din (iii) & (iv) au fost preluate dintr-un exerciÛiu, din

culegerea de probleme [S. ChiriÛ|, 1989]. Ele conÛin funcÛiile trigonometrice la puterea a 2-a

întrucât exerciÛiul respectiv cere Õi demonstrarea uniformei continuit|Ûi a sumei lor

 care are o expresie mult mai simpl| ; aceasta arat| c| suma a dou|

funcÛii care nu sunt U-continue poate fi U-continu|. Aceast| completare r|mâne ca

homework  pentru cei interesaÛi. 

   (v)    Concluzia rezult| imediat din A se verifica. 

  (vi)  Rescriind Õi majorând variaÛia absolut| se va ajunge la

constanta lui Lipschitz  

    (vii)   Rescriind variaÛia absolut| a funcÛiei cu formulele de transformare a diferenÛelor

în produse Õi aplicând major|ri imediate se va ajunge la 
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iar o cunoscut| majorare pentru valoarea absolut| a sinusului va conduce la  

 de fapt, raza  nici nu depinde de vreun interval, funcÛia fiind

lipschitzian| Õi uniform continu| pe toat| axa real|.  A se detalia calculele. 

    (viii)   VariaÛia funcÛiei se poate rescrie (prin aducere la acelaÕi numitor) sub forma

 (5.49)

se vor verifica (justifica) major|rile pentru ultimul membru din (5.49) Õi anume  

Õi se va identifica   Acest  depinde efectiv de intervalul pe care se verific|

uniforma continuitate ?   

Imaginea intervalului  I  prin fiecare din funcÛiile de mai jos s-ar putea determina riguros

pe baza monotoniei funcÛiilor respective, proprietate care – în general – necesit| utilizarea

derivatei. Dar pentru funcÛiile elementare date variaÛia lor este bine-cunoscut| Õi se pot

folosi inegalit|Ûi deduse pas cu pas. 

     (ix)  

(5-50)

Mai exact,   Se vor justifica implicaÛiile din (5-50) pe baza compunerii de

funcÛii monotone precum Õi acoperirea efectiv| a intervalulul imagine cu proprietatea lui

Darboux. 

     (x)   FuncÛia din enunÛ este o funcÛie de gradul 2, pentru care urmeaz| a se g|si r|d|cinile
Õi punctul de minim + valoarea minim| ; variaÛia acestei funcÛii va permite identificarea
intervalului-imagine    

Cei interesaÛi vor putea trasa Õi graficele funcÛiilor din (ix)  Õi  (x) . 
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Alte propriet|Ûi de continuitate global| a funcÛiilor sunt enunÛate mai jos. 

Teorema 5.2.  Orice funcÛie ,  continu| pe intervalul compact

este uniform continu|  pe acest interval. 

Teorema 5.3.  Orice funcÛie ,  continu| pe intervalul compact

este  m|rginit|  pe acest interval Õi îÕi atinge efectiv marginile. . 

Aceste dou| rezultate pot fi exprimate formal precum urmeaz|.

     Th . 5.2

     Th . 5.3

     

Se va vedea, în cazul funcÛiilor de mai multe variabile 

care sunt continue pe un (sub)domeniu compact    c| o generalizare a propriet|Ûii

din  Th . 5.3  este de asemenea valabil|. 
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