6. Functii reale derivabile

Succinte preliminarii teoretice (+ exemple)

O functie cu valori reale, definita pe o submultime din R,

f:D—=R
Ml (6.1)
R

este derivabila in punctul x, € D N acc D daca exista in R limita

NACORPACT),

x->x0 X _xo

= f'(xg)- (6.2)
def

Limita din (6.2) este un numar real — derivata functiei in punctul x,. Daca aceasta
limita nu exista, sau daca ea este infinita, sau daca cel putin una din limitele laterale nu
exista, functia nu este derivabila. Raportul dintre variatia functiei

Af(x(p dx) = f(x) - f(xo) ’ (63)
pentru (si supra) variatia dx = x - x, a argumentului se numeste raport incrementar.

Casiin cazul continuitatii (v. Secliunea 5), derivabilitatea este definita punctual, deci
este o proprietate locala. Dar ea se poate extinde la intregul domeniu de definitie D sau la
un interval I ¢ D. Dupa cum continuitatea se poate defini si lateral (la stanga / la dreapta
unui punct x, € I c D), si derivata se poate defini astfel rezultand derivatele laterale :

i L)~ SCGo) 1), ARG
Az, X X, def xwx, X T X,

o J4'(xo)- (6.4)

Evident, o functie va fi derivabilain x, <= f,'(x,) = f,'(x,) € R.

O functie este diferentiabila in punctul x, daca variatia functiei in acest punct, pentru
variatia dx = x - x, a argumentului, poate fi aproximata de o functie liniara in aceasta
variatie dx =x - x,:

Af(x,,dx) = f(x) - f(xy) =8(x —x,) +e(x,,x)(x —x,) =8dx +e(x),dx) (6.5)

unde

lim g(x,,x) = lim &(x,,dx) = 0. (6.6)
dx>0

x->x0
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Lafel casivariatia functiei, primul termen din (6.5),adica 8 dx = & (x - x,), depinde
de functia f , de punctul x, si de variatia argumentului, Acest termen se numeste
diferentiala functiei f in punctul x,, pentru variatia dx = x - x, a argumentului. Ea se
noteaza (de obicei) cu df(x,,dx), deci

0

df(xy,dx) =ddx =8 (x - x;). (6.7)

Al doilea termen din membrii secunzi ai expresiilor (6.5) reprezinta o abatere sau o eroare
a aproximarii variatiei functiei prin functia liniara din (6.5) - (6.7). Ca orice eroare de
aproximare, ea converge la zero atunci cind x > x, <= dx > 0. Cu aceste precizari,
egalitatea din (6.5) se poate rescrie sub forma

Af(x,,dx) = f(x) - f(x,) =df(x,,dx) + e(x,,dx). (6.8)

Daca functia este derivabila in punctul x,, deci daca exista limita din (6.2), aceasta
poate fi scrisa si sub forma

im | L&) /(%)

- f'(xy)| =0. (6.9)
x>x, X - xo

Pe de alta parte, tindnd seama de limita din (6.9) rezulta ca raportul incrementar este

aproximat de derivata, diferenta dintre ele fiind exact cea din limita (6.9), diferenta pe care

o putem nota ca in (6.6) : £(x,,x). Asadar, putem scrie

SO FED
X - xo
= f(x) - f(xp) = f'(xg)(x - x4) + e(xp,x) (x — %) (6.10)

Comparand expresiile (6.8) & (6.10) ale variatiei functiei f rezulta expresia diferentialei
unei functii f in punctul x,, in care functia este derivabila :

df(xy,dx) = f'(x))dx = f'(xy) (x - x;). (6.11)

Din discutia de mai sus si din expresia (6.11) a diferentialei mai rezulta ca o functie este
derivabila intr-un punct x, daca si numai daca este diferentiabila in acel punct. Implicatia
= tocmai a fost dedusa. Implicatia inversa, « , de la diferentiabilitate la derivabilitate
rezultd din (6.5) prinimpartire la dx = x - x;, si prin trecere la limita :
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(6.5) =

Af(xy, dx)
= Af(xy,dx) = 0(x - x,) +e(xy,%)(x - x,) = ¥ =0 +e(xy,x) =
x
A ,d
= lim y = lim (8 + €(x,,x)) = 8. (6.12)
x>Xx, X x>x,

Ultima egalitate din (6.12) a rezultat din (6.6). Dar limita din primul membru al relatiei
(6.12) reprezinta exact definitia derivatei functiei f in punctul x,, conform cu (6.2).
Asadar, finctia este derivabila iar derivata sa este f'(x,) = 8.

Observatii. Se foloseste notatia d pentru operatorulul de diferentiere, iar legatura (6.11)
de la derivata la diferentiala justifica folosirea notatiei d /dx pentru operatorul de
derivare. Mai exact,

, d
f(%)=3{uo. (6.13)

Notatia din (6.13) va permite si scrierea comoda a derivatelor de ordin superior. Dar ea are
si o justificare numerica, precum si functionala. Din definitiile anterioare s-a vazut ca
derivata unei functii intr-un punct fixat este un numar real, la fel ca si diferentiala daca se
da o anumita valoare variatiei argumentului dx = x - x, = h.Iarderivata functiei apare,
conform cu (6.11), ca raportul dintre diferentiala in acel punct si variatia argumentului :

d f(x,, dx)

T (6.14)

J'(xg) =
Sa mai observam ca derivata unei functii f in punctul x, depinde atat de functie cat si de
punct, in timp ce diferentiala depinde de functie, de punct dar si de variatia argumentului.
Daci in loc de punctul fixat x, se considera un punct curent x din domeniul (intervalul)
pe care functia este derivabila, definitia (6.2) a derivatei se poate rescrie sub forma

lim f(x+h) &) - pryy - AL (6.15)
dx

h>0 def not

Derivata si diferentiala pot fi extinse de la functii reale (scalare) la functii vectoriale. Daca
F:I1—R", F(x) = [fi(x) f,(x) .. f,(x)] atunci

F'(x) =[f"y(x) fiyx) .. fl(x)],

dF'(x,h) = [df (x,h) df,(x,h) .. df, (x,h))].
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Exemple (la formula (6.2))

E 6.1 | Derivata functiei putere (naturala) f(x) = x” in punctul x, .

n
dx” . X" - X,
f'(xy) = (xp) = lim — = (6.23)
dx (62) x>x, X ~ X,
_ - -2 n-1
(e x )t e x" iy, bt xxy Xy )
= lim 0 0 0 0 = (6.24)
x>Xx, X —xo
= lim (x" ' +x"2x b v xxg THxg ) =nxy (6.25)
x> x,

Intrecereadela(6.23)1a(6.24) s-afolosit o cunoscuti identitate algebrica (pentru diferenta
de puteri naturale), iar limita din (6.25) a rezultat din continuitatea functiei polinom.
L]

Sa mai constatam ca operatorul de derivare, considerat ca morfism liniar pe spatiul
polinoamelor de ordinul », POL (R), aplica acest spatiu pe POL, _,(R). Liniaritatea
acestei transformari rezulta din a doua dintre proprietatile (6.20) enuntate mai sus.

E 6.2 | Derivata functiei f(x) = sin3x in punctul x, = %

Fr(uay = 4S03% ay oy sin3x - sin3w/4

_ = (6.26)
x (62) x> /4 x - n/4
.3 3
2 sin = (x - m/4) cos = (x + w/4)
- lim 2 2 = (6.27)
x> /4 X - Tl:/4
sin =y
=_\51im72.§=_£, (6.28)
y—>0 _y 2 2
2

Trecerea de la (6.26) la (6.27) s-a bazat pe o formula calculabila prin logaritmi din
trigonometrie — diferenta de sinusuri ca produs dintre un sinus si un cosinus), iar limita din
(6.28) s-a obtinut cu substitutia evidenta x - m/4 = y, cu un mic artificiu si folosind
cunoscuta limita in 0 araportului (sinu)/u. O

Sa mai observim ca in determinarea derivatei oricarei functii (continue) — dupa
definitie — trebuie ridicata o nedeterminare de forma 0/0.
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E 6.3 Exemplu de functie continua care nu este derivabila (punctual). Functia

FiR R, £(x) xsinl pentru x # 0,
t:R— R, f(x) = x

0 pentru x=0

este o functe continua : limita sa in origine, = 0, a fost intalnita in sectiunea precedenta.
Insa derivata functiei in origine nu exista intrucat

x sin l :
lim %)~ fim — % - limsin L, (6.29)
x>0 X x>0 X x>0 X
iar limita din (6.29), dupa cum se stie, nu exista. O

Proprietdli ale functiilor derivabile

PFD.1| O functie f derivabila in punctul x, este continua in acest punct.

Afirmatia rezulta din (6.10) prin trecere la limita :
lim [f(x) - f(x,)] = lim [f'(xo)(x = x,) + &(x5,x)(x - x,)] =0 =

= lim f(x) = £(x,)-

X"Xo

PFD.2| Interpretarea geometrica a derivatei :

Derivata f'(x,) esteegala cu panta (tangenta trigonometrica) a tangentei geometrice
la graficul functiei G, in punctul (x,, f(x,)).

Ecuatia analitica a acestei tangente este y - f(x,) = f'(x,) (x —x,). (6.30)

Teoremele clasice asupra functiilor derivabile pe intervale.

PFD.3 | Teorema lui Rolle.

Daca functia f este continua pe intervalul [a,b] si derivabila pe (a, b) atunci

f(a) =f(b) = (Fce(a,b)f(c)=0. (6.31)

[ SR

functiei.
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PFD.4 | Teorema lui Lagrange.

Daca functia f este continua pe intervalul [a, b] siderivabila pe (a, b) atunci exista
cel putin un punct ¢ € (a, b) pentru care

f(b) - f(a@) = f'(c)(b -a). (6.32)

PFD.5 | Teorema lui Cauchy.

Daca functiile f si g sunt continue pe intervalul [a,b], derivabile pe(a,b) si
(V x € (a,b)) g'(x) # 0 atunci exista cel putin un punct c¢ € (a,b) pentru care

f&) - f@) _ f'(&) .
g(b) - g(a)  g'() (6.33)

PFD.6 | Operatii cu functii derivabile.

Daca functiile f si g sunt derivabile (in punctul x, / pe intervalul (a,b)) atunci si
functiile f+g,af+Pg, fg, ! (g #0), f8 (f>0) sunt derivabile si
g

(f+g)'=f"+g  (af+Pg)=of" +pg’, (6.35)

(f8)' =f'g+/g", (g)'zf'gg'—fg' (g2 0), (%) =/’ 'f" +g'f¥Inf. (6.36)

PFD.7 Derivarea functiilor compuse.

Daca h=g-<f, f estederivabila in x
h = g(f) estedevirabilain x, si

h'(xy) =g'[f(x)]f'(x) = 8" (¥p) f'(xp) (6.37)

o lar g este derivabila in y, = f(x,) atunci

Desigur, toate aceste proprietati sunt valabile atat intr-un punct x, cat si pe un intreg
interval in care functiile implicate sunt derivabile.

Toate proprietatile derivatei din (6.35) - (6.36) se transfera la diferentiala. Scriem
numai diferentiala produsului si a functiei compuse, celelalte formule ramanand ca exercitii.

d(fg) = (df) g + f(dg);
dh(xy, dx) =d(g o) (%, dx) = dg(yy.dy) cu y,=f(x,) & dy = df(x,.dx).
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Derivatele functiilor uzuale (elementare) sunt presupuse a fi cunoscute din ANALIZA
studiata in liceu. Totusi listam mai jos un numar de astfel de derivate.

Derivatele unor funciii uzuale (elementare)

1° x)'=ax* !, aeR; 2°  (Wx)'= 1 ;

24x

Tt 4° (l)'=—-l—;

nixn-l x x
5° (sinx)'=cosx ; 6° (cosx)'= -sinx;
7° (1gx)' = ——; 8°  (ctgx)' = - ——;
cos?x sin? x
o . . 1 o , 1
9~ (arcsinx)'= ; 10 (arccosx)' = - ;
1-x2 1-x2
o " ]- . o " _ ]' .
11° (arctgx)'= = 12 (arctgx)'= - =
1 +x 1 +x
(o] ' 1 (o] ' 1
13° (lnx)'=—; 14 (log,x)'= T ;
x xIna
15° (e*)'=e*; 16° (a*)'=a*lna;
17° (shx)'=chx; 18° (chx)'=shx;
o 1 o . 1
197 (thx)'= ; 20 (cthx)'= - .
ch?x sh?x

Notd. Functiile dela 17°, ..., 20° sunt functiile hiperbolice :

e*+e™”* e*-e’*
th:T, Chsz,

shx e*+e””* chx e*-e¢°*
thx = = , cthx = = .
chx e*-e * shx e*+e™*

Homework: A se verifica formulele de derivare 7°, ..., 20°.
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Aplicatii cu functii derivabile - I

FD-A .1 Sa se calculeze derivatele functiilor ce urmeaza folosind definitia (6.2).
@) Fx)=Vx+2,x,=17; (@) f(x) =ln(x*+5x), x,=1;
(@)  f(x) =sin3x? x,= /7 ; (iv) f(x) = arcsin(x - 1), x,=1;
(v) f(x) =e’* xy=1; ()  f(x) =tgx, x,= % ;

(wii) f(x)=x+i,xoe]R\{1}; (iil) f(x) = ln(x?+ 5x), x,=1;

¥ -

(ix) f(x)=V5x+1,x,=3; (x) f(x)=sin(2x>+1), x,=2.
§ . . , 1 3 , 7

Raspunsuri. (1) f'(7) = r ; @ f'Q-= r ;

Limita functiei din (i7) se obtine printr-un artificiu sub In[(x? + 5x)/6], scriind

(x2+5x)/6 =1+ (x2+5x-6)/6 =1+ u,operand un alt artificiu la numitorul x - 1 si
folosind limita

lim LIn(1+u)=Ine=1.

u>0 U
(i) ' (m)=-6yn; () f@1)=1;
W  f(1)=3e%; W) F(n/4)=2;
(wid) f'(xo)=ﬁ; (viii) f'(1)=%;
(ix) f'(3):§; @) f'(x) = 8cos9.

Pentru fiecare dintre functii urmeaza a se verifica valoarea indicata in raspuns, cu
formula de definitie (6.2). Urmeaza a se efectua factorizari, simplificari si alte operatii
pentru a se ridica nedetrminarea. Valorile de mai sus se pot regasi si determinand derivata
cu regulile de derivare si calculandu-i limita in punctul indicat, in conditiile in care ea este
continua : f'(x,) = lim f'(x).

>y
X )»0
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Asa cum s-a mentionat la inceputul acestei sectiuni, o functie f poate sa nu fie
derivabila in punctul x, (in care este totusi continua) fie daci limita din (6.2) nu exista
(cain Exemplul 6.3), fie daca ea exista dar este infinita, cel putin lateral (la stanga sau la
dreapta). Un caz interesant este cel in care exista derivatele laterale — definite in (6.4) — dar
ele nu coincid. Urmeaza cateva exemple.

1
(x -1)arctg—— pentru x # 1,
E 6.4 f:R— R, f(x) = x-1 (6.38)

0 pentru x = 1.

Evident, punctul in care se pune problema derivabilitatii este cel in care functia isi
schimba expresia, adica 1. Limita raportului incrementarin1 este

1
(x -1)arctg ——
mM:hm x -1 :hmarctg
x>1 x-1 x>1 x-1 x>1 x-1

(6.39)

Limita din (6.39) nu exista intrucat limitele laterale difera. Intr-adevar, folosind si notatiile

cunoscute arctg(- «) = lim arctgx & arctg(+ ) = lim arctg x , avem

x> — X > too

f,'Q1) = 11mM = lim arctg 11 —arctgé = arctg(-»)=-m/2;

x”1 X - x”1

£, (1) = im L& =S

x%1 X - x%1

11 =arctgi = arctg(+»)=7/2.
0+

In acest caz se spune ca punctul (x, =1, f(x,) = 0) este un punct unghiular pentru graficul
functiei. O]

_ .2
x2e %

el pentru |x|>1.

pentru |x| <1 (6.40)

E 6.5 f:]R—>]R,f(x)—{

Si aceasta functie este evident continua pe R\{-1,1}.Se poate verifica si
continuitatea in cele doua puncte (chiar daca nu se cere in mod explicit).

(6.40) = f(-1)=f(1)=e"' =f(-1-0) =f(1+0)

de unde rezulta ca functia este continua pe intreaga axa R.

-1y = m &2 - lim# - £,(1). (6.41)

x -1 x+1 xxl X -

Celelalte doua derivate lateralein -1 & 1 sunt (respectiv)
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2, -x%2_ -1 2_ -x? -x%_ -1
£ (-1)=Tim ¥ ¢ "€ _yy GT-De" re? me | (6.42)
x\ -1 x+1 xw -1 x+].

e 'x-1D(e " -1) 1-x?

= lim (x-1)e * + lim

xw-1 xw -1 1—x2 x+1
) e—l(el—xz_l)
= lim (x-1)e™ + lim (1 -x)| =
xN -1 xN -1 1—x2
=-2-el+el.2=0. (6.43)

Limita din (6.43) a fost obtinuta prin artificiile indicate, prin descompunerea limitei din
(6.42) in suma de limite si prin folosirea limitei fundamentale
u _
“tim &l chme=1cuu=1-x2
u>0 u

Analog se va obtine si derivata la stanga in punctul 1, tot = 0, de unde rezulta ca functia din
(6.40) este derivabila pe toata axa reala. Calculuilui f'(1)(=0) raméne ca exercitiu
pentru cititor. ]

E 6.6 Derivate laterale infinite.

Oferim si un exemplu (mult mai simplu decat precedentul) de functie discontinua in
origine pentru care — totusi — se pot calcula derivatele laterale, dintre care cel putin una
este infinita.

x? pentru x<0,
f:R—= R, f(x) = a pentru x = 0, (6.44)

2 -x2 pentru x>0.

Functia este, evident, discontinua in origine pentru orice a € R. Totusi, ea devine continua
la stanga in origine pentru a = 0, respectiv condinua la dreaptain x, = 0 pentru a = 2. in
toate cazurile f prezinta in origine o discontinuitate de prima specie, cu salt sau salturi
finite intre valorile (limita functiei) la stinga / dreapta lui x, = 0 si valoarea ei in acest
punct careeste f(0) = a € R. Derivatele laterale vor depinde, in mod natural, de pozitia lui
a peaxa (0Oy):

B ) - pentru a<0,
£,'(0) = limM = lim X —9 - 0 pentru a =0, (6.45)

”0 X ”0 X
* * +oo pentru a> 0.
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+oo pentru a<2,
2-a

£, (0) = lim S -fO) _y2-x"-a _ ] pentru a =2, (6.46)
x%0 X x%0 X
- pentru a>2.

Combinand rezultatele din (6.45) si (6.46) se pot scrie ambele derivate laterale pentru
fiecare din cele trei intervale si cele doua valori (punctuale) posibile ale parametrului
acR:

Tabel 6.1 Derivatele laterale in 0 ale functiei din (6.44)1

acR £.'(0) 1,'(0)
a<o0 — o0 + 00
a=0 0 + 00
0<a<?2 + 00 — o0
a=2 + 00 0
a>?2 + 00 — 00

Limitele laterale permit o caracterizare a extremelor locale ale unei functii intr-un punct
dat, inclusiv in unul in care ea este discontinua. Vom reveni la aceasta caracterizare in sub-
sectiunea dedicata studiului variatiei functiilor (si al extremelor locale ale acestora) cu
ajutorul derivatelor.

Derivatele laterale pot fi infinite si intr-un punct in care functia este continua ; in astfel
de cazuri, ramura respectiva a functiei admite o tangenta verticala ; a se vedea PFD.2 la

pag. 87.

E 6.7 | Pentru functiile de mai jos, se cer derivatele laterale in origine.

) Jx pentru x>0
1 t:R. /™R, f(x) = > 6.
@ f:R, f(x) {0 pentru x = 0, (6.47)
T *
@) g:R— R, g(x) = x| pentru x € R*, (6.48)
0 pentru x =0.

(1) Pentru functia din (6.47) se poate calcula doar derivata la dreapta in origine :
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£7/(0) = tim Z=JO) J(x) =/(0) f(o) lin})g _ 11%% - oo, (6.49)
X\ X\ X\ x

In toate punctele x > 0, derivata functiei f este f'(x) = \1/7
x

Semiaxa (Oy), y > 0 este tangenta verticala in origine la graficul functiei.

(i1) Pentru functia din (6.48) se pot calcula ambele derivate laterale in origine :

g,'(0) = lim 8x)-g0) _ o Vox g 1 —o0; (6.50)
x”0 X x”70 —(—X) x70 -4/ —y

g,'(0) = lim 8(x) - 2(0) _ im Vx lm —& = 4o, (6.51)
x50 x xn0 X N0 [y

Asadar, ambele derivate laterale in origine exista si sunt infinite dar difera ca semn. Semiaxa
(Oy), y > 0 este tangenta verticala la ambele ramuri ale graficului functiei in origine.
Dupa cum se va vedea in subsectiunea urmatoare, originea este punct de minim local

si chiar global pentru ambele functii f & g.
]

Aplicatii cu functii derivabile - II

FD-A .2 Sa se calculeze derivatele laterale ale functiilor ce urmeaza in punctul indicat,
cf. cu (6.4).

' . x2 pentru x < 0
i = |x],x,=0; il = ’ =0;
@ fx) = [x], x, @ fGx) {2x pentru x>0, %o

-x pentru x < 0,

i) fG) =Y 2006 L entru x>0, %0~ 0

x

-x? pentru x < 0,
. . = 5
()  f(x) x2(2+cosl) pentru x>0, %m0

x
© e pentrt ¥ L 1L (i) £() = arosin—2% !
. o - x.=1; (vi x) = arcsin > Xp=13
Vx-1 pentru x>1, ° ea?”
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(x—l)arctgL1 pentru x # 1,
.

(i)  f(x) = xo=1;
0 pentru x =1,
(i) f(x) =e' 1= U x =1,
Raspunsuri. @  f£'(0)=-1, f,/'(0)=1;
@ f'(0)=0, f,;(0)=2; @)  £'(0)=-1, f;(0)=0;
() f'(0)=0, f,/(0)=0; W  f'(1)=0, f;'(1)= +e.

(vi) Pentru aceasta functie se poate calcula derivata sa cu regulile de derivare, inclusiv
pentru functiile compuse, dupa care se va trece la limita spre x, = 1, din stanga si din
dreapta. Se poate nota

2
2x =>u'=2(1 x°) .

1+x? (1+x2)?

(6.52)

u' o 2(1-x% 1+x? [ sgn(l-x2)
- : -2 .

J1 -2 65 (1+x%)? |1-x?] 1+x2

pentru |x|<1,
1 +x

653 = f'@®={ : (6.54)
pentru |x|>1.

(arcsinu)' = (6.53)

1+x
(6.54) = f'1)=1, f,/(1)=-1
Cei interesati urmeaza a determina si derivatele lateralein -x; = -1.
(vi) fim L) =Sy, a1rctgL = arctg(-%) = -~ ;
x”1 x-1 x”1 x-1 2
fim L&) ) _ a1rctgL = arctg(+%) =~
x%1 x-1 x%\1 x-1 2
el¥-1 -1 . el ¥ -1
11m—1 = llml— =-1,
(i)  lim L&A ft * st ~(1-%) (6.55)
x>1 x-1 . e|x 1|_1 e* 1_1

5
1l
.é'_.:
1l
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In determinarea limitelorlaterale din (6.55) a intervenit limita fundamentala folosita
siin|E 6.5(; cititorii interesati vor preciza preciza substitutia folosita in fiecare din cele doua

cazuri si vor trage concluzia asupra derivabilitatii lui f in punctul indicat.

Studiul variatiei funciiilor cu ajutorul derivatelor

Prin variatia unei functii inteleg comportarea acesteia pe domeniul sau de definitie,
sub diverse aspecte : monotonia, intervalele de continuitate, eventualele puncte de
discontinuitate si natura acestora, existenta asimptotelor orizontale, verticale sau oblice,
tangentele in anumite puncte ale graficului functiei, eventualele puncte de extrem local si
natura acestora (inclusiv valoarea extremelor respective), puncte de extrem global,
multimea valorilor f(D) si marginile acesteia.

Pentru un astfel de studiu, notiunile si exemplele oferite in § 4 - LIMITE ale
FUNCTIILOR REALE, § 5 - CONTINUITATE si (cele prezentate pana aici in) § 6 -
FUNCTII DERIVABILE sunt nu numai utile ci chiar necesare. Mai trebuie doar amintite
cateva proprietati si notiuni (studiate sila ANALIZA MATEMATICA in liceu).

Monotonia functiilor derivabile

Functia f: D— R (D < R) este monoton crescatoare / descrescatoare pe intervalul
Ic D daca

Y e < Jx) <f(x): f7 pe l; -
(Vxp,x,€1) x;<x, = Fx) > £(x,): f pe 1. (6.56)

Daca inegalitatile dintre valorile functiei care intervin in (6.56) sunt stricte, functia va fi
strict crescatoare / strict descrescatoare. Monotonia functiile derivabile este caracterizata
prin

PFD.8 | Functia f: D —> R (D < R),derivabila pe intervalul I c D, este monoton
crescatoare / descrescatoare pe I daca sinumaidaca f'(I)>0 | f'(I) < 0.

Aceasta caracterizare rezulta imediat din definitia (6.2) a derivatei, extinsa la intregul
interval I, tindnd seama de semnul raportului incrementar. Desigur, pentru monotonia
stricta — in fiecare din cele doua variante — semnul derivatei din aceasta caracterizare va fi
strict. De obicei, derivatele (implicit si semnul lor) se considera pe intervale deschise ; insa
monotonia functiei este caracterizata si pe intervalul inchis (sau semiinchis) rezultat prin
completarea intervalului deschis cu (una sau ambele) extremitati ale sale, daca functia este
continua. Urmeaza cateva exemple.

E68| f:R—R, f(x)=sinx.
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Graficul acestei functii este cunoscuta sinusoida. Functia este continua si peste tot
derivabila, avand derivata f' (x) = cosx. Eaeste crescatoare, respectiv descrescatoare, pe
intervale de lungime = :

<
(Vx,x,e[n/2,37/2]), *1 sinx, > sinx, : sin s pe [w/2,37/2]

{(Vxl,x2 e[-wn/2,=m/2]), { sinx, <sinx,: sin # pe [-®/2,w/2];
X,

Evident, f'(x) =cosx>0 pe (-m/2,7/2)si f'(x) =cosx<0 pe (n/2,37/2).
Avand in vedere periodicitatea sinusului, monotonia sa crescatoare / descrescatoare se
verifica pe orice interval de forma [2km - ®/2,2k=® + n/2] (k intreg), respectiv
¢ +m/2,20m +3w/2] ({ intreg).

Cititorul interesat va descrie variatia functiei g: R — R, g(x) = cosx.
Ll

E69| f:R—R, f(x)=x". (6.57)

Aceste este unul din cele mai simple exemple de functie (putere naturala) care este
strict crescatoare pe R. Intr-adevar,

(Vx,x,eR) x,<x, = f(x,)-f(x,) = x23 _ x13 _
= (% = x) (3] + %%, 4x]) > 0 5 f(5) > £(x,). 6.58)

In membrul stang din (6.58), al doilea factor din descompunerea diferentei de cuburi este
strict pozitiv pentru orice valori ale celor doua argumente. Pe de alta parte, derivata functiei
este f'(x) = 3x2> 0. Singurul punctin care se anuleazi derivataeste x = 0 ; aceste este
un punct de inflexiune, in care graficul functiei isi schimba concavitatea : el prezinta
concavitate orientata spre y <0 pentru x < 0, respectiv spre y >0 pentru x > 0. Acest
exemplu simplu arata ca o functie poate fi strict crescatoare pe un interval chiar daca prima
sa derivati se anuleaza in unul (sau mai multe puncte) din acel interval. In origine, graficul
functiei are ca tangenta chiar axa absciselor (Ox). Cititorii interesati vor putea verifica
aceeasi comportare pentru orice putere impari alui x, de exemplu g(x) = x°>.

Ll

E610| (1) f:(-m/2,m/2)—™ R, f(x)=1tgx;

i) g:R—>(-w/2,n/2), g(x) = arctgx.

(1) Derivata tangentei a fost data in lista de 1a pag. 87. Ea este strict pozitiva pe intervalul
de definitie intrucat 7'(x) = 1/cos?x. Insia monotonia crescatoarealui fpoate fistabilita
si direct, conform cu definitia din (6.56).

(Vx,x,e(-®n/2,7/2)) x;<x, = f(x,)-f(x)) =tgx, - tgx, =
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sin x sin x sinx, COSX, — COSX, Sinx sin(x, - x,)
2 1 2 1 2 1 2 "%
= —_ = = > 0 (6'59)
cosx,  COSX, COS X, COS X, COS X, COS X,

pe intervalul de definitie. Aceasta inegalitate din (6.59) rezulta din monotonia strict
crescatoare a functiei sinus pe intervalul (-w/2,m/2), precum si din semnul functiei
cosinus pe acelasi interval. Sa mai obervam ca  f'(0) = 1/cos20 =1, de unde rezulta ca
functia are ca tangenta in origine la graficul ei bisectoarea I-a, a carei ecuatie este y =x. Si
pentru aceasta functie originea este un punct de inflexiune, la fel ca pentru functia din
exemplul precedent.

(i) Functia g: R— (-7w/2,7m/2), g(x) = arctg x este inversa functiei precedente.
Se poate verifica ca inversarea unei functii strict monotone 1i pastreaza aceasta proprietate,
Intr-adevir, daca 1 este (strict) crescatoare rezulta din (6.56) ca

Vx,x,el) x;<x, = f(x)<f(x,) = y,<y,, cuy, =f(x),i= 1,2. (6.60)
Inversa unei functii g: 7— J (cu g(I) = J) se defineste ca fiind o functie

h:J—1,(Vyeld) h(y)=x = g(x) =y. (6.61)
(6.61) = (Vxel) h[g(x)]=x = heg=id, cu (V xeI)id,(x) = x.

Inversasenoteaza h = g~ !. Incazul functiilor tg si arctg, notatecu f & g in (I) si (id),
avem g~! = fsau g = f°! <= arctg = tg"!. Pentruademonstramonotonia crescatoare
a arc-tangentei, aplicam functia ! = arctg inegalitatii din (6.60) si obtinem

(Vyi: 3, €R) ¥y, <y, = g(¥)<8(,)
intrucat g(y,) = g[f(x)] =id,(x) =x, (i =1,2) & x,<x,.
Dar monotonia lui g(x) = arctg x rezulta si cu folosirea derivatei sale,

(arctgx)' =

2>0 = arctg ~ pe R.
1 +x

Sa mai observam ca

ORI

1+x2]xo b

decisi g(x) = arctgx are catangenta in origine bisectoarea I-a, (y =x).
HoMEWORK. A se studia variatia (monotonia) functiilor
@) f:(0,m)—> R, f(x)=ctgx;

(iv) g:R— (0,m), g(x) = arcctgx.
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Sa se arate ca functiile de mai jos sunt descrescatoare pe domeniul lor de definitie.

() R RV{1}, f(x) =

x+1 .
b
¥ -

X

) fR—>R, f(x)=-—F2

x2+1

Sa se arate ca functiile de mai jos sunt crescatoare pe domeniul lor de definitie.

(vii) f:R— R, f(x)=x3+9x2+27x + 10 ;

(viil) f:[-1,1]— R, f(x) = arcsinx - xy 1 - x?2.

Extremele (locale / globale ale) functiilor reale

Functia f: D — R (D c R) admite un minim / maxim local in punctul x, € int D daca
exista (cel putin) o vecinatate Ux0 a acestui punct pentru care

f(UxoﬂD) > f(x,), | respectiv f(UxoﬂD) < f(x,)- (6.62)

Cu alte cuvinte, x, € int.D este un punct de minim & maxim local daca valoarea functiei in
acest punct este mai mica / mai mare decat valorile sale dintr-o vecinatate (suficient de
mica). Conditia ca un astfel de punct de extrem local sa fie un punct interior domeniului de
definitie nu este una esentiala. De exemplu, anumite functii definite pe un interval inchis
pot avea extrem local (sau global) in capetele intervalului sau in unul dintre acestea.

Un punct x, € intD este un punct de minim / maxim global pentru functia f* daca

f(D) > f(x,), | respectiv | f(D) < f(x,). (6.63)

Cu alte cuvinte, intr-un punct de minim global functia ia o valoare mai mica decat toate
valorile sale pe domeniul de definitie; evident, valoarea functiei intrun punct de maxim
global majoreazi valorile functiei pe intreg domeniul D. In mod firesc, un punct de minim
global nu poate fi si unul de maxim global decat in cazul absolut banal in care functia este
constanta pe domeniul sau de definitia: f(D) = {c¢}, ¢ € R. Dar — in acest caz — toate
punctele din domeniu sunt puncte atat de minim cat si de maxim ; este un caz degenerat
care nici nu merita discutat. Asa cum am notatsiin § 1 - SUBMULTIMIdin (R, <), putem
scrie

min /(D) = Irgnf = f(x,), max f(D) tmng=f(x*)- (6.64)

il

not 0
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Evident unele functii pot admite extreme locale sau/si globale iar altele nici macar
vreun extrem local. Un exemplu il ofera functiile strict monotone pe tot domeniul, ca cele
din E6.9 si E6.10, (7)- (iv) prezentate anterior.

E611| () f:(-1,3]1—R, f(x)=2-(x-1)?%;

s ) _ Jcosx pentru x * m/2,
(H) g'[Oan]»Ra g(JC)—{ A. pentru x=T|:/2.

(1) Graficul functiei reprezinta o portiune din parabola cu concavitatea spre y < 0, avand
punctul de maximin x, = 1 = f(1) = 2. Intervalul pe care este definita functia limiteaza
valorile acesteia la un interval marginit :

lim f(x) = lim [2-(x-1)?]=-2, f(3) = -2. (6.65)

x% -1 xw -1

Rezulta din (6.65) precum si din valoareain 1 mentionata mai sus, ca acest x, = 1 este

un punct de maxim local, dar este si unul de maxim global conform cu definitia din (6.63) -
(6.64), avand in vedere ca f(D) = f((-1,3]) =[-2,2].Tot din (6.65) urmeaza ca
valoarea functiei in 3 este chiar minimul global. Asadar,

min f(D) = min f = -2 =f(x,) cu x, =3,
(-1,3]

max f(D) = max f=2=f(x*) cu x*=1,
(-1,3]

Daca se considera comportarea functiei la dreapta punctului a = - 1, intr-o vecinatate
suficient de mica, valoarea minima = - 2 este aici doar un infimum local.

O]

cosx pentru x # m/2,

A pentru x = T/2 (6.66)

(i) Variatia functiei g: [0, t] = R, g(x) = {

pe [0,7/2) U (x/2, ] estebine-cunoscuta din variatia functiei cosinus in primul semicerc
al cercului trigonometric. Insa functia g a fost modificata in centrul intervalului dandui-se
valoarea

g(m/2) = A € R. (6.67)

De valoarea acestui parametru va depinde si natura punctului x,= m/2. Functia
g(x) = cosx este strict descrescitoare pe reuniunea [0, /2) U(n/2,n], dela 1 1a -1.
Luind in considerare si valoarea din (6.67), apar urmatoarele situatii posibile :
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Tabel 6.2 Natura punctului x, = ©/2 pentru g din (6.66)

g(mn/2)=21€eR g(x,)vs. g(an) Natura punctului x, = ©/2
A< -1 a( Uxo) > g(x,) minim local si global
= -1 a( Uxo) > g(x,) = g(n) | minim local si global
-1<A<0 g( Uxo) > g(x,)> g(m) minim local, nu si global
A=0 g( U;o) > g(x,)> g( U;o) nu este punct de extrem
0<A<l1 g( Uxo) <g(x,) maxim local, nu si global
A=1 g( Uxo) <g(x,) =g(0) maxim local si global
A>1 g( Uxo) <g(x,) maxim local si global

Studentii interesati isi vor putea confirma concluziile din coloana a III-a trasand
graficul functiei, cu punctul (=w/2, g(m/2), in fiecare din cele 7 situatii (pozitii ale lui
g(m/2) = A) fata de intervalul [-1,1] si fata de valorile g(UX ) dintr-o vecinatate
punctata a punctului x;= /2, Uxo = Uxo\ {x,}.precum si fata dé) valorile din restul
domeniului de definitie, adica g([0,n/2)U(n/2,n])=[-1,0)U(0,1].

Pelinialui A = 0 apar vecinatati punctate laterale. O

Exemplul anterior, cu functia din (i) , arata ca pot exista extreme locale in care functia
nu este derivabila si nici macar continua. Se poate verifica, totusi, ca pentru fiecare caz in
care x, = 1/2 este un punct de extrem local, derivatele laterale in acest punct au dsemne
contrare, inclusiv daca aceste derivate laterale sunt infinite.

| sinx | pentru x € [0,37/2],

E6.12 | f:[0,2n] >R, f(x) = iz(x -27)? pentru x € (3m/2,2x]. (6.68)
T

Functia isi schimba expresia analitica in punctele x, = & si x, = 37/2; aceastaeste

sin x pentru x € [0, ],

- sinx pentru x € [n,3w/2],

f(x) = (6.68"

— (x - 27)? pentru x € (37/2,2x].
T

Limitele functiei in cele doua puncte sunt
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lim f(x) =sin0 =0 = f(0) = lim (-sinx) = lim f(x) ;

X7 XNT x\1

lim f(x)= lim (-sinx) =1=f(3n/2) = Ilim i(x -2m)? = lim f(x) ;

x7371/2 x”371/2 xw3n/2 2 xal

Asadar, functia este continua pe intreg intervalul de definitie [0, 2 ]. Derivata functiei este

cOS X pentru x € [0, ],

- Ccosx pentru x € [w,37/2],

f(x) = (6.69)

—2(x -27) pentru x € (3nw/2,27].
T

O imagine mai clara a variatiei functiei se poate obtine cu ajutorul unui tabel al semnelor
derivatei, care va indica si intervalele de monotonie.

Tabel 6.3 Variatia functiei f din (6.68)

Intervalul (0,m/2) (m/2,7) (m,37w/2) (3m/2,2m)
f'(x) 1 + 01]0 - -1 01 + 0|-4/% - 0
f(x) ” N ” N

Extreme |0 M=1 m=20 M-=1 0

Pe ultima linie a tabelului sunt indicate valorile de minim m = 0, respectiv cele de maxim
M = 1. Constatam ca atat minimele cat si maximele nu sunt numai locale ci chiar globale:

m=0=/(0) = f(m) = f(2m), 6.70)

M=1=f(n/2) = f(37/2). '
Pentru o eventuala reprezentare cat mai fidela a graficului functiei pot fi utile si derivatele
laterale in extremitatile celor 4 subintervale ; acestea vor fi egale cu pantele tangentelor la
graficul functiei in aceste puncte, spre interiorul fiecarui interval. Introducem aceste valori
ale derivatelor laterale in Tabelul 6.3 de mai sus, pe linia derivatei., scrise in culoare
mauve. Cititorii interesati dispun de suficiente informatii pentru a trasa graficul acestei
functii.

Aplicalii cu functii derivabile - III (Extreme locale)

Sa se determine punctele de extrem si extremele locale / globale ale functiilor :

@ f:R— R, h(x)=2cosx +x2;
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(1) g:R—R, g(x) =x>(x-12)%;
(@) h:R-—> R, h(x) =2sin2x +sindx ;

2 _
(iv) k:R\{1}— R, k(x) - %
—

Asimptotele unei functii reale

Asimptotele sunt drepte sau semidrepte din planul graficului functiei G g fata de care
graficul functiei se apropie oricat de mult atunci cand argumentul functiei tinde spre un
anumit punct de acumulare al domeniului ei de definitie. Aceasta nu este o definitie
riguroasa ci — mai curand — o descriere intuitiva. Fiecare dintre cele trei categorii de
asimptote este caracterizata analitic printr-o ecuatie, ceea ce presupune existenta unor
minime cunostinte de GEOMETRIE ANALITICA asimilate in liceu.

Nota. Notiunea de asimptota nu este efectiv legata de cea de derivata / derivabilitate, dar
cunoasterea asimptotelor (atunci cand ele exista) permite o evaluare mai exacti a
comportarii functiei.

Asimptote verticale. Functia f: D — R (D c R) admite dreapta de ecuatie x = a drept
asimptota verticala daca a € acc D sidaca cel putin una dintre limitele laterale ale functiei
in a este infinita :
lim f(x) € { -, +o} sau lim f(x) € { -, +}. (6.71)
x”a XNa
Evident, limitele laterale din (6.71) pot fisi egale. Daca, de exemplu, f(a - 0) = - intimp

cef(a+0)=10€e R, dreapta de ecuatie x = a este asimptota verticala pentru graficul
functiei situat in semiplanul caracterizat prin (x < a).

E 6.13 Functiile

1 1
fx)=— & gx) = — (6.72)
x X
au ca asimptoti verticald axa ordonatelor (Oy): x = 0. Intr-adevar,
lim £(x) = lim & = -, lim f(x) = lim & = +oo.
x”0 x”70 X x%0 x%0 X

Aceasta este cunoscuta hiperbola echilatera care are drept asimptote chiar axele de
coordonate (Oy):x =0 & (Ox): y =0. Analog
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lim g(x) = lim 1. +oo = lim g(x) ;

x”0 x”0 x2 x%0

asadar, a doua functie din (6.72) are ca asimptota verticala nu intreaga axa a ordonatelor ci
doar semiaxa sa pozitiva, (Oy)":x =0 & y>0.

Asimptote orizontale. Functia f: D — R (D < R) admitedreaptadeecuatie y = b drept
asimptota orizontala daca +« € acc D si daca cel putin una dintre limitele functiei spre
—-oo [ +c0 este = b e R:

lim f(x) = b sau lim f(x) = b. (6.73)

X > —o X > too
Un prim exemplu il ofera chiar ambele functii din (6.72) intrucat

lim f(x) = lim g(x) =0,

x>t x>t

deci axa absciselor (Ox): y = 0 le este asimptota orizontala atat spre -« catsispre +c.
Doua dintre functiile circulare inverse au si ele cate doua asimptote orizontale :
lim arctg(x) = -m/2, lim arctg(x) = /2.
X> - X > too

lim arcctg(x) = m, lim arcctg(x) = 0.

x> —o X > too

2
E6.14 | f(x) = 3x—x2+2 (6.74)
x
42
6.74) = lim f(x) = lim 22" *2 _ 1 lim f(x) = ~».
x>+t x>+t x2 x>0
Deci functia are dreapta de ecuatie y = -1 ca asimptota orizontala spre -« & +« si
semiaxa (Oy)™: x = 0 & y <0 caasimptota verticala spre - . O

Asimptote oblice. Functia f: D — R (D c R) admite dreapta de ecuatie y = mx +n
drept asimptota oblica daca +« € acc D, daca cel putin una dintre limitele functiei spre — oo / +
este =~ gidaca existain R

fim LX) - im [f(x) - mx] = n. (6.75)
X

x>t x> too

Evident, fiecare din limitele care intervin in (6.75) se determina separat spre — , respectiv
+0o, Deci trebuie calculate 4 limite. Este posibil ca functia sa admita o singura asimptota
oblica spre -« , respectiv +e sau sa admita doua asimptote oblice diferite.
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E 6.15

3x3+1

- - (6.76)
x2-3x+2

(i) fa)=2x+%; i) g(x) -

(1) Cu definitiile de mai sus, cititorul urmeaza sa verifice ca f: R* — R din (6.76)
admite dreaptade ecuatie y = 2 x caasimptota oblica atatspre —e catsispre +e . Functia
mai are si axa ordonatelor (Oy): x = 0 ca asimptota verticala, atat spre —eo cat si spre

+ oo,

@

\

3
lim &)y 3x"+1 4 S m=3;
xmte X x>te x3-3x2 +2x
(6.77)
3x3+1

lim [g(x) - 3x] = lim

x> Lo x> too

-3x|=9 = n=09.

x2-3x+2

Asadar, functia g : R\ {1,2} — R admite dreapta de ecuatie y = 3x + 9 ca asimptota

oblica. C
(x =1)

ititorul interesat va putea constata ca functia admite si doua asimptote verticale,
& (x =2).Serecomandaincercarea de a trasa graficul functiei ; acesta va necesita

un spatiu mare pe verticala. Se poate folosi si prima derivata pentru a determina intervalele
de monotonie si extremele locale.

Aplicatii cu functii derivabile - IV (Varialia functiilor, asimptote)

FD-A .3 | Sasestudieze variatia (monotonie, extreme locale, asimptote) pentru functiile

@)

(ii1)

)]

(vid)

(1x)

(x1)

fy = A=07, () fx)=2]x] +3;
X
fa) = ()  fo)- X4
x2+1 (x-2)2(x +1)
fay = 3221, W) fx) = V3xtox;
X — X
1
Fx) =xe*; Wit fx) = —2
1+e1/x
f(x) = 3x-2, Inx?; (x) f(x) =In(1 - 2cosx).
-
1
f(x) = |x|e* 2 (i) f(x) = —=

Vix-1]
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Derivate de ordina superior ; formula lui Taylor.
Derivatele de ordin # (n > 2) ale unei functii f: D — R (D c R) se definesc mai intéi

punctual, apoi pe intregi intervale, prin derivare repetata :

Fr(xg) = (F)'(xy) = lim 2007 ()

def x—»xo X - xo

(6.78)

Evident, limita de mai sus trebuie sa existe ; daca ea este si finita, atunci functia este
derivabila de ordinul doi in punctul respectiv. Derivatele de orin superior (mai mare sau
egal cu 2) se definesc recursiv prin

(6.79)

f(n) (xo) — (f(n—l))v(xo) - lim f(”_l)(x) —f(n—l)(xo) .

def x->x, X - xo

Formula de derivare de ordinul » (n > 2) se poate defini si scrie si pentru un punct
curent x € D, _, . (f):

f(n)(x) = (f(n—l))v(x) = lim f(n_l)(x"'h) _f(n_l)(x) . (6.80)

def h>0 h

Tinand seama de notatia pentru operatorul-derivare din (6.13), operatorul de derivare de
ordinnul » (n > 2) se poate scrie

ar__d [a~! | (6.81)
dx" dx| dx"

De asemenea, se poate defini diferentiala de ordinul n (n > 2) intr-un punct fixat
X, siapoi intr-un punct curent x prin

d"f(xy,dx) = fP(x)dx" = fP(x,) (x - x,)". (6.82)

d"f(x,dx) = f®(x)dx" = f®(x)dx". (6.83)

Precizam ca in ambele expresii (6.82) & (6.83) dx” nu reprezinta diferentiala functiei
putere ci puterea n a variatiei argumentului dx. Asa cum am vazut si la inceputul acestei

sectiuni (pag. 85) — formulele (6.13) - (6.15), variatia argumentului fatd de un punct curent
x se poate notasi &, iar expresia diferentialei de ordinul » din (6.83) devine
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d"f(x,h) = fP@@)h" = fO(x)h". (6.83")

Operatorului diferential de ordinul n se defineste recursiv, si se exprima cu ajutorul
operatorului de n-derivare din (6.81) astfel :

A" gxn s dr=9_pn, (6.84)
dx” dx”

d"=dd""', d"=

Unele functii reale admit derivate de orice ordin, iar acestea se pot determina mai
simplu sau mai dificil, in functie de natura functii. In cazul unor functii elementare cum este
functia putere naturala sau functia polinom, acestea se pot deriva de oricate ori dar
derivatele devin identic nule dupa un anumit ordin (egal cu exponentul puterii respective
sau cu gradul / oridinul polinomului). Urmeaza cateva exemple.

E 6.16 | Derivatele de ordinul n pentru functia putere naturala si functia polinom.

@D f(x)=x"= f'(x)=nx""1, f"xX)=n(n-Dx""2, ., f®(x)=n!.

(i) p(x)=ayx"+a,x" '+ .+a _,x+a

n-1 n'

Derivata de orice ordin a functiei polinom se poate obtine usor cu formula de derivare a
functiei putere. Se poate constata ca ultima derivata nenula (nebanala) este cea de ordinul

n, sianume p ™ (x) = a,n!; toate derivatele de ordin > n sunt identic nule.
Derivatele de ordinul 7 ale unor functii trigonometrice.
(i11)) f(x) =sinx, (iv) g(x) = cosx.

Cele doua functii trigonometrice sunt indefinit derivabile, adica derivabile la infinit (de
oricate ori), iar expresiile derivatelor lor se repeta periodic cu perioada 4 (relativla ordinul
de derivare). Utilizand cele doua formule specifice de derivare de la pag. 89 avem

f'(x)=cosx, f"(x)=-sinx, f®(x)=-cosx, f®(x)=sinx =

sinx pentru n = 4k,

cosx pentru n=4k+1,

= (sinx)™ = (6.85)

-sinx pentru n =4k+2,
-cosx pentru n =4k+3.

Evident, k din (4.85) este orice numar natural. Analog,

g'(x)=-sinx, g"(x)= -cosx, g®(x)=sin, g*®(x)=cos =
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-sinx pentru n = 4k,

-cosx pentru n=4k+1,

= (cosx)™ = (6.86)

sinx pentru n=4k+2,
cosx pentru n =4k+3.

Se poate verifica faptul ca derivatele de ordinul n ale functiuilor trigonometrice
fundamentale se pot scrie mult mai simplu tinand seama de comportarea functiilor sin &
cos la majorarea argumentului cu multipli de /2 :

(sinx)™ = sin(x + nw/2); (cosx)™ = cos(x + nm/2). (6.85' - 6.86")
W) f(x)= %, (wi) g(x)=Inx.
fl(x) = = ;_12, frx) = = (‘11(3‘2) . fO(x) = (‘1)(;24)(‘3) .
o [y = ED L (6.87)
xn+1

Formula de derivare din (7.87) se poate verifica prin inductie /7 : HOMEWORK.
(vi) Intrucét

g'(x) = (lnx)'= 1
X

rezulta ca derivata de ordinul » alogaritmului natural este cea din (6.87), dar “Intarziata”

cu o unitate de ordin :

g(n)(x) - (lnx)(”) - (‘l)nfl(n -1! . (6.88)
xn

E 6.17 | Formula lui Leibniz de n-derivare a produsului de functii.

Daca functiile u#(x) & v(x) sunt derivabile pana la ordinul » inclusiv atunci

[u(x)v(x)]™ = Z CFu@-Px)v®(x). (6.89)
k=0

Formula (6.89) se demonstreaza prin inductie dupa n : EXERCITIU !
Ca exemplu concret, se poate aplica formula lui Leibniz la functia

f(x) =x3Inx.
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Ambii factori u(x) = x 3, v(x) = Inx sunt indefinit derivabili, insa derivatele primului
factor u(x) = x 3 se anuleaza dincolo de ordinul 3, in timp ce al doilea factor are derivate
nebanale de ordin oricat de mare. Asadar, in membrul drept al formulei (6.89) vor exista
numai 4 termeni nenuli si nu are sens aplicarea formulei (6.89) pentru » > 3 ; pentru
n = 3 scriem derivatele pana la ordinul 3 sau 4 ale celor doua functii :

u(x)=x3, u'(x)=3x2, u"(x)=6x, u"(x)=6, u®P(x)=0;

() =Inx, v'(x) = 4, v(x) = - =, u"(x) = 2, vOx) = - L
X x2 x3 x

Va rezulta expresia derivatei a 3-a a functiei ca o suma de 4 termeni si anume

3
O = nn)® =) C:u“‘k)(x)v(k)(x) =
k=0
=6lnx + C31~6xl + C32-3x2(—i) fx3 2 -
2 3
x x x
=6lnx +18-9+2 =6Inx + 11. O

Formula lui Taylor

Aceasta este o formula de aproximare a unei functii f(x) care admite derivate pana la un
anumit ordin #n + 1, printr-un polinom de ordinul n ; acesta se numeste polinomul lui
Taylor. Aproximarea este valabila intr-un punct x, din interiorul domeniului de n-
derivabilitate a functiei. Expresia polinomului Taylor de ordinul # este

£1(x) CACO IO AICN
1! 2! nl

T,(x) = f(xy) + (x -x,) + (x -x4)". | (6.89)

Formula lui Taylor exprima functia f(x) ca suma dintre polinomul Taylor din (6.89) si
un termen care evalueaza eroarea de aproximare si care se numeste rest. Exista mai multe
variante pentru expresia analitica a restului ; una din cele mai cunoscute si utilizate este cea
a restului (sub forma) lui Lagrange, care implica derivata de ordin n + 1 intr-o vecinatate

apunctului x;:

f(n+1)[x0 + e(x _x())]
(n+1)!

R, (x) = x-x)"t . (6.90)

Argumentul derivatei din expresia (6.90) este un punct situat intre x, si x intrucat
coeficientul 6 € (0, 1). Asadar, formula lui Taylor pentru functia f(x) este
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Jf(x) =T,(x) + R,(x) (6.91)

unde cei doi termeni sunt polinomul Taylor din (6.89) si restul din (6.90).

Restul din formula lui Taylor, sub oricare din feormele sale, are o importanta speciala
intrucat el permite evaluarea preciziei sau acuratetei cu care polinomul Taylor aproximeaza
functia data. Daca se precizeaza intervalul sau vecinatatea pe care se scrie formula lui
Taylor, restul poate fi majorat cu o constanta care multiplica puterea n + 1 a variatiei
argumentului in (6.90) sau chiar cu o constanta propriu-zisa, daca se fixeaza ordinul »
pentru care se scrie formula. Aceste consideratii vor fi ilustrate in cadrul unor exe,mple si
aplicatii care urmeaza.

In cazul in care functia si derivatele sale exista (si sunt continue) intr-o vecinatate a
originii, se poate scrie fromula lui Taylor pentru x, = 0; se obtine astfel

Formula lui McLaurin :  f(x) = M, (x) + R, (x) unde

M (x) = £(0)+ L0 oy L1O) po 1 SOUO) L (6.92)
1! 2! n!
:f(n+1)(ex) n+l
R, (x) D! xmh (6.93)

E 6.18 | Formula lui McLaurin aplicata functiilor elementare

X

e*, sinx, cosx

— care sunt indefinit derivabile — conduce la aproximari ale acestora prin polinoame.

X x  x? x"
e _1+ﬁ+§+m+n" (6.94)
. x  x3 x5 ,oximlo
sinx = —' - —' + —' + .. +(_1) —_', (6.95)
1! 3! 5! 2m-1)!
2 4 6 2m
cosx~1-2 -2 X  Lpn 2 (6.96)
2! 4! 6! (2m)!

Determinarea derivatelor de orice ordin pentru alte functiiindefinit derivabile, precum
si scrierea formulei lui Taylor & McLaurin, fac obiectul aplicatiilor ce urmeaza.
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Aplicatii cu functii derivabile -V :
Derivate de ordin superior ; formulele lui Taylor - McLaurin

FD-A .4| Sa se determine derivata de ordinul n pentru fiecare din functiile :

M S = ar L @ fe -V
B © - . _ 2x - 1 .
@) f(x) = In(1 +x); )  f(x) PRI

Pentru functia din (iv) se recomanda descompunerea acestei functii rationale in fractii
simple, dupa care se aplica expresia derivatei gasite la exercitiul (i) ; a se vedea si n-derivata
din (6.87).

W)  f(x) - e cos(bx) ; (vi) f(x)—lg‘.

Sa se scrie formula lui McLaurin pentru functiile :

(i) f(x) =

,a>-1; (viii) f(x) =2cos’x ;
X +a

(ix)  f(x) =In(1 +x) sisaseevaluezerestul R (x) pe intervalul [—% ,%] ;
(x)  Sasedesvolte functia f(x) = ¢* dupa puterile binomului (x +1).

(x1) Sa se desvolte polinomul p(x) = x° - 2x? +3x + 5 dupa puterile binomului
(x-2).

Sa se evalueze eroarea comisa in aproximarile McLaurin pentru functiile :

3 2
(xii) sinx:x—%, x|<%; (xiit) 1 +x:1+§—%, xe[0.1].

Sugestii de rezolvare — raspunsuri.

(i) Asevedea(6.87) ; f(”)(x)=7(_l)nn! X
(x+a)"*!
(i) f&) =Vx =% 5 £ =257 5 =L (-2 5.

R A R NI I Y U R DIER

[N
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1(-2)(=5) . [1-(n-D] 3-» (6.97)
3n

Cititorul interesat va putea verifica expresia din (6.97) prin inductie / n.

(i11) A sevedea |E 6.16| - (vi), din care se obtine

FO @y = [In(1 +x)]@ = DM@ -DL
(1+x)"

(iv) Conform recomandarii din enunt, functie se poate rescrie sub forma

O R s A €O G DL T] [N T |
x-2 x+1 @ (x-2)""1  (x+ 1)

Pentru (v) se va aplica formula lui Leibniz de n-derivare a produsului de functii, deci
(6.89) de la pag. 108. Aceeasi formula se va aplica si la functia din (vi) , dar dupa scrierea
acesteia ca o suma de functii.

(vit) Functia se scrie ca o putere rationala si apoi se aplica repetat formula de derivare
aunei puterireale ; faptul ca argumentul este deplasat cu constanta a este un detaliu minor.

f(x) =

=(x+a) 2 = f'(x) =(—%)(x +a) 3% o
X ta

1
-DH)"2n-1)!! - (n+1)
o f(yy = EDTCroDR s : (6.98)
27!

Semifactorialul care apare la numaratorul coeficientului din (6.98) este produsul primelor
n numere naturale impare. Cititorii interesati vor putea verifica expresia (6.98) a acestei
n - derivate prin inductie / n. Formula McLaurin se scrie pe baza valorilor functiei si ale
n - derivatelor sale din (6.98), inlocuite in formula (6.92), adica

' " (n)
F(x) = £(0) + fl(?) x + fz('o) R A 1 X0)) (6.99)
Valorile functiei si ale derivatelor in origine sunt

nimo 1
£(0) = %,f’(O) = (-2)a2,., F™(0) = ) (2" D" 227 (6.100)
a

Din (6.99) si (6.100) se obtine expresia functiei din enunt sub forma
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1 1 1 , Ghren-n

= — - X+ ..
Jx+va Ja 2ya? onfg2n+l
unde restul se obtine din formula (6.93) :

R,(r) = L2208 e o CDT@nZ DY o (6.101)

X
(n+1)' 2n+1(n+1)!W

f(x) = x* + R,(x)

(viti)) Pentru a simplifica obtinerea n - derivatei acestei functii, ea se poate rescrie
dubland argumentul cosinusului :

f(x)=2cos?x =1 +cos2x = f'(x)=-2sin2x; (6.102)

in continuare, derivatele se repeta ciclic la distanta de 4 ranguri, ca in expresiile din (6.86)
pag.108, dar la fiecare derivare in fata functiei trigonometrice respective puterea
coeficientului 2 se mareste cu o unitate. Pentru a exprima derivatele de ordinul n ale
functiilor trigonometrice sinx & cosx, se poate verifica (exercitiu pentru cititor !) ca
acestea se pot scrie sub forma

(sinx) = sin(x +nm/2), (cosx)™ = cos(x +nm/2). (6.103)

Cu a doua dintre formulele (6.99), putem continua sirul derivatelor din (6.99) scriind
F®(x) = (cos2x)™ = 2"cos(2x +nmn/2). (6.104)
(6.104) = fF™(0) = 2"cos(nm/2). (6.105)

Folosind simbolul sumasiobservandca f(0) =2, polinomul McLaurin siintreaga formula
se scriu mai simplu sub forma

n n n+1
f(x) =2cos?x =2+ Y. 2 cos(n1t/2)x,,+ 2" cos(20x + nm/2)
k=1 n! (n+1)!

Evident, ultimul termen de mai sus este restul Lagrange pentru formula McLaurin.

x", 0<0<1.

(ix) Derivata de ordinul 7 a fost obtinuta mai sus, la exercitiul (i) :

) = [In(1 + )] - (‘”("1_1(”) =Dy (6.106)
+X

-D"n!
(1+0x)"*!

_ _ - ( l)n_l(n 1)' n ( l)nn! n+l _
= X =1In(1 +x) = x? + X =

(6.106) = f™(0) = (-1)* Y(n-1)", fFE**D(Ox) =
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v (D! ", - nel 6
kz::I n (1+ex)"+1(n+1)x ' (6.107)

Restul este ultimul termen din (6.107) ; evaluarea acestuia pe intervalul indicat in enunt
se realizeaza plecand de la

1

1
xe[—;,;]:otl<==> |x|s%. (6.108)
R, ()| = e B 20 <
(1+0x)"" (n+1) [1+0x|" " Y(n+1) @108
n+l n+l
(1/2) - a2 o (6.100)

T 1+0x|" N (m+ 1) (1/2)" (n+1) n+l

In ultima majorare din (6.109) am minorat numitorul pe baza inegalitatilor

x| <+ = |0x] <+ = -1<Bx<i = l<1+0x<2
2 2 2 2 2

1
2
= 1+6x=|1+6x|>%.

Asadar, peinterval I din (6.108) am determinat pentru rest majorarea simpla din (6.109).
Aceasta permite stabilirea numarului de termeni necesari in desvoltarea functiei din enunt
pentru a se obtine o aproximare cu o precizie impusa. De exemplu, daca se impune precizia

g, = 0.05 = 1/20 atuncivom gasinumarul de termeninecesari in polinomul McLaurin din

1 1

x)-Mx)|=|R(x)|<——<— =n+1>20 = n>19.
1) - M,(0)| = [R,()| < =
Prin urmare, polinomul McLaurin cu » = 19 va asigura o aproximare a functiei In(1 +x),
peintervalul I, cu o precizie de 5%. Sa observam ca polinomul respectiv ar avea efectiv 20
termeni, inclusiv f(0), dar aceasta valoare este In(1 +0) = In1 = 0. Sa mai observam ca
polinomul McLaurin din (6.107), scris explicit, are expresia simpla

n(l+x)=1-++ L - 4+l 0
x x? x"

(x) Pentru functia f(x) = e* trebuie scrisa formula lui Taylor (de ordinul 7) in jurul
punctului x,=-1:

e
2!

e 1 5 e !
(x+1) +...+—'(x+1)”+Rn(x)=
n!

-1
(D)

X

e*=e¢ 1+
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B n 1 )k e 0x-1
D S CAR) My x), R(x)=—(x+1)"*1. 6.110
> O e TR (6.110)
Exercitiu aditional : A se evalua eroarea (valoarea absoluta a restului) din aceasta formula
in functie de variatia absoluta a argumentului, pe intervalul 7 =[-2,0].

(xi) Desvoltarea polinomului p (x) = x3 - 2x2 + 3x + 5 dupa puterile binomului (x - 2)
revine la scrierea formulei lui Taylor in jurul punctului x,=2; in principiu, ordinul
polinomului Taylor poate fi oricare, dar este naturala alegerea ordinului 3 care va da o
desvoltare exacta (cu restul = 0)- Primele trei derivate ale polinomului, care sunt si cele
nebanale, sunt

p'(x) =3x2-4x+3, p"(x) =6x -4, p"(x) =6; (6.111)
(6.111) = p'(2Q) =3x2-4x+3, p"(x) =6x -4, p"(x)=6; (6.112)
(6.112) = p(x) =11+ 7(x-2)+4(x-2)*+ (x-2)3. (6.113)

Cititorul interesat va verifica expresia din (6.113) cu formula lui Taylor (6.89) ; restul
este identic nul intrucat a patra derivata a polinomului este = 0.

Erorile comise in aproximarile McLaurin pentru functiile din (x) & (xi) se vor putea
evalua prin inegalitati asupra valorilor absolute ale resturilor respective, pe intervalele
indicate.

(x11) Tinand seama de derivata de ordinul #n a functiei sinus, avem

(sinx)' = cosx = sin'(0) =1,

(sinx)" = -sinx = sin"(0) =0,

(sinx)" = -cosx = sin" (0) = -1, (6.114)
(sinx)® = sinx.

Cititorul va verifica, pe baza formulei McLaurin (6.92) pentru ordinul 3, ca expresia lui
M, (x) este cea din enunt. Restul este cel din formula (6.93) care — pentru functia sinx si
cu ultima derivata din (6.114) — devine

sin™® (0 x) o4 - sin(0x) 4.

R,(x) = a1 y ; (6.115)
pe intervalul din enunt avem
. 4
Ry = |0 af I o1 o L0
41 4! (412¢ 384
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(xiit) Primele doua derivate ale functiei f(x) =y 1 + x sunt

1 1
Wl+x)'=———, (Wl+x)"=-— . (6.116)
2v1 +x 4y (1 +x)3

(6.116) = £'(0) = % £70) = - %.

Tinand seama si de valoarea 1 a functiei in origine, se obtine cu formula McLaurin
polinomul de gradul 2 din enunt. Evaluarea restului necesita si derivata a treia,

S"(x) = S S (6.117)
8y (1 +x)°
Cu derivata din (6.117), restul lui Lagrange - McLaurin este
R,(x) = L'ex)x3 = 3 x3 = 1 x3. (6.118)
3! 8-314/(1 + 0x)° 16V (1 + 0x)5
Procedand in maniera in care am evaluat restul din exercitiul (vii) ,
xe[0,1] = O0xe[0,1) = 1+0xe[1,2) = 1+0x>1. (6.119)

Minorand numitorul din (6.118), sub puterea 5 si sub radicalul care conduc impreuna la o
functie crescatoare, obtinem

£"(0x) s
3!

- 1 |x3] <« — [x3] < —. (6.120)

|R2(x)| =
16¢(1 + 0x)° 16 16

Sa mai observam ca polinomul din enung este un polinom McLaurin de ordinul 2
pentru dezvoltarea functiei nu in centrul unui interval, cum se intampla in multe cazuri, ci
in extremitatea stanga a acestuia. Insa functia f(x) = V1 + x este definitipe (-1, +) si
se putea discuta aceasta desvoltare lucrand cu intervalul (-1, 1), de exemplu ; dar atunci
majorarea din (6.120) ar fi fost mai delicata.

Aplicatii la teoremele clasice asupra functiilor derivabile pe intervale.

E 6.19 | Sa sestudieze aplicabilitatea Teoremei lui Rolle pentru functiile de mai jos, pe
intervalele indicate.

i _ | cosx pentru x € [0, ©/4], _ o
@ /) = { sinx pentru x € (n/4,n/2]; I= {O’ E} (6.121)
(i)  f(x)=|x-1]3, I=10,2]. (6.122)
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Raspunsuri. Functia din (i) este evident continua pe intervalul I din (6.121) intrucat
expresiile sale analitice contin cate o functie trigonometrica, iar in centrul intervalului
limitele laterale sunt egale cu valoarea functiei :
f(x/4 -0) = lim f(x) = Q = f(n/4) = lim f(x) = f(wn/4 +0).
not x ” n/4 2 not x . m/4 not

£(0) = f(n/2) = 1. Insa functia nu este si derivabili in interiorul intervalului I intrucat nu
este derivabila in centrul acestui interval ; cele doua derivate laterale s-ar putea calcula cu
definiiile din (6.4), dar se poate trece silalimita in derivatele pe subintervalele stand si drept
inbtrucat acestea sunt continue :

-sinx pentru x € (0,m/4) = f'(n/4) = -1/y2,

f'(x) =
cosx pentru x € (n/4,m/2) = f,/(n/4) =1//2.

Asadar functia nu este derivabila in centrul intervalului si nu verifica una din ipotezele
Teoremei lui Rolle — | PFD.2| dela pag. 87.

Pentru functia din (#) situatia este similara ; a se verifica de catre cititor.

E 6.20 | Sirul lui Rolle.

Sub aceasta denumire se intelege o metoda pentru localizarea radacinilor unei
functii f, continua si derivabila pe intervalul ei de definitie. Se determina derivata f
impreuna cu radacinile ei

a,(i= 1,m), a,<a,<.<a,. (6.123)

In continuare se calculeaza valorile functiei in cele m radacini,

f(a) (i=1,m). (6.124)

Este important ca radacinile din (6.123) ale derivatei sunt numerotate consecutiv, in sensul
ca nu exista nicio alta radacina a saintre a,, a, ,, ; acestea se numesc radacini consecutive
ale derivatei. Radacinile derivatei si valorile functiei din (6.124) se trec (eventual) intr-un
tabel, pe linia valorilor inserandu-se si limitele functieila -<, respectiv +«, daca acestea
sunt puncte de acumulare ale domeniului de definitie. Pe aceasta linie a valorilor apar
implicit semnele functiei in radacinile a, (1 < i < m) precum si limitele spre - / +« daca
de semn, conform corolarului la Teorema lui Rolle (pag. 67) si a proprietatii lui Darboux,
intre aceste radacini ale derivatei va exista o radacina a functiei, deci a ecuatiei
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f(x) = 0. Formal,

f'(a) =f'(a,) =0 & flap) = f(a,.) <0 = (Fx,€(q,a,,,)) f(x)=0.

Aplicatiile mai interesante ale acestei metode o constituie cazul in care functia depinde si de
un parametru, de exemplu m ; implicit, si valorile functiei vor depinde de acesta, fiind de
forma f(a,,m). In mod necesar, si semnele acestor valori vor depinde de parametru, asa
incat discutia variatiei functiei depinde mai interesanta. Exemplul ce urmeaza ilustreaza
aceasta afirmatie.

Fie functia f(x,m)=x2-x-1lnx +m, x> 0. (6.125)
2 _
6125) = fl(x)=2x-1-L=-2*x-x-1. (6.126)
X X
'(x)=0 (:;6) 2x2-x-1=0 = ame{—%,l}. (6.127)

Intrucat functia este definita sau limitati) numai pentru x>0, se retine doar radicina
pozitiva din (6.127), cu valoarea corespunzatoare

f(1,m) =m. (6.128)

Semnul acestei valori va depinde de parametrul m, darinainte de a prezenta un prim tabel
al semnelor sa observam ca

m - Inx

x2

2

lim f(x,m)= lim (x2-x - lnx + m) = lim x =+, (6.129)

x> +oo x> +oo x> +o

1—l+
X

Mai este necesara si limita (la dreapta) a functiei in capatul din stanga al intervalului care
este originea :

f(0",m)=0-0+m-1In(0") = +oo, (6.130)

Semnul valorii din (6.128) este caracterizat prin tabelul

Tabel 6.4 Semnul valorii din (6.128)

meR f(1,m)=m
m<0 —
m =0 0
m>0 +
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Urmeaza, din acest tabel, ca vor trebui considerate trei cazuri, depinzand de pozitialui m € R
fata de radacina functiei din (6.128).

1° m<0 | Tabel 6.5-1 Radacinile si variatia functiei din (6.125)

X 0 1 + oo
f'(x) —e = 0 + o
£(x) to N 0 N — a0 P B

m<20

Radacini x,€(0,1) X, €(1,+)

Se observa din linia derivatei ca limita la dreapta in origine a acesteia este -<, deci graficul
functiei admite axa (O y) ca asimptota verticala (avand in vederesi f(0*) = +). Punctul 1
este un punct de minim (local si global), valoarea acestuia fiind negativa.

2° m =0 | Tabel 6.5-2 Radacinile si variatia functiei din (6.125)

X 0 1 + o0
f'(x) - — 0 + +o0
f(x) +oo “ m=0 ” ” +o0

Radacini x,=x,=1

Seobservaca x, =1 = a, esteunicaradacina atat pentru functie cat si pentru derivata, deci
este o radacina dubla pentru functie. Ca si in cazul precedent, 1 este un punct de minim
(local si global), dar minimul respectiveste = 0 ; graficul functiei este situatin semiplanul (x > 0),
mai exact in primul cadran al sistemului de coordonate, iar semidreapta

(y=0,x20)

este tangenta la graficul functiei in punctul 7,(1,0).Sa mai observam ca, pentru

m = 0, functia se reducela f(x,m)=x%-x - Inx.
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3° m>0| Tabel 6.5-3 Radacinile si variatia functiei din (6.125)

X 0 1 +oo
f'(x) —e = 0 + o e
f(x) +oo N 0 ~ + » 0 A 4o

m>0
Radacini nici o radacinareala: G, N(0x) =0

E 6.21 | Teorema lui Lagrange

Sa se determine abscisa ¢ a unui punct in care tangenta la graficul functiei

fi[-1,+)— R, f(x) =vyx+1 (6.131)
este paralela cu coarda ce uneste punctele de abscise x, =0 & x, =3.

Cele doua puncte de pe graficul functieisunt M,(0,1) & M, (3,2). Pantacoardei (M, M,)
este

2-1 1
Manmy =30 "3 (6.132)
Derivata functiei este f'(x) = (\/ x+1 >' = ; (6.133)

2vVx +1

Egaland expresia derivatei din (6.133) cu panta din (6.132) si trecand in necunoscuta notata
c se obtine

1 1 9 5
—— === 2yc+l1 =3 = c+l== = c==. (6,134)
2/e +1 3 4 4
Cititorii interesati vor putea scrie ecuatia coardei (M, M,) ca ecuatie a unei drepte in plan
determinata de doua puncte, urmand sa regaseasca panta din (6.134). O

E 6.22 | Teorema lui Cauchy

Utilizand Teorema lui Cauchy, sa se demonstreze inegalitatea

arctg x

In(1 +x) > pentru orice x>0. (6.135)
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Pentru orice x > 0 exista un numar real b >x > 0. Asadar, vom putea aplica teorema lui
Cauchy pe intervalul inchis [0, 5] si pentru functiile

f(x)=(1+x)In(1 +x) & g(x) = arctgx (6.136)
intrucat inegalitatea (6.135) este echivalenta, pentru x > 0, cu
f(x) -g(x) =(1 +x)In(1 +x) - arctgx > 0. (6.137)

Derivatele functiilor din (6-136) sunt
1

flx) =l +x)+1 & g'(x) = (6.138)
1 +x?
Scriem egalitatea (6.33) — pag. 88 pentru intervalul [a,b] = [0,x]:
f&) = f(0) _ f@) , (1+n)h(i+x)  h(l+e)+l, (6.130)

g(x) -g(0) g'(e) arctg x 1/(1 +¢c?)

(1 +x)In(1 +x)

(6.139) arctgx =
(1 +cH)[In(1l +c)+ 1]

<(1+x)In(1 +x)

intrucat
ce(0,x) = [1+c?>1 & In(l+c)+1>1] =
= (1+c¢?)[In(l +¢)+ 17> 1.
Asadar, inegalitatea (6.135) este demonstrata. Aceeasi inegalitate se poate demonstra si pe
baza monotoniei crescatoare a functiei din (6.137), avand in vedere ca

f(x)-g(x) = h(x) = h(0) =1-In1 = 0.

not

Aceasta demonstratie alternativa ramane ca exercitiu pentru cititor.
[

Pe anga teoremele lui Rolle, Lagrange si Cauchy se consideri a fi o astfel de teorema si

Teorema lui Fermat. Daca functia f este continua pe intervalul [a,b] si derivabila pe
(a,b) iar c € (a, b) este un punct de extrem local atunci

f'(c) = 0.
Demonstratia rezulta imediat din definitia (6.2) a derivatei si din definitia extremelor locale.
Ca interpretare geometrica, in orice punct de extrem local in care functia este si derivabila,
tangenta la graficul functiei in punctul respectiv este orizontala, adica || (Ox). Nu oferim
exemple pentru aceasta proprietate simpla ; ea poate fi verificata pe oricare din functiile din
exemple si exercitii anterioare, pentru care s-a solicitat studiul variatiei / monotoniei si al
extremelor locale.
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Convexitate $i concavitate.

Functia f definita pe domeniul D este convexa pe intervalul/, I c D daca

(Vx,x, e D(VYAe(0,1) FI[(1-A)x, + Ax,] < (1-A)f(x,) + Af(x,). | (6.140)

Daca in (6.140) ingalitatea este stricta atunci functia este strict convexa. Functia f este
concava peintervalul I, I < D dacaopusaei -f este convexa pe acest interval.

Interpretarea geometrica a convexitatii este simpla. Inegalitatea din (6.140) semnifica
faptul ca valoarea functiei in orice punct interior intervalului [x,,x,], de forma

(1-A)x; +Ax,€(x,,x,), (6.141)

valoarea functiei este mai mica decat ordonata punctului in care verticala ridicata prin acest
punct intalneste coarda M, M,, unde M (x,, f(x,)) & M,(x,, f(x,)). Se mai spune ca o
astfel de functie convexa are concavitatea orientata spre y - ii pozitivi, adica (y > 0).

E 6.23 | Unadin clasele de functii convexe / concave cele mai uzuale o formeaza functiile

de gradul 2, care se reprezinta grafic prin parabole cu axa de simetrie verticala :

y=ax?+bx +c, a=+0. (6.142)
Ofunctiedeforma (6.142) este strict convexa pentru a > 0, respectivstrict concava pentru a < 0.
Sa verificam prima afirmatie.

Va fi utila folosirea unor notatii care sa simplifice calculele. Notand f(x) =y cain
(6.141), putem scrie valorile functiei in x,,x, siin punctul intermediar din (6.141) :

f(x)) = ax12+ bx, +c =y,
not

{ fx,) = ax22 +bx, +c =y,, (6.143)

not

I -A)x; + Ax,] nzt Vi-

Urmeaza dezvoltarea ultimei expresii din (6.143).
FIA-Mx, +Ax,]=al(1-A)x, +Ax, 12+ b[(1 -A)x, + Ax,] +¢ =
=a[(1-A)2x] + A%x] + 2A(1 - A)x,x,] + B[(1 -A)x, + Ax,] + ¢ =
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=(1 —A.)(axl2 +bx +c)+ ).(axz2 +bx,+c) +

+[(1-2)2- (1-M)]axi+ (A2 - A)ax? +2aA(l -A)x,x, = (6144
o (1-M)y, + Ay, - A(1-A)ax] + A(A - D)ax; +2aAi(l -A)x x, =
= (1-M)y, + Ay, +ar(r - 1)(x] - 2x,x,+x;) =
= (1-AM)y, +Ay, +ai(A - 1)(x1—x2)2;tyl. (6.145)

In (6.144) s-au operat 2-3 artificii spre a se obtine cobinatia liniara convexa a valorilor
functiei in capetele intervalului :

(1-2)2=1-2+(1-A)2-(1-A)=1-2-A(1-2);
A=A +(A%2-A); c=(1-A)c+Ac.
Valoarea in punctul intermediar, deci y, din (6.145), trebuie camparata cu ordonata

punctului in care verticala prin x, intalneste coarda M, M,. Ecuatia acestei coarde, (mai
exact a dreptei sale suport (M, M,), este

_ X - x _
(Mle): Y~ = LI y=y,+ Y2~ N
V=W Xy =X Xy =X

(x - x)). (6.146)

Intrucat functia din (6.146) — pe care o putem nota cu g — este liniara in x, ea il transforma
pe x, = (1 -4)x, + Ax,) din(6.141) in aceeasi combinatieliniara convexi a valorilor functiei
in capetele coardei, deci

gx,))=gl(l-Mx; +Ax,] =(1-A)y, +Ay,. (6.147)

Spre a deosebi valoarea din (6.147) de valoarea din (6.145), o vom nota pe aceasta din urma
supraliniata :

g(x,)=(1-A)y, +iy, =y,. (6.148)

Convexitatea stricta a functiei patratice din (6.142), pentru a > 0, varezulta scazand membru
cu membru expresia din (6.147) - (6.148) si valoarea functiei din (6.145) :

V=¥, =8(xy) ~f(x)) =(1-AM)y + Ay, -
(- y v Ay, - [(A -y + Ay, +ar(d - 1) (x, - x,)?] =
=al(l-A)(x,-x,)2>0
intrucdt a>0,A€(0,1) = 1-4(0,1) & x,>x,.

Evident, in cazul coeficientului dominant a < 0 sevaobtine proprietatea de concavitate
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a functiei de gradul 2. O

Caracterizari ale convexitatii / concavitatii. Utilizarea definitiei din (6.140) spre a verifica
daca o anumita functie este convexa / concava pe un interval poate fi greoaie sau dificil de
aplicat. Aceste proprietiti complementare pot fi caracterizate cu ajutorul unor functii
auxiliare, asociate functiei date.

~

Functiei f, definita pe domeniul D, ise poate asocia “funtia panta” pentru un interval
IcDsiunpunct ael:

f(x) - f(a)
. :

-da

D, (x) = (6.149)

P ¢/C 1| Caracterizarea convexitatii / concavitatii cu functia-panta

Functia f este (strict) convexa / concava pe Ic< D daca si numai daca pentru
orice a € I functia panta p(x) este (strict) crescatoare |/ descrescatoare.

Demonstratia acestei caracterizari se realizeaza cu ajutorul altor functii asociate, iar detalii
pot fi gasite — de exemplu — in monografia Prof. Gh. Siretchi de la Universitatea Bucuresti,
[Siretchi, 1985 - Vol. I, pp.226-232]. Dupa o serie de rezultate intermediare, se ajunge la
caracterizarea convexitatii / concaviutatii prin monotonia primei derivate, daca functia este
si derivabila pe intervalul 7c D.

P c/C 2| Caracterizarea convexitatii / concavitatii cu ajutorul primei derivate

1° Functia f, derivabila pe I c D, este (strict) convexa / concava pe acest interval

<= f': I— R este (strict) crescatoare / descrescaitoare pe I.
2° Functia f, derivabila pe I c D, este (strict) convexa / concava pe acest interval
= f(x) 2 f(x)) + (x = x0) [ (xy) (resp. f(x) > f(x,) + (x = x4)).

Daca functia este de doua ori derivabila pe I ¢ D se obtine, prin caracterizarea monotoniei
primei derivate cu derivata a doua,

P ¢/C3 | Caracterizarea convexitatii / concavitatii cu ajutorul derivatei secunde

Functia f, derivabila pe I c D, este (strict) convexa / concava pe acest interval
= f"(x)>0pel/ f"(x)<0 pe[; (6.150)

pentru concavitate, inegalitatile din (6.150) se inverseaza.

Puncte de inflexiune. In conditiile in care s-a definit si s-a caracterizat convexitatea / con-
cavitatea unei functii pe un interval I < D, punctul x € int/ este un punct de inflexiune al
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functiei f, daca exista o vecinatate la stanga a acestuia, precum si o vecinatate la drepta —
suficient de mici — astfel incat functia isi schimba convexitatea / concavitatea cand se trece din
A st A st
f(x) -~ in Ux0 f(x) = in Uxo

Ul in U o sau . (6.151)
f(x) ~in U, f(x) ~in U, .

Tinand seama de caracterizarile anterioare ale convexitatii / concavitatii, in conditiile
respective un punct de inflexiune va putea fi caracterizat prin schimbarea tipului de
monotonie a primei derivate, respectiv prin schimbarea semnului derivatei a doua. Urmeaza
cateva exemple.

E 6.23 | Functii circulare si funcitii circulare inverse.

Functia f(x) = sinx este concava pe intervalul [0, ], este convexd pe [n,2%];
functia prezinta puncte de inflexiune in toate puntele multipli intregi de = .

f'(x)<0 = f(x) ~ pe [0,7],

f"(x)>0 = f(x) -~ pe [®,27]. (6.152)

f'(x) =cosx = f"(x) = -sinx = {

Desigur, proprietatea din (6.152) se extinde la toate intervalele de forma [2k®,(2k + 1) ],
respectiv [(2¢0-1)n,20x], k & { intregi.

Exercitiu. Sa se studieze convexitatea / concavitatea si punctele de infelxiune ale functiilor

g(x) =cosx, h(x) =tgx, k(x) = ctgx, @(x) = arctgx, J(x) = arctctgx.

E 6.24 Functii putere naturala si functii polinoame.

Functia generala de gradul IT a fost studiata in E 6.23 . Concavitatea / convexitatea
functiei putere naturala f(x) = x” (n > 2) depinde de paritatea exponentului :

convexa pentru n =2k & x€R,
F(x) = x" este { concava pentru n=2k+1 & xeR_, (6.153)

convexa pentru n =2k+1 & xe R .

Rezulta din (6.153) ca toate functiile putere impara au originea ca punct de inflexiune. Cel mai
simplu exemplu este oferit de functia cubica

f(x) =x3, (6.154)
concava in semiplanul (x < 0) siconvexain (x < 0). Inversa functiei din (6.154) este
3
SN ) = Vx. (6.155)
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Inversarea functiei cubice 1i si inverseaza intervalele de concavitate & convexitate. Si functia
din (6.155) are punct de inflexiunea in origine, dar ca tangenta verticala axa (Oy). Cele doua
functii au grafice simetrice fata de bisectoarea I-a — a cadranelor I si III — si se intersecteaza
inpunctele 4(1,1) & A'(-1, -1) Situate pe acest[ bisectoare. Se recomanda reprezentarea
grafica a celor doua functii in acelasi sistem de coordonate (O:x,y).

Tangenta la graficele tuturor functiilor putere naturala in origine este insasi axa (Ox).

Concavitatea functiilor polinom depinde atat de gradul lor cat si de coeficienti. De
exemplu, polinomul

p(x) =3x*-6x2+5 (6.156)
este o functie convexa intrucat el se poate rescrie sub forma

p(x) =3(x*-2x2+1)+2=3(x2-1)%+2.

Asadar, el este o compunere de functii convexe care este tot o functie convexa. Cititorul
interesat va putea verifica aceasta afirmatie privind ceonvexitatea polinomului din (6.156) cu
ajutorul derivatei a doua.

Polinoamele de grad impar au — in general — atat intervale de connvexitate cat si de
concavitate, implicit si puncte de inflexiune.

[

E 6.25 Functii exponentiale si logaritmice.
(i) f(x)=a% a>1; (6.157)
(ii) g(x)=a*, 0<a<l. (6.158)

Ambele exponentiale, de baza supraunitara cat si de baza subunitara, sunt convexe pe toata axa
R. Diferenta intre ele consta in tipul de monotonie.

(iii)  f(x) =log,x, a>1;
(iv) g(x)=1log,x, 0<a<l.

Ambele functii logaritmice sunt convexe. Cazuri particulare sunt cele ale exponntialei si
logaritmului de baza naturala e: f(x) =e*, h(x) = Inx.

Cititorii inetersati sunt invitati sa verifice proprietatile mai sus enuntate.

Regula lui 'Hospital.

Aceasta regula permite determinarea unor limute din functii de tip raport (sau fractie) care
conduc la nedeterminari, de forma 0/0 sau (#«) /(+). Dar si alte tipuri de nedetrminari,
dintre cele intalnite la limite de siruri si milite de functii, care au fost intalnite in sectiuni
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anterioare, se pot reduce la nedetrminari de forma 0 /0 prin rescrierea adecvata a functiilor
implicate. Ea reprezinta o alta aplicatie a notiunii de derivata.

Teorema (I'Hospital). Fie a,b e R cua<b & (a,b)cIc [a,b]. Fiex,c [a,b] sifunctiile
f, g: I— R cu proprietatile
1° lim f(x) = lim g(x) =0 (sau lim [g(x)| = lim | f(x)| = +),

x->x0 x->x0 x->x0 x->x0
2° fsi g suntderivabilesi g(I\{x,})#0,
3° exista lim M =0eR;
x>x, & (x)

Atunci exista limita functiei raport al functiilor f & g in x, si

D . S
tim L) = fim L) 6.
rom £(X)  xom g (%) (6:159)

Inainte de a oferi cateva exemple, sa observam ca aceasta regula a lui ’'Hospital se poate
aplica in mod repetat : daca nici raportul derivatelor de primul ordin nu are limita in punctul
x, , In sensul ca se mentine nedeterminarea, se poate continua cu derivarea celor doua functii.

E 6.26 | Se cere determinarea limitelor :

sin > + cosx

3
(i) tim VX273 (i) lim 2 :
x>0 m_z x>n ] + sin“x + cosx

Ambele limite revin la nedeterminari de forma 0/0.

(i) (3\/x+27—3>'=3;, (4\/x+16—2>'=4;; (6.160)
3y (x +27)2 44/ (x+16)3

3 4
_ / 3 .
(6.159) & (6.160) lim 4—””273 - lim 43 (x+16)° _ ‘3‘ g _ %
x>0 /x+ 16 -2 x>0 3 /(x+27)2

' '
.s . 1 . . o .
(ii) (sm% + cosx) = Ecosg - sinx, (1 + sin’x + cosx) =2sinxcosx - sinx ; (6.161)
sin% + COS X %cos% - sinx
(6.159) & (6.161) = lim = lim - - =
x>n 1+ sin?x + cosx x>= 2sinxcosx - sinx
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= lim 2 = lim —% 2 = = -

1 . 1 . 1
~cos - sinx --—sinZ - cosx _Z+1 1
x>n Sin2x - sinx x>n 2C0S2X — COSX 2 +1 4

La cea de a doua limita a fost necesara o aplicare repetata a regulii lui 'Hospital intrucat
nedeterminarea 0/0 se mentinea. O

Aplicalii cu functlii derivabile — VI :

Teoremele clasice, convexitate - inflexiuni, regula lui ’'Hospital

FD-A .6| Sa se studieze aplicabilitatea teoremei lui Rolle pentru functiile

(1) f(x)=|x-1| & g(x)=|x-1/|° peintervalul [0,2];

(i) f(x) =|sinx| & g(x) = |sin’x| peintervalul [-7/2,7/2].

(i17) Se considera functia

x> +mx +n pentru xe [-1,0].
fy =4 7
px“+4x +4 pentru xe (0,1].

Sa se determine parametrii m, n, p € R astfel incatipotezele teoremeilui Rolle sa fie verificate
pe intervalul [-1,1] sisase determine abscisa ¢ din enuntul teoremei.

(iv) Sa se studieze aplicabilitatea teoremei lui Lagrange pentru functiile

x pentru xe[1,2].

- 2 : .
f(x) 21 pentru x € (2.3] peintervalul [2,3];

B X pentru x € [0,1].
@  f(x) = {2x_1 pentru x € (1,2]

pe intervalul [0,2];
x+1 pentru x e (0,3].

. ) . B )
)  f(x) X pentru x € [-4.0] peintervalul [-4,3] ;

pentru x € [0,1].

(vil)  f(x) = 12 pe intervalul [0,2].
— pentru x € (1,2]
x

Pentru fiecare functie sa se determine abscisa ¢ (abscisele ¢,) a punctului (ale punctelor) in
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care tangenta la grafic este paralela cu coarda AB.

(viii) Sa se determine abscisa ¢ a punctului in care tangenta la graficul functiei

X +
pentru x < 0,
f(x) = 2
Yyx+1 pentru x>0
este paralela cu coarda M, M, care uneste punctele de abscise x, = -4 & x,=3.c

(ix) Utilizand Teorema lui Lagrange, sa se verifice inegalitatile

a) tgx>§,x6(0,n/2); b) e¥>x+1,x#0.

(x1) Sase verifice aplicabilitatea teoremei lui Cauchy pentru cuplurile de functii de mai jos,
pe intervalul comun de definitie (care este indicat).

a) f.,g:[l,e] ™R cuf(x)zlnx&g(x)zf;

X
Yx+3 pentru xe [-2,1).
b) f.g:[-2.5]— R cu f(x) = x+7 & g(x)=x;

pentru x € [-4,0]

= -x2+1 pentru xec[1,3].
¢) f,g2:[0,.3] >R cu f(x) = & g(x)=x.

—x+§ pentru x € [0,1]

FD-A .7| Sa se studieze convexitatea / concavitatea si inflexiunile functiilor :

@ f(x)—shx—%; (1) f(x):sh’llen(x+\/x2+1>,xeR.

Pentru ambele functii se recomanda construirea tabelului lor de variatie si trasarea
graficului.

Sa se studieze variatia si sa se repreznte grafic functiile :

2 >
(i) fF:[0.+)— R, f(x) - {x Inx pentru x>0,
0 pentru x = 0.
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(v) f:R— R, f(x)=In(1+x?).

_ - 2
Vx" pentru x>0,

@ f:R—R, f(x) = {e

0 pentru x = 0.

Pentru toate cele trei functii se recomanda si folosirea derivatei secunde, determinarea
limitelor in extremitatile intervalelor de definitie etc.

Regula lui I’'Hospital

FD-A .8 | Sa se determine, folosind regula lui ’'Hospital, limitele de mai jos.

@  lim tgx - xsinx | (ii) lim X[Inx - In(x +1)] +1
x>0 X -sinx x>+o ex[In(ex+1)-Inx] -1~
. o
(i) lim — (iv) lim 1072 C
x>0 xe? -2ax ¥>0 Vx

() lim (m/2 - arctgx) '/,

X > +oo
Raspunsuri - recomandare.

@ ¢=5; (i) =-e; (it1) € =0 pentru a = 0,1/2;
(iv) = 2e (1 -e) = -« ; se aplica regula 'Hospital. si se factorizeaza limita.
0+
(v) Este o nedeterminare de forma 0** care se transforma, prin formula u* = e 2% ;
se ajunge la o limita de forma

4

l=e cu01=0=>0=1.

A se detalia calculele.
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