8. Functii reale de mai multe variabile

8.4 Derivate partiale si diferentiale de ordin superior — continuare.

Nota. Paginile care urmeaza reprezinti ultima parte a Sectiunii 8 . Functii reale de mai
multe veriabile, si anume a subsectiunii dedicate derivatelor partiale si diferentialelor de
ordin superior pentru functii definite pe domenii din R”. Asadar, aceste pagini urmeaza
imediat dupa pagina 180 din textul Sectiunii 8 postata in pagina web, text care a fost
finalizat cu editorul WP11 dar ale carui ultime 5 pagini nu au mai putut fi rescrise prin
conversie din formatul wpd in pdf.

5_7_5_(5f)’ 5_7_5_(2’), ﬂ—i(ﬂ), 8.115)

Ox? qof 0x \ Ox 0y? gt 0¥ \ 0y 022 g 0z \ 0z

Of a_(a_f) o 5_(5_f> O _ 5_(5_1”) (8.116)

O0X0y 4 Oy \Ox )’ 0x0z 44 02\ 0x )’ 0y0z 44 0z \ 0y /)~ '
Exemplu.

Ex. 8.14 | Se cer derivatele partiale pana la ordinul al doilea ale functiei

f(x,y,z) = e**cos y.

% - %(8”005)1) =ze'cosy, g_){ B g_y(exzcosy) =-e*siny, (8.117)
9f _ 8—(e“cosy) = xe**cosy, (8.118)

0z 0z

2
—ng; = %(ze“cosy): z2e*cos y,

o0%f 0 :
8.117 -1 = - Xz — _52,xz
( ) < x0y 3y (ze*?cos y) z*e*?sin y,

2
o _ a—(ze“cosy) = (zZ2+1)e*cosy.

L 0x0z oz
(o o
Byox = E(ze cosy) = —ze*?siny,

2
8.117-2) = < S—y{= g—y(—e“siny):—ze“cosy,

a2f — a XZ Q1 — Xz
Gyoz ~ E(—e siny) = —xe*?cosy.
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2
oS _ %(ze“cosy) = (z2+1)e**siny,

0z0x
o%f 0 .
8.118 = = Y (xex — o ypXZ
( ) < 220y R (xe*?cos y) xe**sin y,
aZf — 0 Xz — 2 ,xz
2 - o2 (xe*?cosy) = x“e*?cosy.

\

Au fost determinate toate cele noua derivate de ordinul II posibile, dar se constata ca numai
sase dintre ele sunt distincte intrucat cele trei perechi de derivate mixte consta din Oerivate
mixte identice ca expresie, situatie previzibild confom teoremei lui Schwarz. S mai
observam ca functia din enunt este simetrica in variabilele x & z asa incat Oerivatele numai
in raport cu aceste variabile se pot obtine unele din altele prin intersanjarea acestor variabile
in expresiile respective.

Diferentiale de ordin superior

Daca o functie de n variabile f(X) admite derivate pana la ordinul £, inttr-un punct
fixat sau intr-un punct curent, iar acestea sunt continue, atunci ea admite si diferentiale de
ordine pana la £ ; aceste diferentiale se definesc recursiv :

dnf=d@d™'fy, m>2.| (8.119)

oferim formulele pentru diferentialele pana la ordinul 3 pentru o functie de doud variabile
f(x,y), cu Oerivate continue pana acest ordin ; astfel, conform Teoremei lui Schwarz, vom
scrie o singura derivata mixtd de ordinul 2 sau 3, care coincide si cu celelalte.

Plecam de la formula (8.108), fara a mai scrie cele 2 + 2 argumente pentru diferentialele
de ordine > 2.

df = %(x, y)dx + %(x,y)dy ; (8.120)

- _ o g+ 9L 4\ =
d*f = d(df) oo d( o dy) =

- ﬁx(gfdx+ afdy)dx+$(2fdx+ 91y ) y =

_0f ., O o’ f 0*f 42
_de + 3yox dydx + 3x0y dxdy + 2y 5 dy" =

= |arf= afdx +2aag dxdy + f . 8.121)

2 2 2
df=ddf) = d(afd 2429 grdy+ fdy2>:
(8.120) Ox? 0x0y y

0*f 12 o’ f 2f
ax(ax dx +28x8y dxdy + 972 dx +
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O 4240 O 0%f 4 _
+@(8x dx 68 dxa’y+82 dy =

_of f f
- de}+28x28y dx?dy + 5 dxdy +

3
_of afxafyz+—a fdy3 =

_Of
dx*dy+2
i X ey 0x0y? oy?

0x%0y

_Of > dxdy? + 0 fdy3. ;. (8.122)

8f
d3f= d 3
= f X3+ 3x0)” 2y

j; dx*dy +3

Ox

Asa cum am mai mentionat, grupdrile de termeni care au condus la expresiile din (8.121)
& (8.122) au implicat egalitatea dintre unele derivate mixte de ordinul II (si respectiv III),
pe baza Teoremei lui Schwarz.

Sa mai observam ca aceste expresii din (8.121) & (8.122) se pot retine mai usor si se pot
generaliza la diferentiale de orice ordin m daca se pune 1n evidenta operatorul diferential de
primul ordin :

d=-9—dx+-2-dy

e 5 (8.123)

o .

Operatorii diferentiali de ordine superioare se obtin din acest operator de primul ordin ceea
ce se poate numi operatia de ridicare la "puteri simbolice" a caror semnificatie va fi
explicata.

(2)

0 0 02 0? 0?

2 _ _ 2 |.

d* = (8x dx + 3y dy) o dx?+2 %0y dxdy + 2y dy- |; (8.124)

(3)
0 0 03 03 o3 f f
3 = - 2 2
d —(axdx+ 8ydy> o dx? +38x28ydx dy+36x8y2 dxdy +6 2

(8.125)

Aceste puteri simbolice functioneaza in spiritul produsului de operatori ca si compunere a
acestora, iar pentru variatiile argumentelor acestea sunt puteri obisnuite :

(2)
o\? 2 5 a8 o
(E) = ox? ox Oy oxayc dX mdxt.et

Cu aceste conventii, se poate scrie operatorul diferential de ordinul m (oarecare) :

m

(m)
m _ a_ a_ k mfk k
am = (ax dx + 5 dy) Z Ck, —kay dy* .| (8.126)

Aplicarea practica a formulelor (8.124 - 126) se realizeaza introducand functia a carei
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diferentiala urmeaza a fi scrisd sub operatorii de derivare partiala.

Exemplu. Didiferentiala de ordinul m a functiei f(x,y) = cos (3x+2y) este

dnf= Z Ck 0™ cos (3x+2y) dxm -k dyk = |

Ox m—ka k
k=0
Z Ck cos (3x+2y+m : )3'" KDk gxmkdyk, (8.127)
k=0

In obtinerea acestei expresii (8.127) s-a aplicat o formuld pentru derivarea functiilor
trigonometrice fundamentale : la fiecare derivare argumentul functiei se majoreaza cu cate
un 7/2 : v. Sectiunea 6. De asemenea, s-a aplicat regula de derivare a functiilor
compuse : la fiecare derivare dupa x a functiei f(x,y) = cos (3x + 2y) in fata functiei
(sau dupa aceasta) apare cate un coeficient = 3, iar la fiecare derivare dupa y apare cate un
coeficient = 2.

O]

Aplicatii (exercitii) cu derivate si diferentiale.

8.6 - A | Si se determine derivatele si diferentiale pentru functiile de mai jos, in

punctele indicate sau intr-un punct curent.

o OF O _ X :
I 55 55 sidf pentru f(x.y) = i My(1.2) & M(x.) :

2° % , g—§ si df pentru f(x,y) =sin(2x+3y) In My(n/4,7n/3) & M(x,y)

3° Se cer derivatele pana la ordinul Il si d2f pentru functia f(x,y) = In(xy) in
punctele Mo(2,1) & M(x,y) ;

4° Si se verifice ca functiile f(x,y) = In (x?> + y?) si g(x,y) = arctg & verifica

y
ecuatia lui Laplace Au = 0 unde
2 2
A= o + = 0 .
oxr  0)?

5° Sa se scrie diferentiala de ordinul m , intr-un punct curent M(x, y), pentru functia
f(x,y) =sin(2x+3y).
6° Se cer derivatele si diferentiala de ordinul I pentru functiile f(x, y) = e* " in

Mo(0,1) si g(x,y) = (x*+y?)arctg 5 in M(xy), y#0;

7°  Se cer Oerivatele si diferentiala de primul ordinul pentru functia

fx,y,2) = e sin?z in M(x,y,z) € R?.
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8° Folosind definitia, sa se calculeze

L. Lan s dran pentru fry) = In (1 +x+57)
o 3 1 g — g — —azf — i — ,
9° Sa se determine ax( 2,2), ay( 2,2), 8x8y( 2,2) si df(-2,2;h,k)

pentru
e, y) = yx?y
10° Sa se determine d™ f pentru functia f(x, y,z) = e*”sinz.

Réaspunsuri - recomandari de rezolvare.

1° Oerivatele in punctele M (x,y) sunt imediate iar

of _ 1 of _ 1
FRUREE W(l,z)_—z.

2° Se recomanda calculul acestor derivate partiale in M, (7w /4,7/3) folosind definitia si
formula de transformare a diferentei de sinusuri in produs. Derivatele partiale Intr-un punct
curent se obtin cu regulile de derivare a functiilor compuse.

o O _1 o _ 1 in imediat deri i
3 o In(xy) =+, By In(xy) = 3 de unde se obtin imediat derivatele secunde si
__dx* 4y
arf--de -4
Y

Particularizarea la punctul M, se poate realiza pe baza continuitatii derivatelor partiale.

2 2 _ 42
4° a_ln(x2+y2): 2x af_z Yy X

Ox x2+ 27 ox2 T (x2+y?)2

iar Oerivatele dupd y se obtin prin simetrizare.
5° Se va proceda ca in exemplul anterior, cu functia f(x,y) = cos Bx+2y).

6° Pentru derivatele in punct curent ale lui g se aplica regulile de derivare. Pentru prima
functie se poate aplica definitia sau derivatele se pot obfine prin continuitatea derivatelor
partiale in punctul curent, trecand la limita catre My; f(0,1) = l/e, f(0,1)=-2/e.

7° Se aplica regulile de derivare. Functia este separabila, in sensul cd se poate scrie ca
produs de trei functii, fiecare depinzand de cate o singura variabild.: se scrie exponentiala
sub forma

et = exler?,

8° Folosind definitia se vor gasi derivatele de primul ordin ; ele se pot verifica si
trecand la limitd catre Mo in fi(x,») & fi(x, ).

0 na &L Of O

9° Se pot determina 5x° By’ oxdy

coordonmatele punctului dat. Functia este separabila (se poate factoriza ca produs de functii

si df intr-un punct curent, inlocuind apoi
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in fiecare variabila, acestea fiind puteri rationale).

10° Rezolvarea este similara cu cea de la exercitiul 7° dar exponentiala nu mai este
separabila.
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8.5 Extreme locale ale functiilor de mai multe variabile.

Fie f: D — R” o functie de n variabile reale si My € accD m D. Eventual, acest punct
M, poate fi un punct interior al domeniului de definitie. Inainte de a caracteriza formal
definitia lui M, ca punct de extrem local, putem formula o descriere a acestei situatii ceva
mai intuitiva.

M, este un punct de minim / maxim local al functiei f daca exista o vecinatate a
punctului astfel incat valorile functiei in punctele acesteia majoreaza / minoreaza valoarea
functiei in punct. Formal,

My € P-MIN(f) < QU,) f(Uy, " D) = f(My) : (8.128)
Mo € P-MAX(f) & (QUu,) f(Un, N D) < f(My). (8.129)

Daca inegalitatile din (8.128) / (8.129) sunt stricte pentru toate punctele vecinatatii cu
exceptia lui My atunci acesta este un punct de minim / maxim local strict. Punctele de
extrem global se definesc analog, dar valoarea f(M() nu se mai compara cu valorile

functiei intr-o vecindtate a punctului ci cu valorile sale pe intreg domeniul de definiie.
Asadar,

My € P-MING(f) < f(D) > f(Mo) ; (8.130)
Mo € P-MAXg(f) = f(D) < f(My) . (8.131)

Valoarea f(My) a functiei intr-un punct de extrem local va fi un minim / maxim local,
respectiv global al acesteia. De multe ori, printr-un extrem local (global) se intelege
perechea (Mo, fi (Mo)> .

Observatie. Problema determinarii extremelor (locale sau glabale ale) unei functii de mai
multe variabile are o importanta practica deosebita, fiind - in esentd - nucleul oricarei
probleme de optimizare.

In principiu, un punct de extrem global ar fi mai curand unic, dar exista functii care
admit o intreagd multime de puncte de minim / maxim global, valorile functiei in toate
aceste puncte fiind identice. Vom ilustra si astfel de cazuri in exemple care urmeaza.

Determinarea punctelor de extrem se poate realiza si folosind doar aceastd definitie, dar
nu pentru orice functie acest lucru este posibil.

Ex. 8.15 | Functiile

[, y)=x2+1y*> & gx,y,z)=1-In(1+x%+y?+z2) (8.132)
admit originea ca punct de minim, respectiv de maxim local dar si global. Intr-adevar,
(8.132-1) = f(x,y) = x> +»? =2 0 = f(0,0) = P-MIN,(f) = {0(0,0)}. (8.133)

Concluzia din (8.133) se poate obtine si pundnd in evidentd imaginea sau codomeniul
functiei :

Imf = f(R?) = [0,4 ) = £(0,0) = 0 = min Imf.
Pentru a doua functie putem scrie

x24y24z2220=14+x2+y?2+z2>21=>In(1+x2+y2+2z2) 20 =
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= g(x,y,z)=1-In(1+x%2+y2+2z%) <1 =g0,0,0). (8.134)

Din valorile intermediare care intervin inegalitatile din (8.134) rezulta ca 0(0,0,0) este
punct de maxim global. Imaginea acestei functii este (-oo, 1]. Pentru ambele functii,
originea ca punct de minim, respectiv de maxim (local si global).este unica.

[

Ex. 8.16 | Functiile

ox,y)=2x-3y-6] & y(x,y,z) =sin(x+y+z) (8.135)
admit, fiecare, mai multe puncte de extrem local si global. Intr-adevir,
(8.135-1) = o(x,y) 20 & ¢@(M) =0 pentru
M(x,y) e d):2x-3y-6=0, (8.136)

Asadar, toate punctele dreptei (d) din (8.135) sunt puncte de minim global pentru functia

@ (x, y), deci si puncte de minim local, in mod banal. Imaginea functiei este tot intervalul
[0,+0) sau in interpretare geometricd, semiaxa (z > 0) a reperului cartesian (O; x, y,z) din
spatiiul 3D.

Functia v (x, y,z) din (8.135-2) este un sinus avand ca argument o functie liniarad in
X, y,z, care poate lua orice valuare reald. Deci putem scrie ¢d w (R3) = [-1,1]. Ce doua
valori extreme de vor atinge < argumentul sinusului este egal cu un multiplu din clasa
de resturi 3 (mod 4) de m/2 pentru minim, respectiv din clasa T(mod4) al aceluiasi unghi
pentru maxim. Aceste minime i maxime sunt globale (implicit si locale). Prin urmare
putem scrie

P-MIN, (y) = {M(x,y,z) xty+z=(4k+3) L ke z}, (8.137)
P-MAX, (y) = {Q(x,y,z) ixty+z=@+DE (e z}. (8.138)

Din punct de vedere geometric, punctele de minim din (8.137), dar si cele de maxim din
(8.138), sunt situate in plane paralele, toate avand aceeasinormald n =i+ j+ k. Se poate
rezuma formal aceasta discutie sub forma

—1 = miny (R?) < y(R3) < maxy (R3) = 1.
n

Puncte stationare. My € accD M D este un punct stationar al functiei
f: D — R, D c R”daca toate derivatele partiale de primul ordin al functiei se anuleaza in
acest punct :

Loy = L) =...= L) = 0. (8.139)

Rezulta ca cele n coordonate ale unui punct stationar trebuie sa verifice sistemul de ecuatii
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Ve

of _
a_xl(X) = 0,
O x -
J =0 (8. 140)
of _
00Xy @X) =0

\

Ca detaliu mai curand tehnic, sa observam ca in (8.139) apar egalitatile pe care trebuie sa le
verifice punctul stationar My 1n timp ce —in (8.140) — X € R” reprezinta coordonatele
unui punct curent M care trebuie sa verifice acest sistem de ecuatii pentru ca M (X) sa fie
un punct stationar. Sa notam cu S(f) sau doar S mulfimea punctelor stationare ale functiei.
Conform definitiei (8.128-129) a punctelor de extrem local, rezulta ca si orice restrictie a
functiei care-1 admite pe M, ca punct de acumulare al subdomeniului respectiv il va avea pe
acesta drept punct de extrem local : de minim, respectiv de maxim. Functiile partiale
asociate unei functii de mai multe variabile intr-un punct M, sunt,

asa cum am observat anterior, restrictii ale functiei la drepte (sau hiperdrepte, in cazul
n-dimensional cu n > 3). In consecinta, functiile partiale — care sunt functii de o singura
variabila liberd — vor avea in coordonata respectiva a punctului My un punct de extrem
(local) de aceeasi naturd, adica de minim sau de maxim. Conform Teoremei lui Fermat si
a definitiei derivatelor partiale de primul ordin, functia partiald corespunzatoare acelei
coordonate va avea derivata nula in acest punct. Dar aceasta derivata este tocmai derivata
partiala in My. Vom descrie formal comportarea derivatelor (de primul ordin) intr-un punct
de extrem local pentru o functie de trei variabile (n = 3) desi nu ar fi o problema formularea
teoremeli respective in cazul general.

Teorema. Daca Mo(xo, yo,z0) este un punct de extrem local al functiei f(x,y,z) iar
Oerivatele (de primul ordin ale) functiei exista in acest punct atunci ele se anuleaza in M.

Demonstratie. Oferim demonstratia pentru un punct de minim, trecerea la cazul simetric
fiind facila. Intrucat

Mo(X(),yo,Zo) S P-MIN(f) = (3 UMO) f(UMo ﬂD) Zf(X(),yo,Zo); (8 141)
Functiile partiale in punctul My(xo, y0,z0) sunt
(p(X) Zf(xayanO) 5 ‘//()’) :f(x0>y>20) 5 P(Z) :f(xoay():Z) > (8 142)
¢ (Ux, " D) 2 ¢(x0) ,
(8.141) & (8.142) = W(Uyo N D) >wy(yo), (8.143)

p(Uzy N D) 2 p(z0) .

Vecinatatile punctelor xo, yo,zo care intervin in membrii stdngi ai inegalitdtilor din (8.143)
sunt vecinatdfi unidimensionale, proiectii ale vecinatatii Uy, pe cele trei axe de coordonate ;
ele sunt de forma (xo — d,x0 +6), (yo—1n,v0+1n), (zo —0,z0 — 0). Derivatele partiale ale
functiei f In punctul M, se obtin conform definitiei, trecand la limita in rapoartele
incrementare (pentru functiile) partiale :

Lty = tim P00 _ iy SO Y0.20) S0, 0s20) (8.144)

X—>X0 X _xo X—>X0 X _xo

Conform cu inegalitatea (8.143-1), numaratorii rapoartelor din (8.144) sunt pozitivi.
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Asadar, pentru aceasta derivata partiala trebuie determinate limitele la stanga si la dreapta,
adicd derivatele laterale :

0e) - o) _

@i(xo) =lim 2

X/XO 0 /(x ) /(x ) 0 — (8 145)

- - - .

@4(xo) =lim )~ olxo) o 0 PsX0) = @alxo

— ) S

XN\X0

0
= ¢'(x) = a_f:(Mo) _o. (8.146)

Penultima egalitate din (8.145) rezulta din ipoteza ca functia admite derivata partiala in
punctul M, , derivata care se anuleaza conform cu implicatia care conduce la (8.145).
Analog se arata ca si celelalte doua derivate partiale se anuleaza in M, care este, prin
urmare, un punct stationar.

Corolar. Punctele de extrem local din domeniul de derivabilitate partiala al unei functii se
gasesc printre punctele stationare ale acesteia.

Evident, acest Corolar are o importanta practica intrucat restrange cdutarea punctelor de
extrem local la multimea S a punctelor stationare. Pot Tnsa exista puncte stationare care sa
nu fie puncte de extrem local. Exemplul care urmeaza ilustreaza aceasta situatie.

Ex. 8.17 | Fie functia f(x, y) = "’@*»)_ Se cere determinarea punctelor sale stationare

din patratul [-m,7]* si eventualele puncte de extrem local din acelasi subdomeniu.

9 _ gin (x +y)cos (x + ) eS 6 = sin2 (x + y) esin’ (42 = g—f (8.147)

0x y
Cele doua derivate partiale coincide intrucat functia este simetricd in x, y iar derivata dupa
x este si ea simetricd. Intrucat exponentiala este strict pozitiva pentru orice argument,
rezulta ca sistemul de forma (8.140) care va furniza coordonatele punctelor statiaonare se
reduce la o sigura ecuatie,

sin2(x+y)=0=2(x+y)=kr =>x+y=kn/2 & y=kn/2-x. (8.148)

Ecuatia din (8.147) reprezinta o familie de drepte paralele cu bisectoarea a doua.
Segmentele de pe aceste drepte care sunt situate in patratul [-z,7]*> vor fi formate din
puncte stationare ale functiei. Aceasta afirmatie se exprima prin

(V kez) %(x,lm/z—x) = g—){(x,knﬂ—x) =0=

= S={(x,kn/2-x):keZx e [-nnr]}. (8.149)

Din punct de vedere geometric, dreptele din familia (caracterizata prin ecuatiile) (8.148),
numai cateva au puncte in interiorul patratului ; acestea corespund valorilor parametrului
intreg k € {-3, —2,-1,0,1,2,3}. Pentru k£ =2 si k = -2 dreptele respective ating
patratul in doud colturi opuse ale sale si anume A(r,7) & A'(-m,—r), respectiv. Sa
observam ca valorile functiei din enunt in toate punctele stationare sunt

el =e pentru k=20-1,

x, km/2 —x) = esin’kn/2) = 8.150
S ) e” =1 pentru k=20. ( )
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Intrucat 0 < sin?(x + y) < 1 rezulta cavalorile din (8.150) sunt efectiv extremele functiei

pe domeniul inchis [-m,7]%.

O functie mai interesantd se obtine din functia din enunt daci exponentul sin?(x + y) se
inlocuieste cu sin’ (x + y) . Se obtine astfel functia

g(x,y) = esin’ @), (8.151)
(8.151) = og _ 3sin?(x + y)cos (x + y)e st ¢+ = og (8.152)

’ ox oy’ '
98 _ 02 _( = sin2(r+y)cos(x+y)=0=x+y=mZ, (e (8.153)

ox oy (8.152)
_ o). _
(8.153) = § = {(x,m2 x) mel,xel 77,7[]}. (8.154)
In punctele stationare, valorile functiei g sunt
el =e pentru m=40+1,
g(x,m% —x) = gsinmr/2 = e®=1 pentru m=2(, (8.155)
e’ =1/e pentru m = 40+ 3.
Ca si 1n cazul functiei f,
~1<sin*(x+)y)< 1= el <gkxy<e (8.156)

iar membrii extremi ai dublei inegalitati (8.156) sunt efectiv valori extreme ale functiei g.
Asadar,

P-MING(g) = {(x,(40+3)% —x) ‘mel,xe [—n,n]}., (8.157)
P-MAX; (g) = {(x,(40+ 1)%—x) “mel,xe [—ﬂ,n]}.. (8.158)

In ce priveste punctele din (8.155-2), este usor de constatat ci acestea nu sunt puncte de
extrem local. Sa le notam cu Q si sd reamintim ca

g(Q)) =e™m=e% =1, (8.159)

Atunci cand suma argumentelor (x + y) "traverseazi" valoarea (7 exponentul sin’(x + y)
trece de la valori pozitive la valori negative sau invers. Prin urmare, in orice vecinatate
(suficient de micd) a unui punct QO de pe o dreapta (x + y = (x) functia

o(x,y) = ¢+ <(>)e’ =1 pentru x+y <,
> (<)e’ =1 pentru x+y > lrx.

de unde reulta ca punctele de forma QO nu sunt puncte de extrem local ci doar puncte
stationare.

]

Identificarea punctelor de extrem local cu ajutorul diferentialei a doua.

Comportarea unei functii de mai multe variabile in vecinatatea unui punct My € R” se
poate studia cu ajutorului diferentialei a doua in acest punct. Scriind formula lui Taylor

191



pentru functia f(M) in punctul stationar My, grupul termenilor liniari (de orinul 1ntai)
coincid cu diferentiala intdia care se anuleaza in M, conform cu (8.140). Mai exact,
formula lui Taylor de ordinul II se poate scrie sub forma

SM) = f(Mo) + - df (Mo, dX) + 3 d*f (Mo, dX) + Ro. (8.160)

Conform observatiei anterioare, in punctul stationar M, avem d(My,dX) = 0 iar restul
R, (cer se exprima cu diferentiala a III-a intr-un punct apropiat de M) va deveni oricat de
mic (an valoare absolutd) intr-o vecinatate suficient de mica a sa. Asadar, variatia functiei
va putea fi aproximata oricat de bine de d*f (Mo, dX)/2 :

Af(Mo.dX) = (M) ~f(Mo) = —rd*f (My.dX) (8.161)

Prin urmare, semnul variatiei functiei va fi dat de semnul diferentialei a doua, iar aceasta
este o forma patratica in componentele vectorului-variatie a argumentului d.X. Avand in
vedere definitiile (8.128-129) ale punctelor de minim / maxim local, rezulta ca

My € P-MIN(f) < f(M)—f(M) =0 in Uy, "D (8.162)
Mo € P-MAX(f) < f(M)—f(Mo) <0 in Uy, N D (8.163)

Inegalitatile din (8.162-163) sunt stricte pentru punctele M din vecinatatea punctata, daca

M, este un punct de extrem strict. Conform cu aproximarea variatiei din (8.161), putem
trage concluzia ca

d*f(My,dX) >0 = M, e P-MIN(f),

MyeS & (8.164)
d*’f(My,dX) <0 = My e P-MAX(f)

Diferentiala a doua fiind o forma patratica in variatiile pe componente dx;, dxa,..., dx,

va rezulta din (8.164) ca My este punct de minim local dacd d?f este pozitiv definita,
respectiv punct de maxim local daci d?f este negativ definita. In cazul in care aceasta
forma patratica este nedefinita, M, nu este un punct de extrem local ; el se numeste punct
sa. Studiul semnului unei forme patratice se presupune a fi cunoscut de la disciplina de
Algebra liniara.

Pentru functiile de douad (si trei) variabile, stabilirea semnului lui d?f este relativ
simpla. Se scrie matricea jacobiana de ordin Il sau matricea hessiand

o0%f o0%f
ox?  Ox0y

H= : 8.165
2f o ( )
Oyox  0y?

In conditiile teoremei lui Schwarz (derivatele mixte continue) elementele de NE & SW
coincid.

Se inlocuiesc coordonatele punctului M, in derivatele de ordinul II din (8.165) si se
obtine o matrice cu elemente numerice, care se noteaza (in multe cursuri / culegeri de
probleme) ca mai jos :
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Pl oy 2L

HoMyy = | 9F ooy ™| [ (8.166)
T 2 f(M) BcC | '
0yox
Cu aceste notatii, diferentlala a douain M, se scrie
fMozdx.dy) = LLawr 12 0L geaye L g0 o
0,4%, a4y ®.121) Ox? 0x0y Y 0y? Y
= Adx* +2Bdxdy + Cdy*. (8.167)

Conform teoremei lui Jacobi de la forme patratice, avem trei cazuri posibile :

A>0 & AC—B2>0 = d’)>0 = My e P-MIN(/),
A<0 & AC—B >0 = d<0 = My e P-MAX(f), (8.168)
AC—-B? <0 = d?f nedef. = M, este punct sa.

Observatii. 17 Daca toate derivatele partiale de ordinul II se anuleazi in M, atunci
diferentiala a doua este identic nuld, deci nu mai este relevanta si se poate recurge la
formula lui Taylor si la diferentiale de ordin superior. 2% In cazul cand 4C — B? =
diferentiala a doua ca forma patratica este degenerata ; ea se poate aduce la o expresie
canonici ce consti dintr-un singur termen iar semnul coeficientului lui d¥? sau d7? va
decide natura punctului M.

Ex. 8.18 | Sa se determine punctele stationare si eventualele extreme locale pentru

functiile
@) f(x,y)=x*+3x)>-15x-12y & (8.169)
(i) gley) = 2L (8.170)
g—f:3x2+3y2—15 = 3(x? +y?-3),
Solutii. (i) (8.169) = xaf (8.171)
By =6xy —12 =  6(xy-2).

Punctele stationare se obtin rezolvand sistemul algebric ce rezultd din

x> +y?-5=0, x> +4/x*-5=0,
(8.172) = -
xy =2 y =2/x

2)c4—5x2+4 —Oz{xz_lsau S{x—ilsau (8.172)
X X )

U

x? 2 _4

Deci multimea punctelor stationare este
S M(1,2), My(-1,-2), M3(2,1), M4s(-2,-1). (8.173)

Din Oerivatele de primul ordin din (8.172) se obtin Oerivatele secunde :
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o*f _ 0% e, 0 0% _
W—6X, m—dy—m, a—y2—6x. (8174)

Valorile acestor derivate din (8.175) calculate in fiecare din cele 4 puncte stationare vor
conduce la coeficientii formelor patratice care sunt elementele matricei jacobiene din
(8.166) ; vom indexa matricele astfel obtinute conform indicilor punctelor respective :

H—H(M)—_ 6 12 | H—H(M)—_ -6 12| (8.175)
1 1 2 6 |0 7 2 12 -6 | '
12 6 | 12 -6 |
Hs = H(M;3) = . Hi= H(My) = . (8.176)
6 12 6 -12

Conform cu criteriile din (8.168) gdsim ca
(8.175-1) = A,C; — B} = 4,C>, — B3 = -108 < 0 = M, & M, sunt puncte sa.
(8.176-1) = M; € P-MIN(f), (8.176-2) = M4 € P-MAX(/), (8.177)

In cele doui puncte de extrem local din (8.177) se pot determina (asa cum se obisnuieste)
valorile functiei :

f(M3) = f2,1) = -28,  f(Ms) = f(-2,-1) = 28.

og l+y2—x—xy

y 0X  (I+x2+y2)*? "
@) (8.170) = 5 . (8.178)
og l+x°—y—xy

9y (1+x2+y?)°**

Sistemul care va furniza punctele stationare este, conform cu derivatele din (8.178),

l+y?—x-xy=0
FTATAE o) y+1) =0, (8.179)
l+x2-y-xy=0.

Daca x = y, cu oricare din ecuatile sistemului se ajunge la
ecuaia (x—1)>=1=x=y=1Dacd x+y+1 =0 seajunge la
ecuafia 2(x?+x+ 1) = 0 care nu are nicio rddicini reald ; in variabila y .se va obtine
ecuatia 2(y2 +y + 1) = 0. Asadar, singurul punct stationar este M;(1,1).

92g  —(1+y)(1+x? +y2)3/2 -3x(1+y?2—x-xy)(1 +x2 +yz)1/2

0x* (1 +x2+y2)°

(8.178-1) =

_ (1+x2 +y2)l/2

(-1-x2-y2—y—x2y—y3-3x - 3xy?+3x%2+3x%y) =
(1+x2+y2)°

3 2 2 2 2
=yt —y—1+2x°y+2x° -3xy°—-3x
- (1+x2+y2)5/2 ; (8.180)

0’g . Qy-xnd + x2 +yz)3/2 -3yl +y?—x—xy)(1 +x2 +yz)1/2

oxdy (1+x2+y2)

(8.178-1) =
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1 ) 2N1/2
= ((1++xx2++yy2))3 QRx2y+2y*+2y—x?—xy?—x-3y3 +3xy+3xy%2-3y) =
—v3_ 2 2 3
_ Y o y+2x7y+2xy 4+3xy—x’ —x : (8.181)
(1+x2+y2)°"?

0’g  QRx-yQ + x2 erz)3/2 =3x(1+y?—x—-xy)(1 +x2 +y2)1/2

Jyox (1+x2+y2)
(I +x? erz)l/2

(1 +x? +y2)3

(8.178-2) =

(=x3+2xy?+2x—-x2y—y3 —y+3xy?+3xy—3x) =

_ 3 —y—x3—x+2xy? +2xy2+3xy (8.182)
(1+x2+y2)°>"? ’ |
d’g —(x+ 1)1 +x? +y2)3/2_3y(1 +y2—x—xy)(1+x2+y2)”2

8.178-2 =
(8.1782) = 28

(1 +x2 +y2)3
B (1+x? +yz)]/2
(1 +x? erz)3
—x3—x?—-x-1+4+2xy%2+2y%? -3x%2y-3y
TR . (8.183)

(—x3—xy?—x—x2=y2—143xy(y—-x)+2y2-3y—-1) =

Se constata, din (8.181) & (8.182),ca.cele doua derivate mixte coincid ceea ce este firesc
avand 1n vedere continuitatea acestora pe R” si teorema lui Schwarz.

Pentru a stabili natura punctului stationar gasit, cele trei derivate de ordinul II trebuie
calculate in acest punct :

y =yt —y—1+2x%y+2x? —3xy2—3x(1 ) =

0%g -
_(151) =
ox? (1+x? +y2)5/2

_ —44+4-6 _ 2 _ ,.
- 35/2 T332 =4 (8.184)
0’g —x3—x?—x-14+2xy%2+2y%? -3x%2y-3y
F(lal)z 5 25/2 (lal)z
X (1+x*+y*)
_—44+44-6 _ 2 _ ~.
==454=6 - % -c; (8.185)
0%g 0’g —y3 =y +2x2y+2xy? +3xy—x3 —x
28 (1,1 = L& (1,1 = 1) =
R ULERCE S IR) S (a1
= =2+7=-2 __1 _p, (8.186)

35/2 33/2

In fine, din (8.184-186) obtinem, cu criteriul (8.168),
A4<0 & Ac-B*=2 L -1 0= (,1) e P-MAX(2) (8.187)

3333 0 32
Valoarea functiei n acest punct este
l+x+y 3
g1,1) = ——=—=(1,1) = == = J3.
1 +x2+y? J3
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Aplicatii cu puncte stationare si puncte de extrem.

8.7 - A | Se cere determinarea punctelor stationare si a eventualelor puncte de extrem

pentru functiile de mai jos.

1° flx,y)=x>+xy+y>*-3x-6y ; 2° flo,y)=x>+y° +3xy;
3° flx,y)=(x-1)"+2y2; 4° flx,y)=(x-1)*-2y2
50 fx,y)=x2+xy+y?—2x-y; 6° f(x,y)=1-(>+y2)"";

7° f(x,y) =x3y?2(6-x—-y) cux=0, y>0;
8° flx,y)=x*+y*-2x2+4xy-2y?;

9° flx,y) = (2 +y)e 7wy

10° f(x,y,z2) =x>+y2+z2+2x+4y—6z;.
11° f(x,y,2) =x3+y2+z2+12xy+2z.

12° f(x,y) =sinx+siny+cos(x+y), x,y e [0,n/2].

Raspunsuri - recomandari pentru rezolvare.

1° Se gaseste un singur punct stationar, M,(0,3). Matricea hessiana este constanta (nu
depinde de punct) si conduce la concluzia cd d?f > 0 (intrucat 4 = 2 &
AC—-B = 3).Deci M, este punct de minim local si f(My) = 9.

2° Sistemul care furnizeaza coordonatele punctelor stationare conduce la S : M1(0,0) &
M>(—1,-1). Matricea hessiana (cu Oerivatele de ordinul al II-lea) este

6x 3 0 3 -6 3
J(x,y) = =J = & Jo = .
3 6y 30 3 -6

Urmeaza ca M, = O (originea) este un punct sa in timp ce M, este un punct de maxim
local, cu f(M>) = 1.

3° Intrucat functia este — practic — o suma de pitrate ea este nenegativa. Punctul ale carui
coordonate anuleaza ambii termeni va fi un punct de minim global. Cititorul urmeaza a
regasi acest punct utilizand derivatele de primul si al II-lea ordin (implicit matricea
hessiand) si a constata ca nu mai exista si alte puncte stationare / de extrem local sau global.
Codomeniul sau imaginea functiei este intervalul nemarginit [0, +00).

4° Expresia analitica a functiei este similara cu precedenta, dar semnul — din fata celui de
al doilea termen ii schimba complet comportarea. Singurul punct stationar este acelasi
M,(1,0) dar el nu mai este un punct de extrem ci un punct sa. A se justifica aceasta
afirmatie pe baza criterioului (8.168). Din punct de vedere geometric, suprafata
caracterizati analitic de ecuatia z = (x — 1)? — 2y? este o suprafatd cuadricd i anume un
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paraboloid hiperbolic ; este exact suprafata ce ilustreaza perfect notiunea de punct sa.
Studiul suprafetelor in general si — 1n particular — al celor cuadrice face parte din obiectul
Geometriei analitice.

5° Functia admite un singur punct stationar care (intdmplator) coincide cu cel al functiei
precedente. Acesta este un punct de minim local, cu f(M;) = —1.

6° Determinarea Oerivatelor (adica a derivatelor partiale ale) acestei functii, in special a
celor de ordinul I, este ceva mai laborioasa. Pe de alta parte, valorile lor in origine se pot
gasi doar apeland la definitie, deci ca derivate ale functiilor partiale. Oricum, se va constata
ca originea este punct stationar, de altfel si unicul. Natura sa ca punct de extrem locxal este
mai greu de stabilit cu ajutorul diferentialelor ; de exemplu, diferentiala a II-a este nula in
origine. Dar originea ca punt de maxim, nu numai local ci si global, rezultd imediat din
inegalitatile si implicatiile

24122 0= @2+ 2 0= -2+ < 0=
R2 R2 R2
= 1-@2+y)"? < 1= fRY) < 1.
R2
Mai mult decat atat, intrucat f(0,0) = 1 si lim f(x,y) = —o rezulta ca

(x,y)>(Fx0,to0)

f(R?) = (—0,1] = max f(R?) = 1.

7° In enuntul acestui exercitiu din volumul [Gh. Procopiuc 2001, p.361 :|, regiunea in
care urmeaza a se gasi i studia punctele stationare este restransa prin inegalitatile x > 0,
y > 0. Dar toate cele 5 puncte staconare ale functiei sunt situate exact pe frontiera primului
cadran al reperului (O; xv, y) adica pe semiaxele pozitive (Ox) & (Oy). Din acest motiv
am relaxat inegalitatile la x > 0, y > 0. Asadar, vom cauta si studia punctele stationare din
primul cadran "inchis", adica din domeniul nemarginit [0,+) x [0,+00).. Sistemul
algebric pentru coordonatele punctelor stationare este

x2y2(18—4x-3y) = 0,

(8.188)
x3y(12-2x-3y) 0.

Cele 5 puncte stationare ale functiei sunt M(0,0), M>(0,4), M3(6,0), M4(0,6),
M5(9/2,0). Primul punct este chiar originea. In primele patru puncte, toate elementele
matricei hessiene se anuleazi intrucat il contin pe x drept factor, deci d?f = 0. si nu poate
contribui la stabilirea naturii acestor puncte. Avand in vedere expresia analitica

f(x,y) = x3y?(6 — x — y) si limitarea domeniului la primul cadran (inclusiv semiaxele), se
constatd cd punctele M; (i = 1,2) sunt puncte de minim local cu f(M;) = 0. Dar si
M5(9/2,0) este un punct de minim local intrucat f(Ms) = 0 si existd o vecinatate Uy,
suficient de mica in care f(Uwm; \ {Ms}) > 0, pentru y > 0. Faptul cd M5 este punct de
minim local se poate constata si cu criteriul (8.168) intrucat

As = Bs = 0 dar C5=37/8>0zd2f:%dy2>0

Sa incheiem discutia acestei functii (mai interesanta decat altele) cu observatia ca functia se
anuleaza 1n punctele dreptei (6 —x —y = 0), situate in primul cadran, dar numai
extremitatile segmentului respectiv sunt puncte stationare : M3(6,0), M4(0,6) ; ele sunt
puncte sa intrucat f(M3) = f(M4) = 0 dar functia isi schimba semnul cand punctul curent
M (x,y) se afla intr-o vecindtate semidisc a lui M3, respectiv My si traverseaza dreapta
6-x—-y=0).
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8° Sistemul pentru punctele stationare este

x3-x+y = 0,

(8.189)
yi+x-y = 0
Prin scaderea celor doud ecutii (membru cu membru) se poate ajunge la sistemul
— Z4xy+y2-2) = 0,
(=) +xy+y°-2) - (8.190)

yi4x—y = 0

Varianta x = y conduce la originea O(0,0) ca punct stationar, cu f(0, 0) = 0. Celalalt
sistem posibil (cu substitutia x = y — y*) conduce la o ecuatie de gradul 6 in y sau la una de
ordinul 3 in y2, cu singurele ridicini reale y = /2 Se obtin alte doui puncte stationare
de coordonate (£4/2,%42 ). Pe baza coeficientilor formei pétratice df (elementele
matricelor hessiene de ordinul 2) se va constata ca aceste doua puncte sunt puncte de minim
local, cu f (i- 2,742 ) = —8. In origine, df este o formi patratici degenerata dar
negativ semidefinitd, deci acest prim punct stationar este unul de maxim local.

9° Prin determinarea Oerivatelor de primul ordin, se va ajunge la sistemul algebric
x(1-x2-y2) = 0,
W-x2=y?) = 0

care furnizeaza nu mai putin de 5 puncte stationare : originea O sau My(0,0), M;(0,—-1),
M>(0,1), M3(—1,0), M4(1,0). Dar se constatd cu usurintd ca nu numai aceste patru
puncte ci toate punctele de pe conturul cercului de raza 1 centrat in origine verifica sistemul
(8.191) intrucat ecuatia acestuia este exact x2 +y? = 1. Originea va fi gasitd ca un punct
de minim global. M; & M, vor furniza diferentiale secunde degenerate dar negativ
semidefinite, deci sunt puncte de maxim local, la fel ca si celelalte doua. Dar si in orice
punct de pe cercul C(O, 1) se va gasi (de exemplu folosind substitutia y? = 1 —x2) o
matrice hessiana care conduce la o diferentiald secunda degenerata dar negativ semidefinitd

(8.191)

—2x2 F2x4 1 —x2
F2x4d1—x2 2x%2-2

= AC-B?>=4x*(1-x?>+x2>-1)=0.

Jx) =2

Nota. Natura punctelor stationare se poate deduce si din expresia analiticd a functiei. O
este un punct de minim global cu f(0, 0) = 0 in timp ce toate punctele de pe cercul unitar
sunt puncte de maxim global cu valoarea acestui maxim = 1/e.

10° Functia este un polinom de gradul II in x, y, z care se poate rescrie imediat ca suma
de patrate perfecte minus o constantd. Se va gasi ca unic punct de minim global
M;(-1,-2,3) cu f(M;) = —14. Cititorul interesat va putea regasi acest punct drept punct
stationar $i va putea verifica si calitatea sa de punct de minim cu criteriul (8.168), dupa
determinarea Oerivatelor pana la ordinul al doilea.

11° Expresiile derivatelor de primul ordin conduc la sistemul algebric
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3x2+12y = 0,
M;(0,0,-1),
=5 (8.192)

2 12x+2y = o,
Y Ma(24, 1441,
2z = =2

Verificarea celor doud puncte stationare cu criteriul (8.168) necesitd matricea hessiana
(Intr-un punct curent)

6x 12 0
Jx,y,z)=| 12 2 0 |. (8.193)
0 0 2

Pe baza coeficientilor din matricea (8.193) se obtin diferentialele secunde

{ d2F (M : dx,dy,dz) = 24dxdy +2dy? +2dz>

8.194
d*f (Ma; dx,dy,dz) = 144dx? + 24dxdy + 2dy? +2dz>. (8.154)

Prima diferentiala din (8.194-1) este nedefinita intrucat ea se poate rescrie sub forma
d?’f (M, ;dx,dy,dz) = 2[(dy? + 12dxdy) +dz?] =

=2[(dy +6dx)?> —36dx? + dz?] (8.195)

iar forma patratica din (8.195) poate lua atat valori pozitive cat si negative. A doua forma
patraticd, cea din (8.194-2), este pozitiv definitd, deci M este un punct de minim local, cu
f(M3) = 17855.. Aceasta afirmatie se poate verifica scriindu-1 matricea

J(24,-144,-1) = J, si apoi diagonalizand-o sau doar aplicand teorema lui Jacobi.

12° Se vor cauta punctele stationare si eventualele puncte de extrem local doar in patratul
inchis [0, 7/2]% = [0, n/2] x [0, /2]. Aceasti limitare este justificatd (si) prin faptul ci
expresia functiei.contine functii trigonometrice care sunt periodice. derivatele de primul
ordin sunt

{f)’c(x,y) =cosx—sin(x+y) = sin (/2 —x)—sin (x +y), (8.196)

Sfy(x,y) = cosy—sin (x +y) sin (/2 — y) — sin (x + ).

Diferentele din ultimele expresii ale derivatelor se pot transforma in produse si se ajunge la
sistemul de ecuatii trigonometrice

sin (7/2 —x)—sin(x+y) = 0,
sin (/2 —-y)—sin(x+y) =0

(8.197)

- 2sin (n/4 —x—y/2)cos (/4 +y/2) =0,
2sin(n/4—x/2—-y)cos(n/4+x/2) =0.

Sistemul (8.197), sub ultima sa forma, este echivalent cu exact 4 sisteme mai simple Intrucat
fiecare din membrii stangi este un produs de doua functii.

{ sin (x4 —x=y/2) = 0, _ { tlh—x—y/2 = kr,

(8.197-1)
sin (/4 —-x/2-y)=0

w/d—-x/2—-y=Ir,
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sin (/4 —x—y/2) =0, /4 —x—-y/2 =km,
= (8.197-2)
cos (m/4+x/2) =0 /4 +x/2=02m+1)n/2;
cos (m/4+y/2) =0, - w4 +y/2=Q2n+1)n/2, (8.197-3)
sin (/4 —-x/2—-y) =0 w/d—x/2—-y=I1m;
cos (m/4+y/2) =0, - /4 +y/2=Q2n+1)n/2 (8.197-4)
cos (m/4+x/2) =0 /4 +x/2=2m+1)n/2.

Pentru fiecare dintre aceste 4 sisteme se vor ciuta solutiile din patratul [0, 7/2]%. Desigur,
toti coeficientii k, (, m, n sunt numere intregi, dar vom accepta numai valori care vor
conduce la (perechi de) coordonate din patratul mentionat, adica valori din {-1,0,1}..

8197-)=x=y=Z =M (L, L) ecs;
(81972 = x=y=Z = M(L,Z) e s;
(&wlazzx:yzg;zﬂh(%,g)es;
(81974 =x=y=Z = M(L Z)es.

Asadar, in subdomeniul impus se gdsesc numai doud puncte stationare distincte,
M, (l Z ) & M, (l s ) . Derivatele partiale secunde sunt elementele matricei

6°6 2°2
hessiene
o0%f o0%f
Ox?  0Ox0Oy
H(x,y) = ) ) =
o-f o°f (8.196)
0yOox 6y2
_ —sinx —cos (x +y) ‘—cos x+y) . (.198)
—cos (x +y) —siny —cos (x +y)
o1 -1 L3
(8.198) = H(M,) = 12 | = A,Ci —Bj = T > 0 = M, punctde
maxim ; -
[ 01 )
(8.198) = H(M>) = Lo = A, C, - B3 =-1 <0 = M, punct sa.
Valoarea functiei in punctul de maxim local este f(M;) = % + % + % = %

Nota. Toate afirmatiile, expresiile analitice si valorile numerice din raspunsurile §i
recomandarile de rezolvare la aceste 12 aplicatii urmeaza a fi verificate §i completate de
catre studentii care urmeaza seminarul de Analiza matematica.
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8.6 Dependenta functionala

Existd mai multe acceptiuni ale notiunii de dependenta functionali. Inainte de a prezenta
definitii formale, sa anticipam cu doud cazuri : dependenta unei functii de alte functii date,
respectiv dependenta in cadrul unui sistem de functii.

Fie functia de n variabile u = f(x1, x2, ..., x,), unde f este o functie vectoriala cu m
componente iar u = (u1, U2, ... , Un) este de asemenea o functie vectoriala cu m
componente. Fiecare functie componentd f; a functiei vectoriale f este definitd pe un
domeniu D < R”, domeniu care este — In general — o multime deschisa, care este formata
numai din puncte interioare. Formal,

fi:D—> R, (VX=x1,X2,...,X5) € D) fi(x1,x2,...,%xn) = ur € R. (8.199)

Definitia 6.1. Functia u; = fi (x1, X2, ..., X») depinde (functional) de celelalte m — 1
functii componente ale functiei f pe domeniul D daca exista o functie @ de m — 1 variabile

astfel incat
(VX =(x1,x2,...,x0) € D) fi(X) = O[AX),..., fic1(X), fic1 (X), ..., fm(X)]. (8.200)
Folosind notatiile din u = (u1, ua, ... , un), relatia de dependenta functionala se poate scrie
U = DUy ooy Ukl Ukt ] ey Um ). (8.201)

Daca nu exista nicio astfel de functie ® pentru nici una dintre functiile componente
ui, ua, ..., Uy atunci ele sunt functional independente.

Ex. 8.19 | Functiile

Uy = XP 4+ X3+ . +x2,
U = X1+X2+ ... +Xxn, (8.202)
Uz = X1xX2+x1x3+ ... +Xp—1Xn

sunt functional dependente Intrucat
(8.202) = u? = uy +2us. (8.203)

Pentru relatia de dependenta din (8.203), functia @ care intervine in definifia generala
(8.201) poate fi

uy = O(uy,us) cu O®(uz, u3) = us —2us. (8.204)
[]

Desigur, relatia de dependenta functionala exprimata prin (8.203) & (8.204) nu este
unica posibila (sau existentd) intre functiile din (8.202). De exemplu, cu functia de doua
variabile W(u,v) = £Ju+2v, relatia de dependenta din (8.203) poate fi scrisa si sub
forma uy = W(u1, u3). Am admis aparenta ambiguitate cu semnele =+ la functia ¥
intrucat semnul (valoriei) functiei u> = x; +x2 + ... +x, poate fi si negativ.

Relatii de dependenta functionala pot fi considerate si intre functii reale de o singura
variabila reala. De exemplu, intre functiile trigonometrice fundamentale exista cunoscuta
relatie sin’x + cos?x = 1.Aceasti relatie poate fi scrisd sub forma echivalenti
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O@wi,uz)=1 unde O(u,v) =u?+v2, u; =sinx,ur = cosx.

Dependenta functionald intre mai multe functii date (prin expresiile lor analitice) poate
fi caracterizata cu ajutorul derivatelor partiale, mai exact al determinantilor functionali. O
astfel de caracterizare face obiectul teoremei ce urmeaza.

Teorema 6.1. Fie m functii de n variabile reale cu n > m, ¢; : D — R™ (D < R"),
i=1,m

/
Ut = QUXL, e, Uk, Ul - Un),
Uy = Qa(X1,.ney Uky Umsl yonny Up)
< . ' s s 9. s > s , (8205)
L U = (Pm(xla---a Uk, Umtl 5o+ un)
toate fiind definite & diferentiabile intr-o vecindtate a punctului Mo(x9,x3, ..., x%). Daca

determinantul functional (jacobian)

D(@1,02,-., P)
DO, ) Mo) # 0 (8.206)
atunci functiile ¢ 1,2, ..., ¢, sunt independente intr-o vecinatate a punctului M.

Comentarii. Nu oferim o demonstratie a acestei teoreme. Ea poate fi gasita in orice manual
universitar de Analiza matematica. Precizam ca determinantul functional (jacobian) din
(8.206) este determinantul format cu primele m coloane ale matricei derivatelor partiale de
primul ordin,

_| 99
J= [_ax,- L (8.207)

Sa mai observam ca alegerea primelor m variabile in raport cu care se considera Oerivatele
din (8.206) este o chestiune de conventie sau de comoditate. In principiu, derivatele pot fi
considerate in raport cu oricare m dintre cele n variabile (sau argumente) ale functiilor ¢, ,
i =1,m,deindici ji,j2,..., jm cu 1 <jj <ja2 <...< jn < n.Daci inegalitatea din
(8.206) este verificatad in toate punctele unui subdomeniu al lui D, atunci cele m functii sunt
independente in acest subdomeniu. In esenti, conditia din (8.206), dar si cea mai generald in
care variabilele ce intervin 1n Oerivatele din determinantul jacobian nu sunt neaparat

grupate (de exemplu primele ), este echivalentd cu afirmatia ca rangul matricei jacobiene
din (8.207) este egal cu numarul m de linii, deci cu numarul de functii ¢;.

Corolar. Daca toti minorii de ordinul m ai matricei jacobiene J din (8.207) se anuleaza
intr-un subdomeniu Dy < D atunci cele m functii sunt in dependenta functionala.

Un caz mai general decat acesta consta in existenta unui minor de ordinul » (» < m,n)
nenul in timp ce toti minorii de ordinul » + 1, sau numai cei obtinuti prin metoda bordarii,
se anuleaza (intr-o vecinitate a punctului M. In aceasti situatie, cele » functii ale caror
linii din matricea jacobiand intersecteaza minorul nenul sunt functional independente, in
timp ce toate cele m functii sunt in ansamblu dependente. In principiu, m — r functii se vor
putea exprima In functie de cele r care sunt independente. Daca indicii de linii (adica
functii) si de variabile care intervin Tn minorul nenul de ordinul » al matricei jacobiene J
sunt iy, iz,..., i, i (respectiv) ji, j2,..., j» atunci conditia din (8.206) devine
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D((Pip(Piza cec (pir) (MO) + 0 . (8.208)
D(le’sz’ ,Xj,,)

Ex. 8.20 | Sa se arate ca functiile de mai jos sunt functional dependente si sa se gaseasca

o relatie intre cle.

Sx,y,2)
g(x, y,2)
h(x,y,z) = xy(x+y)+yz(y+z)+zx(z+x).

xX+y+z,

x3+y3+z3+6xyz, (8.209)

Matricea functionala (sau jacobiand) asociata celor trei functii din (8.209) este

1 1 1
Jx,y,z)= 3x2+6yz 32 +6xz 3z2+6xy . (8.210)
y2+z242x(y+z) z2+x2+2y(Ez+x) x2+y2+2z(x+y)

(8.210) = detJ(x,y,z) =
1 0 0

= 3det x%2+2yz y2=x24+2z(x-y) z2-y2+2x(y-2z) |=
y2+z2+2x(y+z) x2-y2+2z(y—-x) y*-z2+2x(z-y)

2 42 2 _ 2_y242 _
—3det|:y ¥ H22(my) 2oy A 2x—2) ]_0. (8.211)

x2=y2+2z@y—-x) y?-z2+2x(z-y)

Anularea determinantului din (8.211) rezulta din faptul ca liniile sale sunt opuse una alteia
(ca semn). Relatia de dependenta intre cele trei functii este /3 = g+ 3 4.

]

Aplicatii cu dependenta /.independenta functionala

8.8 - A | Si se studieze dependenta / independenta functionald pentru sistemele de

functii de mai jos.
() f0r,3.2) = In(x? +p2 +2%), glx,,2) = arctg(% - § +2).
/
f(x’yaz) = Xy—z,

(i) < gxyz) = xz+y,
L h(x,y,z) = x>+ D@2 +z)-(x?2-1)yz—x(y?-z?);

/
fi(x1,x2,X3,X4) = X1+ X2—X3,

(i) < folxr,x2,x3,%4) = X{+ X3 +x35+x3,

2X1X2 —2X1X3 —2X2X3 —xf;

L f3(x1,x2,x3,X4)
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ux,y,z) = X+y+z,

(iv) v(x,y,z) = x?>+y?+zr—-xy—-yz-zx,
w(x,y,z) = x3+y3+z3-3xyz;
/
ulx,y,z) = Xy+yz+zx,,
v < vyz) = xyzx+y+z),
L wx, y,z) = x*2y?+y2z2 +z%2x?%;
/
fx,v,z) = x+y+z,
vi) < gb,yz) = x-y+z,
 hnp.z) = 4y +yz).
Raspunsuri - recomandari pentru rezolvare.
(i) Matricea jacobiana este
2x 2y 2z
x2+y?+z?2 x2+y?+z?2 x2+y?+z?2
J(x,y,2) = 1,7 _x 1
y + X yZ X 1
x Y 2 x Y 2 x Y 2
1+(?—7+Z) 1+(7—Y+Z) 1+(?—7+Z)

Dupa eliminarea numitorilor de pe cele doud linii (acestia fiind > 0 pe R3\ {0(0,0)}),
se va constata cd matricea ramasa are rangul 2, deci cele doud functii sunt independente.

(i)  Se va scrie matricea jacobiana si se va constata ca rangul ei este mai mic decat 3,
deci functiile sunt dependente ; o relatie de dependenta este & = 2 — fg + g2. A se verifica
aceste afirmatii.

(iii) Situatia este similard cu cea de la aplicatia precedenta.

D(f1,/2,/3)

D(x1,x2,X3,X4)

rang|: :| < 3 = dependenta.

O relatie de dependentd este f> +f3 = f7.

1 1 1
2x -y 2y -z 2z—x
3x2-3yz 3y?2-3xz 3z?>-3xy

Pentru calculul acestui jacobian se poate proceda Tn maniera de la Ex. 8.20 ; se va gasi
jacobianul ca fiind nul si se va putea gasi / verifica relatia de dependentda = uv.

(v) Dupa determinarea celor 9 derivate de primul ordin si scrierea jacobianului, acesta
poate fi dezvoltat dupa efectuarea transformarilor C3 — C,, C» — C; siincd o datd C; — C;
(C; = coloana j). Se va putea scoate din determinant un factror comun (produs de 4
factori) si se va ajunge la un determinant = 0. Relatia de dependentd este u? = 2v +w. Se
recomanda si verificarea acestei relatii.

204



1 1 1

. D(u,v,w) _ P . B
(vi) Doy 41 -1 1 | =0 (intrucat C; = C3).

y x4z y
Se va gasi relatia de dependentd /4 = /2 — g2,

205



