4. Limite de functii reale
Succinte preliminarii teoretice (+ exemple)

O functie cu valori reale, definita pe o submultime din R, este de forma

f:D—=R

ni (4.1)
R

(Sub)multimea D < R (D # o) din (4.1) poate avea absolut orice natura dar — pentru a
se putea defini limita — ea trebuie sa aiba puncte de acumulare. De exemplu, nu are sens
considerarea unei functii definite pe o multime discreta precum 4 = {1, 2, .. ,n}. Aceasta
multime D din (4.1) este domeniul de definitie al functiei. In unele cazuri el este specificat
odata cu functia, in alte cazuri el trebuie determinat. Multimea valorilor sau codomeniul
functiei f este

Imf={yeR: (dxeR)y=f(x)} = f(D). (4.2)

not

Prima notatie din (4.2) provine de la termenul de imagine (sinonim cu multimea valorilor
sau codomeniu). In unele situatii este oportuna considerarea valorilor functiei nu pentru
toate punctele din domeniul de definitie ci doar pentru o parte dintre acestea. Se ajunge
astfel la ideea de restrictie a unei functii reale la un subdomeniu al ei, D, c D. Evident, in
cazul egalitatii (la incluziunea anterioara) nu mai poate fi vorba de o restrictie, cel mult de
una improprie. Asadar restrictia functiei f la subdomeniul D, c D se defineste prin

fl +(VxeDy f

0

(x) = f(x). (4.3)
DO

Majoranti / minoranti, functii marginite, margini ale unei functii

Functia admite ca minornat / majorant pe m € R / M € R daca

(VxeD) m< f(x) = f(D)zm, (4.4)
respectiv
(VxeD) f(x) <M = f(D) <M. (4.5)

Cele doua elemente (numere reale finite) m € R / M € R din (4.4) si (4.5) se mai numesc
bariere ale functiei. Daca f admite atat un minorant cat si un majorant ea este o functie
marginita ; altfel (daca cel una din aceste bariere nu exista) functia este nemarginita. Este
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evident ca, in cazul considerarii unei restrictii a functiei f la un subdomeniu D, c D
minorantii pot sa fie mai mari decat pentru f pe intregul sau domeniu, iar majorantii pot
sa fie mai mici. Dar, intrucat nici minorantii si nici majornatii nu sunt unic determinati,
aceasta observatie este mai putin relevanta.

Marginile unei functii f pe domeniul sa de definitie D sunt exact marginile inf si
sup din Sectiunea 1 (Submultimi din R) ale multimii valorilor sale. De multe ori se indica
domeniul pe care se considera marginea respectiva sub inf , respectiv sup :

inff = inf f(D); supf = supf(D). (4.6)
D def D def

Evident, daca functia admite (cel putin cate) un minorant / majorant cain (4.4) , (4.5), ea
admite si marginile respective, asa cum rezulta din proprietatea de completa ordonare a
campului numerelor reale ; mai mult, are loc inegalitatea mutipla

m<inff < f(D) < sup f < M. (4.7)
D D

In (4.7) am folosit inegalitati intre un element si o multime, la fel ca in (4.4) & (4.5). Daca
se considera si restrictia lui f la un subdomeniu D, c D atunci inegalitatile din (4.7) se
completeaza la

m<inff<inff<f(D,)<supf<supf<M (4.8)
D D, D, D

intrucat f(D,) c (D). In cazul (cazurile) particular(e) in care functia admite elemente
extreme acestea coincid respectiv cu marginile :

min f = min f(D) = inf f < f(D),
D D

max f =max f(D) =sup f > f(D). (4.9)
D D

Mai mult decat atat, elementele extreme ale unei functii pe domeniul sau (maxim) de
definitie, respectiv pe un subdomeniu D, c D, sunt efectiv atinse : exista puncte din
domeniu in care functia atinge aceste valori.

minf=m <= (dx,€ D) f(x,) =m,
D

max f = M &= (I x,,€D) f(x,,) =M’ (4.10)
D
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Evident, caracterizarile din (4.10) se adapteaza corespunzator in cazul restrictiei functiei la
un subdomeniu D, c D. Exercitiu !

E 4.1 | Fiefunctia

f(x) =In(-4+5x - x?) + arccos(x - 3). (4.11)

Se cere gasirea domeniului ei maxim de definitie si marginile / elementele extreme, daca
exista.

Trinomul de sub logaritm trebuie sa fie strict pozitiv. Asadar,
—4+5x-x2>0 &= x2-5x+4<0 &= xc (1,4). (4.12)
Functia de sub arccos trebuie sa ia valori in intervalul admisibil, deci

-1<x-3<1=xe[2,4]. (4.13)

Intersectand intervalele din (4.12) & (4.13) se obtine domeniul | D =[2,4). |

Pentru a determina marginile functiei si eventualele extreme, pentru functia arccos
trebuie selectat un sub-interval al multimii valorilor sale pentru care ea sa fie efectiv o
functie, adica sa ia o singura valoare pentru fiecare argument; de exemplu, putem alege

arccos: [-1,1] —> [0,=n]. Functia arccos(x -3) este strict descrescatoare pe
D =[2,4),delaarccos(-1) = m catre arccos 1 = 0. Functia In este strict crescatoare
pe (0, +), deciea va pastra variatia functiei trinom care-i este argument. Acesta scade
catre 0 pentru x % 4, deci intreaga functie va diverge spre - «, de unde rezulta ca

(1) nuexista minf & inff = - . (4.14)
D

(i) In ce priveste marginea superioara (si un eventual maxim), logaritmul va transforma
valoarea maxima a trinomului din 2.5 in

f(5/2) =In(9/4) + arccos(-1/2) =In(9/4) + 2n /3 =~ 2.9054. (4.15)
In limita din stinga a intervalului-domeniu gisim
f(2) =In2 + arccos(-1) = In2 + w ~ 3.8347. (4.16)

Comparand aceste doua valori, se poate presupune ca funtia scade si pe subintervalul
[2,2.5] ceea conduce la concluzia ca

max f = f(2) =In2 + arccos(-1) ~ 3.8347. (4.17)
D
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O confirmare a concluziei din (4.17) se va putea obtine doar printr-o analiza riguroasa a
variatiei (monotoniei) functiei din (4.11) , cu ajutorul derivatelor. O

Limita unei functii reale f: D —= R (D < R) se poate considera numai intr-un
punct de acumulare al domeniului ei. Dupa cum s-a mentionat si in prima sectiune
(Submultimi din R),

x,€accD &= (VV _)(FxeD) xeV_\{x}. (4.18)
0 0

Desigur, elementul x din (4.18) depinde de vecinatatea V  1nsd aceasta dependenta va fi
mai usor de evidentiat in “limbajul” vecinatatilor fundamentale de raze ¢ & o (in cazul
unui punct la distanta finita) cu & & & pentru x; € { - =, + «}. Un punct de acumulare
poate fi caracterizat si cu ajutorul sirurilor.

Elementul ¢ € R vafilimita funcgiei f in punctul x, € acc D daci oricarei vecinatati
V, licorespundeovecinitate U astfelincat x € U_ \ {x } = f(x) € V,.Formal,vom
%y
scrie ca

lim f(x) = 0| <= | (YVV)(BU,) xeU \{x} = f(x)eV,. | (419

x—>x0

Siin caracterizarea din (4.19) exista o dependenta de la vecinatatealui ¢ € R la ceaa lui
x, € accD.

Pentrucazul ¢ € R & x € R (limita finitd in punct de acumulare situat la distanta
finita) se pot folosi vecinatati fundamentale, iar caracterizarea din (4.19) devine

lim f(x) =1

x—>x0

]I (4.20)

(Ve>0)(36(e)=06>0) xe (x,-06,x,+8)\{x,} = f(x)e (L -¢,l+¢).

In functie de pozitiile elementelor ¢ & x, in R exista exact 9 cazuri posibile. In fiecare
dintre ele se pot folosi vecinatati fundamentale pentru caracterizarea limitei, deci se poate
particulariza caracterizarea generala din (4.19). Prezentam aceste cazuri in tabelul ce
urmeaza, indicand si tipurile de vecinatati utilizabile. Caracterizarea din (4.20) se refera
doar la unul dintre ele, cand ambele elemente (limita si punctul de acumulare) sunt finite.
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Tabel 4.1

Caracterizarea limitei din (4.19) cu vecinatati fundamentale,

in toate cazurile posibile

xo\a

- 00

0eR

+ oo

x<B(a)=p (<0) =

x<B(e) =B (<0) >

x<B(a)=p (<0) =

= f(x)<a(<0) = 0-e<f(x)<l+¢g = f(x)>a (>0)
X, € R x,-8<x<x,+0 = X, 0<x<x,+0 = xX,-0<x<x,+0 =
= f(x)<a(<0) = [-e<f(x)<l0+¢ = f(x)>a(>0)
| eB@=Bes | BE@=BC0O= | x>p@=p(>0) =
= f(x)<a(<0) = 0-e<f(x)<l0+¢g = f(x)>a(>0)

Evident, spatiile disponibile in celulele acestui tabel n-au facut posibila punereain evidenta
a unor dependente (de la vecinatatea limitei la cea a punctului de acumulare). In cazul
(2,2),adica ¢ € R & x, € R, aceastd dependenta a fost pusa in evidenta in caracterizarea
(4.20). In cazul x,€R & (= - sau (2,1), raza 6 = §(a)>0 (randul 2 din tabel). Sa
mai observam ca semnele care apar pe primul rand, respectiv p < 0, sau pe prima coloana
¢ <0, nu sunt esentiale ; dar este vorba de vecinatati ale elementului impropriu
x, = —*,respectiv { = - e, pentru care x trebuie sa fie suficient de mic, respectiv valoarea
f(x) sa fie oricat de mica. Oferim cateva exemple pentru aplicarea unor astfel de
caracterizari.

E 4.2 @ Sa se verifice ca
lim (x -1)% = 0. (4.21)
x>1

Este un caz ce corespunde caracterizarii din (4.19). Se poate pleca de la inegalitatea
3 3 3
(Ve>0)|(x-1)3| <e <= |x-1|< e &= 1-Je<x<1+/e:
3
asadar, caracterizarea de tip (4.20) se verifici pentru & = §(g) = |/e.
@ Sa se verifice ca

lim ln# = + o0,
=2 (x -2)?

Sa observam (mai intai) ca fiunctia din (4.22) este definita pe

(4.22)
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D=R\ {2} & 2€ accD.

Vom avea de verificat ca

(Va>0)(38(a)=6>0) [x-2|<8=> h—  >a. (4.23)

(x -2)?
Ultima inegalitate din (4.23) se rescrie echivalent sub formele
1 1 1

In—— >0 &= ———>e% = (x-2)<— = (4.24)
(x -2)? (x -2)? e”

= |x-2| < 1 & x€ Z—L,2+ 1 .
e «/2 e /2 e «/2
Prima echivalenta din (4.24) s-a obtinut aplicand exponentiala de baza e, functie crescatoare,
ambilor membri ai primei inegalitati. Asadar, se verifica limita din enunt conform cazului

(2,3) din Tabelul 4.1. Din (4.23) rezulta ca raza vecinatatii punctului de acumulare este
5=08(a)=1/e%’? & 1/e%/?> 0 pentru o > +o.

@ Aceste caracterizari pot fi folosite si in sens negativ, adica se poate verifica faptul ca
limita unei functii f: D —> R intr-un punct dat difera de un anumit element (din R sau
din R). De exemplu, sa se arate ca

lim cosx # 0. (4.25)
x> T
In acest scop, trebuie sa se verifice ca nu este indeplinita caracterizarea din (4.20), aplicand
contrarul acesteia. Aceasta operatie implica inversarea cuantificatorilor (cel universal cu cel
existential). Asadar, trebuie sa verificam ca

(Fe,>0)(vd>0) xe(m-6,m+d6)\{n} insd cosx ¢ (-¢,,¢,). (4.26)

Raza & > 0 care intervine in (4.26) trebuie sa fie oricat de mica. Ea se poate lua ca fiind o
functiede un n € N, cu conditia ca & > 0 sa poata fi oricat de mic, astfel incat x sa poata
fi oricat de apropiat de punctul limita = . Ea poate fi luata, de exemplu, ca inversul unui
natural oarecare sau ca un multiplu de acesta, de exemplu 6 = 6(n) = 2/n. Evident,
lim _ &(n)=1lim _ _2/n=0. Considerand acum

>

(VneN)x=x =nxl/n

vom avea
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cosx =cosx, =cos(mtl/n) = (4.27)
= cosncos(1l/n) ¥ sinmsin(l/n) = cosn cos(1/n). 427
Trecand la limita in ultima expresie constatam ca
0=1/n%0,x =ntl/n—>n &
[n > +e]= f(x,) =cosmcos(1/n) —> cosm-1=-1. (4.28)

Asadar, este suficient si alegem, in (4.26), €, = 1/2 ca s constatim ca valorile functiei
din (4.27) intra intr-o vecinatate oricat de mica a lui - 1 si deci raman in afara vecinatatii
(-e,,89) =(-1/2,1/2).

Metoda utilizata aici pentru a demonstra afirmatia din (4.25) a implicat utilizarea
unui sir. Dar se putea lucra foarte bine cu un & > 0 absolut arbitrarsicu x = x, = 8 /2,
de exemplu. Se va folosi formula pentru cosinusul sumei sau diferentei ca in (4.27) si se va
ajunge la aceeasi concluzie. Verificarea ramane pentru cei interesati.

Continuam cu un exemplu ce ilustreaza caracterizarea limitelor cu ajutorul
sirurilor, dar nu inainte de a formula aceasta abordare.

lim f(x) =1

x—>x0

]I (4.29)

Pentru orice sir (x,) cu x, € D\ {x,}, limx, = x, = lim f(x,) = (.

neN

Caracterizarea din (4.29) nu afirma altceva decét ca limitain x ;€ acc D este ¢ <= sirul
valorilor functiei pe termenii oricarui sir de elemente din domeniu care are ca limitd pe x
tinde la (adica are ca limita pe) ¢.

In aplicatii practice, caracterizarea din (4.29) este dificil (sau imposibil) de aplicat
intrucat nu se pot considera toate sirurile care converg la punctul de acuamulare. In schimb,
ea poate fi utilizata spre a demonstra ca o anumita functie nu are limita intr-un punct.
Pentru aceasta este suficient sa se gaseasca doua siruri diferite care converg la (sau au ca
limitd pe) x, dar pentru caresirurile valorilor functiei pe termenii celor doud siruri au limite
diferite. Exemplul ce urmeaza ilustreaza un astfel de caz (de functie fara limita intr-un
anumit punct).
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@ Functia f: R* — R definita prin f(x) = cos 1 nu are limita in origine.
Intr-adevir, se pot considera sirurile de puncte din domeniu (cu termenii generali)

1

x =—— &x =——— (n,meN). (4.30)

" 2nm " (4m+1)n( ) 43
Evident, (4.30)

x ,x €D =R*" & limx_=limx_ =0.
n m n m

oo oo

Sirurile valorilor functiei f pe termenii celor doua siruri din (4.30) sunt (respectiv)
f(xn) =cos(2nm) =1 & f(xm) = cos (4m + 1)% =0. (4.31)

Asadar, cele doua siruri de valori din (2.31) sunt constante avand valori diferite, implicit
limite diferite si afirmatia din enunt se verifica : daca functia ar fi avut limita in 0, sirurile
din (4.31) rebuiau sa aiba aceeasi limita. Aiciintervine unicitatea limitei unei functii : daca
f admite limita { in x, € acc D aceasta limita este unica.

Evident, in locul sirurilor din (4.30) s-ar fi putut alege si altele, de asemenea
convergente la 0, de exemplu
X -t & x =#(n,meN).
To@2n+Dm " (4m+3)m

Cei interesati sunt invitati sa verifice comportarea functiei pe aceste doua siruri. De
asemenea, sa studieze existenta limitei in origine a functiei

g(x) = sinl.
X

Limitele unor functii elementare

La fel ca si in cazul sirurilor reale, nu exista metode generale pentru calculul limitelor
fiunctiilor reale in anumite puncte de acumulare. Dar aceste se pot — in multe cazuri —
determina flosind operatii cu limite si compunerea functiilor. Exista insa o serie de limite
(ale unor functii) elementare care trebuie cunoscute, tocmai spre a putea determina limitele
unor functii mai complexe. Se va putea observa, pana la un punct, similitudinea cu limitele
unor siruri elementare in cazul cand limita se considerain x, € { -, + =},

LFE-1. Functia putere (pozitivd) f(x)=x%, ¢ €¢R’ (x>0,&¢>0): lim x%= +o;}

x>+

LFE-2. Functia putere negativa  f(x) =xP, peR” (x>0,p<0): lim xP=0;

x> +oo
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Aceasta limita se obtine din precedenta prin inversarea functiei si a limitei.

LFE-3. Functii rationale

_ P(x)
S(x) 00)

cu P,Qe POLy, gradP=p, gradQ =g :

0 daca p<gq,
a
lim f(x) = b—° daci p = ¢,

X > o 0

+o dacd p>q

P(x)=a,xP+axP '+ . +a_x+a
o . —ta ,
unde { P P" & a,b,# 0.

O(x)=byx?+bx '+ . +b  x+b,
In al treilea caz (al limitei infinite), semnul depinde de semnul raportului a,/b,.

LFE-4. Functii irationale (cu radicali) :

(i) f(x)=Vx == f(x) =x"" cu x>0: lim yx = 1.
VP (x)

(i7) f(x) = —— unde P, Q sunt polinoame de grade p & ¢, cain LFE-3.
0
vO(x)

Limitele unor astfel de functii depind de relatia de marime intre puterile generalizate de la
numarator si numitor :

0 daca p/m<gq/l,
xliflf(x) = % daca p/m=gq/l,
+ :, daci p/m>gq/4.
Evident, polinoamele de sub radicali trebuie sa ia valori pozitive (pentru x suficient de mare), daca
ordinele radicalilor sunt numere pare.

LFE-5. Numarul e ( baza functiei logaritm natural, Inx) ca limita de functii :

Exista modalitati de a defini numarul e ca limita de functie (functii). Una se obtine
generalizand sirul lui e (cu n = x > +«), cealalta este o limita in 0 :

(i) F(x) =(1+5)x: lim =(1+§)x=e;
1
(iM) lim (1 +x)* =e. (4.32)
x>0
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LFE-6. Functii de tip raport care implica alte functii elementare :

o xcc

(i) fx)=2,a>0& b>1: lim X =0;
b* x> too bx
i) f)=2X 4>o0: lim 2% _ ¢,
X x> 4w @
(iii) f(x) = xsin(l): lim xsin(l) =1.
LFE-7. Functii exponentiale si logaritmice :
0 daca 0<a<l,
@) f(x)=a*,a>0: lim a* = 1 dacd a=1,
e +oo dacd a> 1.
@) fe)=2""L g>0: 1im% "l _-tng;
x>0 X
(iv) f(x)=x*, x>0: lim x* = +o0,
(v) limx'*=0; lim xV*=1;
x%0 x> + o
: . . N1 _J - pentru a>1,
v 113.1(1) fnx = ’ i) 113(1) logax—{+°° pentru 0 <a<1.

Toate aceste limite se obtin din limitele corespunzatoare de siruri, iIncadrand variabila x Intre
neN.

partea sa intreaga si aceasta majorataicul: (Vx e R) [x] < x<[x]+1, [x]
not

Alte limite importante se considera in origine, 0 € acc D.sau in alte puncte de
acumulare relevante (care conduc, eventual, la nedeterminari).

LFE-8. Functii trigonometrice si functii circulare inverse

G)  lim SB¥ - q. Gi) lim £% -1,
x>0 X x>0 X

iii lim tgx = +o, lim tgx = -o;

g g

x 7 n/2 x N (-w/2)

(iv) limctgx = +oo, lim ctgx = - ;
x~0 X”AT

(v) lim arctgx = m/2 ; lim arctgx = -m/2;

g

x> +oo X > —o0

(vi)  lim arcctgx =0, lim arcctgx = m.

x> +oo

x> —c
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Aplicatii pentru seminar, teste semestriale si HOMEWORK

LF.1

0]

Sa se calculeze limitele urmatoare :

x"” -

lin} — (n,me N);
x>1 x™m —
fim X 171D oy,
x> 1 (x-1)?2

3
limM-

x> 1 x -1

. Y4x3 -3x +1
lim ;
x=ve o fx +2

lim (SVx5+x4 +1—x);

X > +oo

. tgx - sinx
lim g—;
x>0 x3

. X
sin = + cosx

lim

x>n 1 +cosx

lim (tgx-1)(1-tgZ);

x 7 /2

lim tg2x-(tg% - x);

x> 7n/4

1
] TS
lim tg| x + — | %,

x>0

Sugestii pentru rezolvari, raspunsuri.

O Esteonedeterminare de forma (0/0) ; se foloseste o identitate care transforma fiecare
din cele doua diferente in produs ; dupa simplificare, se obtine imediat limita unei functii

rationale (¢ = n/m).

® Exercitiul este similar cu precedentul; prin rescrierea numaratoruluivor fi posibile doua

simplificari care ridica nedeterminarea, { = n(n -1)/2.

® Sepoatescrie -2 = -1 - 1, fiecare din acestia se grupeaza cu cate unul din radicali
si se obtine posibilitatea a doua simplificari ; atentie la diferenta de cuburi / patrate. Limita
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este ( =5/6.

® Numaratorul si numitorul au puteri generalizate egale. 0=2.
® Este o nedeterminare de forma « - «; ea se poate ridica prin amplificarea diferentiei
cu o fractie avand numaratorul = numitorul = o suma care, inmultita cu diferenta din
enunt, produce o diferenta de puteri 5. Limita este ¢ = 1/5.

® Este o nedeterminare de forma (0/0) ; se scrie tangenta cu definitia sa, se scoate in
factor sinx siseajungelaun produsde 3limite, unadin ele fiind LFE-8 (). Sevaobtine ¢ = 1/2.
© Este o nedeterminare de acelsi tip ca precedenta ; se scrie cosx cusinx/2 (atat la
numarator cat si la numitor), se ajunge la posibilitatea unei simplificari ce ridica
nedeterminarea si se obtine { = 3/4.

® Primul factor se scriein functie de tg x /2, se procedeazala o simplificaresise obtine ¢ = 1.

® Se scrie primul factor cu tg x, se foloseste valoarea tangenteila 45° si se aplica LFE-8
(i), dupa factorizarea numitorului ; se obtine ¢ = 1/2.
@ Se ridica limita la exponentiala de baza e, cu formula

fim () ~ 1
x>0 v(x)

k

lim [u(x)]}*® = lim [1 + u(x) - 1]'/"® = exp =e (4.33)
x>0 x>0

unde k este limita din interiorul [ ... ] care intervine in (4.33). Aceasta limita (in
ansamblu) se obtine ca o generalizare a limitei LFE-5 sau (4.32), trecand de la x la
u(x) - 1sifolosind formula

lim g(x

lim [ £(x)€®] = [ lim f(x)]"™ . (4.34)

x—>xo x—>xo

Se va obtine { = e?2.

Cei interesati sunt invitati sa detalieze calculele la toate cele 10 limite de mai sus si in special
la ultima.

Verificarea unor limite prin caracterizari cu vecinatati
Sa se verifice urmatoarele limite, folosind vecinatati fundamentale:

® lim (x2-3x+3)=1;

x>2

® tm &P _q.

B
x>-o x24 1
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® lm L1 -o0;

= (x = 1)2
Limitele unor restrictii (complementare), limite laterale.

Daca f: D —> R si D, c D iar x, € accD, c acc D, atuncise poate consideralimita
restrictiei functiei — v. (4.3) — la acest subdomeniu, definita prin :

N (x) = lim f(x). (4.35)

x—>xo x—>x0

x€D,

Evident, limita din (4.35) poate sa existe sau nu. Daca limita functiei (nu arestrictiei)
sale exista si este = { atunci limita oricarei restrictiila D, cu x, € acc D, exista si
concide cu (.

Un caz particular este acela al unor restrictii complementare, adica restrictii la
doua subdomenii disjuncte a caror reuniune acopera intreg domeniul :

D,D,cD,D,ND,=0 & D,UD, =D. (4.36)

Daca x, € accD, MNaccD, atunci se poate considera limita n acest punct pentru
fiecare din cele doua restrictii. Din nou, daca limita functiei in acest punct exista si
este = ¢ atunci limita celor doua restrictiila D, D, exista si concid cu {. Un caz
particular de restrictii este acela care conduce la limitele laterale. Putem presupune
ca intreg domeniul este un interval, D = I & x, € int]. Fie

I, ={xel:x<x,} &I ={xel:x>x,}. (4.37)

Evident, reuniunea celor doua subintervale laterale din (4.37) poate sa nu acopere
intreg intervalul I dar acest aspect este nesential : s-a vazut in definitia limitei din
(4.19) ca punctele din vecinatatea lui x, € accD nu pot atinge acest punct. Limitele
restrictiilor functiei / la subintervalele din (4.37) se numesc limite laterale : limita
la stinga, respectiv limita la dreapta in punctul x, € acc D. Tinand seama de (4.35),
aceste limite sunt :

limf| (x) = lim f(x) = lim f(x) = lim f(x); (4.38)
x>x, Uy x> X, x>x, not x 7 x,

x €l x <x,
limf| (x)= lim /() = lim f(x) = lim f(x). (4.39)
x>x, ar x>x, x> X, not xNx,

x€lg x>x,
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E 4.3 Cel mai simplu exemplu de functie cu limite laterale diferite (in origine) este

fey=L: mL -, liml- e
X x”70 X x%0 X

Folosind definitia sau caracterizari, sa se arate ca limitele urmatoare nu exista

@ lim lsinl;
x>0 X X
® lim (1 -cosx)e”* ;

X> +oo

X
® lime?* ! ;

x> 1

@ lim

x>n/2 COSX

- 1)? pentru x <1
lim £(x): f(x) =&~ 1) pentru x <1,
x> 1 2 -x3 pentru x > 1

Sugestii pentru rezolvari, raspunsuri.

@ Sepotfolosi douasiruri convergentela0, pentru care sirurile valorilor functiei au limite
diferite : se poate proceda in aceeasi maniera cain E 4.3, @ . De exemplu, cu sirurile

xn=# &xm=# (n,me N)
(4n-1)=w (4m+1) =
se va constata ca f(x,) —> - Intimp ce f(x,) —> +. A se verifica aceasta afirmatie.

® Trecand la limita, exponentiala creste la + ~ in timp ce (1 - cosx) oscileaza in
intervalul [0,2]. Pentru a demonstra riguros inexistenta limitei, se pot folosi de
asemenea doua siruri : unul pentru care 1 -cosx = 0 sau 1 iar celalalt pentru care

1-cosx = 2.

® Pentru aceasta limita se pot determina limitele laterale :

x 1
lime* ! =._.=e% = ==0;
x”1

x 1
lime*!=_=¢e% =" =+
21
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@ Si pentru aceasta limita trebuie determinate limitele laterale. Cu o notatie
conventionala, se vor gasi f(m/2 -0) = - & f(®w/2 +0) = + o0,

Aceasta functie are o expresie analitica multipla sau multiforma. Evident, cele doua
limite laterale din functii polinomiale se obtin imediat :

f(1-0)=0 & f(1+0)=1.

Cei interesati sunt invitati sa incerce trasarea graficului acestei functii.

Aplicatii pentru seminar, teste semestriale si HOMEWORK (continuare)

LF.2 Sa se calculeze limitele urmatoare :

. 1 -cos’x
(1) lim ———= = ;
x>0 X sinx

1
o lim( cos )_

x>0\ cos2x
|

(3] lim x”sin—, ne€ N ;
x>0 X
. x*-a‘

(4] lim =—, a>0;

x>a X —d4d

Pentru functiile de mai jos se vor determina limitele laterale in punctul indicat.
sin x
6  sw-1rl y-0;

6/ f(x)=1—,x0=0;

1 - cos pentru x <1,

@  f&)- x-1 %= 1;

-1
e’ pentru x > 1,

1
© )= (tgx)' T =
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Sugestii pentru rezolvari, raspunsuri.

© Prin factorizarea numaratorului se obtine o limita cunoscuta pentru una din functiile
factor, iar ceilalti factori cu functii trigonometrice se rescriu trecand in argumentul x/2 ;
se va folosi limita (7) din LEF.8. Mai este necesar un mic artificiu pentru a obtine (x/2)?
la numitor. Prima factorizare conduce la

1 -cos>x 1-cosx

: = - (1 + cosx + cos’x).
x sinx x sinx

Al doilea factor are o limita imediata. Se ajunge la ¢ = 3/2. A se detalia calculele.

® Limita este o nedeterminare de forma 1'~ care, in multe cazuri, conduce la o putere
anumarului e. Se poate proceda similar cu modul in care s-a obtinut limita din LF.1- @.
Functia din paranteza se scrie sub forma 1 + u(x) culim__ ,u(x) =0. ¢ =e3?; ase
detalia calculele.

x>0

® Acesta este un caz tipic in care este oportuna folosire “proprietatii cleste” pentru limite
de functii. Al doilea factor din functie nu are limita dar el oscileaza finit intre
-1 & 1.Inmultind inegalitatea respectiva cu functia putere se obtine

-x" < f(x) < x" deunde — trecand la limita — avem limx” =0 = lim f(x) = 0.
x>0 x>0
Observatie. La inmultirea cu x” a inegalitatii cu sinusul intre -1 & 1 ar trebui avut in
vedere semnul acestei puteri, care poate fi negativ pentru x <0 ; dar aceasta este o falsa
problema intrucat se poate lucracu |f(x)| < [x|"<e &= ...

® Limita se va obtine scriind functia (mai exact numaratorul) ca o suma de doua functii
diferenta, care conduc la limite mai abordabile, dar tot nedeterminari de forma 0/0 :
a® x*-x% x%-a°

fay =9 + ; (4.40)
X

-a X - a X —a

expresia din (4.40) se mai rescrie sub forma

fay =X 2T mat (4.41)

X —a X —a

Trecand la limita in (4.41) se obtine

lim f(x) = lim X" 7Dy oy ¥ 2%y (4.42)

x>a x>a X —da x>a X —d

prima limita din (4.42) contine factorul lim x ¢ = a“. Asadar limita devine, cu substitutia

xX>a
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y
ay(1+2) -1
a p—

y_
0, =alim QD1 _ ey - (4.43)
y>0 y y>0 y
(ay—l)(l +X)y+ (1 +Z)y—1
(1 +X)y_l yIn(1 +y/a) 1
0,, =a®lim a =a°lim & =
y>0 y y>0 y
yin(l +yla) _
= a%lim & 1-1imy1n(1+y/a)=lne-0=l°0=0,
y=0 yIn(1l +y/a) y>o y

cu substitutia = yIn(1 + y/a) & lim u(y) = 0 plus limita din LFE.7 - (i7).
y>0

Ramane de evaluat prima limita din (4.44) si ¢,.

y)?
(a?-1)|1+<L
0,, =a®lim 9] - 4%(na)-1°=a°ha. (4.45)
y>0 Yy
02=1imu=a“‘llimy -1 =a°la=a" (4.46)
x>a X —d y>1Y -1
In fine,

(4.45) & (4.46) = | lim f(x) = a®(lna + 1).

x>a

A doua limita din (4.46) se va obtine cu o substitutie adecvata.

®  Aiciesteimplicata limita din LFE-8 - (i) insa limitele laterale vor fi diferite: ¢ = -1,

0,=1. Ase verifica.

® Sipentru aceasta functie limitele laterale in 0 sunt diferite :
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Ceiinteresati sunt invitati sa detalieze calculele si sa reprezinte grafic functia. Vor fi necesare
silimitele spre -~ & +c.

© Seva arata ca limita la stinga nu exista in timp ce (,= 1.
©®  Sevor gasi limite laterale diferite, ( =0, (,= 1.Sevascrie tgx = 1 +tgx - 1 sise

vor obtine limite care implica numarul e. A se vedea limita LFE.5 - (ii), (4.32= si

modul 1n care a fost determinati limita din LF.1 - @

Comentariu

Limitele unei functii in anumite puncte din domeniul de definitie sau in anumite
puncte de acumulare ale acestuia ofera informatii esentiale asupra comportarii functiei.
Notiunea de limita este esential implicata siin definirea continuitatii punctuale, care va face
obiectul sectiunii urmatoare. Un studiu complet al variatiei unei functii pe domeniul sau
de definitie necesita — in general — si utilizarea derivatei sau derivatelor sale, care urmeaza
intr-un alt capitol. In multe cazuri, aceasta variatie poate fi mai explicit descrisa prin
trasarea graficului functiei. Studentii interesati pot incerca trasarea graficelor unor functii
care au intervenit in aplicatiile cu limite din aceasta sectiune.
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