11. Campuri scalare si vectoriale. Formula lui Green.

11.1 Elemente de teoria campurilor.

Atat campurile scalare cat si cele vectoriale au numeroase aplicatii in domenii ca
Fizica, Mecanica teoretica (statica, dinamica, mecanica fluidelor) dar si in stiintele
ingineresti. Pana prin anul univ. 2005-2006, Teoria cdmpurilor se studia in cadrul
disciplinei de Matematici speciale predata studentilor de la toate facultatile de profil
tehnic, dupa care aceasta a fost eliminata — in mod abuziv si nejustificat — din planurile
de invatamant ale facultatilor de inginerie. Este deci necesar ca unele notiuni minimale
(teoretice dar si cu exemple) despre campuri sa fie prezentate in cadrul cursului de Analiza
matematica. Acestea implica si notiuni dinn unele capitole de Geometrie analitica si
diferentiala.

11.1.1 | Campuri scalare.

Un cdmp scalar este o functie de 2 sau trei variabile, definitd pe un domeniu D < R?,
respectiv D < R3 :

o :D — R. (11.1)

In cele mai multe cazuri, functia ¢ din (11.1) este presupusi a fi continua si derivabila
partial pe domeniul D, cel putin o datd. Cu notatia consacratd, ¢ € (%, p > 1. Punand in
evidenta coordonatele unui punct M(x, y,z) € D sau M(x,y) € D,un camp scalar

intr-un astfel de punct curent va avea valoarea
p(x,y,z) € R sau ¢(x,y) € R. (11.2)

Intrucat cele mai multe definitii si proprietati ale cAmpurilor scalare sunt practic
aceleasi pentru doua sau trei variabile, le vom prezenta in al doilea caz, adica pentru
campuri definite pe domenii D < R3 ..

Gradient si suprafete / curbe de nivel. |.

Definitia 11.1.1. Dat fiind un camp scalar de forma (11.2), ¢ € CZ, gradientul sau
intr-un punct curent M(x,y,z) € D se defineste prin

00 ;, 00, 00y (11.3)

gradp = Zoi+ Z i+ Fok

Asadar, gradientul este un vector exprimat in baza ortonormata standard (i, j, k) ale carui
coordonate sunt derivatele sale partiale in punctul curent M. Evident. ele depind de
coordonatele acestuia asa incat gradientul insusi va varia odati cu punctul. In expresia
(11.3) nu am pus in evidenta aceste coordonate. Intr-un punct fixat My (x0,10,20)
gradientul va fi un vector constant
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0 . O . O
grad o (M) = a—z(xo,yo,Zo)l + a—f(xo,yo,ZO)J + a—gZD(XO,J’O,Zo)k-, (11.4)

Expresia (11.3) a gradientului se poate scrie si cu ajutorului operatorului "nabla" :

o . 0 . O _ /
V—§1+a—yj+5k(nzj) gradp = Vo. (11.4)

Definitia 11.1.2. Dat fiind un cAmp scalar de forma (11.2), ¢ € (7, suprafata de nivel (,
este definita prin

Se,) = {M@x,y,z) € D:p(x,p,2) =lo}, lo € (D). (11.5)

Prin urmare, suprafata de nivel (o este locul geometric al punctelor din domeniul D in
care campul scalar ia aceastd valoare (o.In definitia din (11.5) am pus in evidenta conditia
naturala ca numarul real (y (adica nivelul care defineste suprafata) sa faca parte din
multimea valorilor cAmpului ; in caz contrar suprafata ar fi multimea vida !

In cazul in care se ia drept nivel (o valoarea functiei intr-un punct particular
Mo (x0,Y0,2z0) € D definitia (11.5) a suprafetei de nivel devine

(SMO) = {M(xoyaz) €D: (p(x,y,z) = (D(X(),y(),Zo)} . (116)

Suprafata de nivel definita prin (11.6) este suprafata care trece prin punctul M, . Datorita
proprietatilor de regularitate presupuse pentru camp, prin fiecare punct al domeniului de
defintie D trece o suprafata de nivel §i numai una.

S mai observim ci in cazul 2-dimensional (D < R?) vectorul din (11.3) are numai
doud componente, iar suprafetele de nivel devin curbe de nivel. Un exemplu relevant este
cel al curbelor isoterme sau isobare de pe hartile meteorologice. Pe hartile topografice,
curbele punctelor de aceeasi altitudine fata de nivelul marii sunt efectiv curbe de nivel si
chiar asa se $i numesc.

Exemple.

Ex. 11.1.1 | Pentru campul scalar si punctul

ox,y,z) =x>+x2y—xyz, My(1,-3,2) (11.7)

se cer : (i) scrierea gradientului intr-un punct curent, (ii) determinarea gradientului in
punctul M, precum si (iii) ecuatia suprafetei de cdmp care trece prin acest punct.

(11.7) = g—z =3x2+2xy-yz, g_)(l/) =x?-xz, %—‘5 =—xy. (11.8)

(11.8) = gradp = 3x2 +2xy —y2)i+(x? —x2)j — (xy)Kk.
gradp (My) = 3i—j+3Kk...
o(My) = 0(1,-3,2) =1-3+6=4 = (Sy,) . x> +x*y+xyz=4

Deci suprafata de nivel ceruta este o suprafatd algebrica de ordinul 3.

Ex. 11.1.2 | Se cere rezolvarea acelorasi trei probleme (i), (i), (iii) pentru campul
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scalar si punctul

(p(x,y,z):ln(x2+y2—y)—arccos%, My (1,0,-2). (11.9)
(i) Derivatele partiale rezulta din expresia analitica (11.9) :
/
o9 _ 2x N |z|
Ox  xXP+yl-y 7257
op 2y—1
< 5y —x2+y2—y’ (11.10)
99 _ _ —x|z| :
oz 2022
\
(11.10) =
2x |z|x . 2y—-1 . x|z|
do = + + - k. (11.11
— e <x2+y2_y zz? —x2 )l x2+yz_yJ z2Jz? —x? ( )

(i) (11.10) = grade (Mo) = ( —%)i—'— ﬁk =

:ﬁ[@‘/_—z)i—zﬁj—k] (11.12)
@) o My) = ¢(1,0,-2) =1Inl - arccos(—%) =
= (Su,) In(x?+y? —y)—arccos% = —27” : (11.13)

Observatii. 1° In expresiile (11.10) ale derivatelor partiale intervin (la prima si a
treia) |z| & z, la numarator si numitor ; acestea se vor putea simplifica doar in cazul
z > 0. De altfel, pentru acest camp scalar ar fi interesanta si determinarea domeniului
D pe care este el definit, chestiune pe care o abordam mai jos.

2° 1In culegerea Probleme de Matematici speciale [I. Nistor & C. Lovinescu, 1998]
de unde a fost preluat acest exercitiu se cere si determinarea versorului gradientului din
(11.12). Acest vector, respectiv orice dintre cei doi versori asociati lui, ar putea avea
interpretarea geometricd de vector / versor normal la o suprafatd. Dar, in cazul campului
scalar de forma celui din (11.9), o ecuatie de forma u = ¢ (x,),z) nu reprezintd o
suprafata.ci o hipersuprafatd in spatiul 4-dimensional. Totusi, conform notiunilor de plan
tangent si de normala la o suprafata din cadrul GEOMETRIEI DIFERENTIALE,.vectorul
gradient din (11.12) va fi vector normal la suprafata de nivel din (11.13). Pentru
determinarea versorului este necesard lungimea gradientului din (11.12) :

| grad o (Mo) |= ﬁn (443 -2)i-2V3j - k|=

1 1
=L [48-16J3 +4+12+1 = ——/65-1643 11.14
2BJ i (11.14)

(11.12) & (11.14) =
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n°® = +(grado (Mj))° = + 1 [(4ﬁ —2)i—2ﬁj — k:|.

J65-16/3

3° Domeniul maxim de definitie al campului din (11.9) rezulta din conditiile

( 2 _ 2 :
¥4y -y >0, x*+(y-1/2)">1/4 si
[x+220&z>0:|/\|:x—zﬁ0&z>0:|
-1 S% <1, = < .(11.15)
sau
z#0 [x+2<0 & z2<0]A[x-220 & z<0].
\

Prima inegalitate din (10.15) reprezinta exteriorul cilindrului inchis generat de cercul
C((0,1/2);1/2)) din planul (xOy) avand generatoarele verticale, deci paralele cu axa
(Oz). A doua (dubld) inegalitate —z < x <z cu z > 0 reprezinta interiorul din
semispatiul superior al unghiului diedru marginit de semiplanele (x = —z) s1,(x = z), 1ara
treia (dubld) inegalitate din (10.15) reprezinta interiorul din semispatiul inferior al
unghiului diedru marginit de aceleasi semiplanele (x = z) si,(x = —z).Asadar, se poate
scrie

Dy ={(x,y,2) e R3:x2+(y—-1/2)2 > /4, z € R*},
D:D1ﬁ(D2UD3)unde Dz:{(xayaz)€R3:_ZSXSZ’ Z>0},

D;={(x,y,z) e R}3:z<x< -z z<O0L

Derivate dupa directii date ale cAmpurilor scalare.

Definitia 11.1.3. Dat fiind un camp scalar de forma (11.2), ¢ € (%, p = 1 si un vector
v = ai+ bj+ ck, derivata campului ¢ dupa directia vectorului v se defineste ca o limita
a unui raport incrementar si anume

M—>M, 0 (MO M) not

(11.16)

Limita din (11.16) comporta o constructie geometrica in ale carei detalii nu intram. La
numitorul raportului din (11.16) — membrul stang — am Incercat s marcam un arc de curba
care trece prin M, si care admite, in acest punct, o tangenta de directie v, La limita,
lungimea acestui arc de la M, la M devine elementul de arc ds pe care l-am intalnit in
Sectiunea 10.1 - Integrale curbilinii Tn raport cu lungimea de arc. Pentru un arc
suficient de mic (sau pentru punctele Mo, M suficient de apropiate), lungimea de arc din
(11.16) poate fi aproximata cu lungimea segmentului de dreapta care le uneste, deci cu
distanta dintre ele. Pe baza acestui argument se ajunge la definitia echivalenta

: ¢ M) — ¢ (Mo) do
| = My).
MJAI/I[(I)”V d(MO aM) not ds ( 0)

(11.16")

O justificare riguroasd a acestei definitii si a echivalentei sale cu definitia (sau formula)
uzuala care apare mai jos poate fi gasita in tratatul clasic de MATEMATICI SPECIALE al
Profesorului lon Gheorghe Sabac de la Politehnica din Bucuresti, [1.Gh. Sabac, 1965,
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1981].

Precizéri. 1° In membrul drept al egalitatii (11.16), litera s de la "numitor" reprezinti un
versor asociat vectorului v ; asadar se poate scrie S = v°, dar 1n notatia uzuald pentru

. o q: e d - .. o -
derivata dupa directia s~ se renunta (de obicei) la sdgeata.

2° Sub simbolul lim din membrul stang al egalitatii (11.16) am folosit notatia
M — M, || v care sugereaza ca punctul M tinde la punctul M, pe dreapta (MoM) || v.

3° Versorul 5 are, ca orice versor, drept coordonate n baza ortonormata
standard (i, j, k) cosinii directori ai directiei respective. In unele susre (cursuri sau
colegeri de probleme) acestia sunt notatia cosa,cos f,cosy dar putem prefera notatia
a =cos@i, B =cospa, ¥ =cosps de unde rezultd

Y =ai+Bjtyk cu a’+pB+y%=1. (11.17)

4° Daca se cere derivata unui camp ¢ dupa directia vectorului v = ai+ bj + ck este
necesara determinarea versorului acestuia,

T=vo=-Ly= L (ai+bj+ck). (11.18)

VI Jar b
Cu aceste precizari si aplicand Teorema lui Lagrange (a cresterilor finite) functiilor

care intervin in (11.16") se ajunge la o expresie echivalenta a derivatei dupa directia 5 din
(11.16) si anume

C;,—?(Mo) = g—f(Mo)a + %(Mo)ﬂ + aa—(g(Mo)V- (11.19)

Intr-un punct curent M(x,y,z) € D oarecare, expresia derivatei dupa directia S se obtine
imediat din (11.19) renuntandu-se la indicele 0 si chiar la argumentul-punct M, :

dp _ 09, 005,00, | (11.20)

Formula (11.20) are o interpretare vectoriala evidentd precum si una mai curand geometrica
. o . T A :

(sau vectorial-geometricd) : derivata dupa directia s~ a campului scalar ¢ este produsul
scalar dintre gradientul lui ¢ i versorul directiei dupa care se face derivarea. Avand in
vedere tocmai faptul ca acesta este un versor (deci un vector unitar), rezulta ca aceeasi

o o < : o N S
derivata este proiectia (scalara a) gradientului lui ¢ pe directia s , adica pe versorul
acesteia. Se poate deci scrie

fl—f = (gradgo) Y| = fl—f :pr?(grad(p), (11.21)

Exemple.

Ex. 11.1.3 | Pentru campul scalar si punctul

Q(x.y,2) = 3x* +2y* +27, Mo(1,43,-2) (11.22)

se cere valoarea derivatei dupa directia normala la suprafata de nivel care trece prin M, in
acest punct.
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Conform discutiei la rezolvarea exemplului anterior (Observatia 2°), directia normalei
din enunt va fi exact directia gradientului in punctul M.

grad p(Mo) = [6x] 5 5 i+ [4¥] /5. 20 + [22] /5.2 k = 6i + 443 j — 4k.(11.23)

Avand 1n vedere prima formula din (10.21), rezulta ca derivata campului dupa directia
normala la suprafata de nivel prin M, va fi

d
d_:lq) = (grad(p) ‘= grad(p| [(grad(p) (gradgo)] |grad ¢ | (1133) (11.24)

= J36+48+16 = 10.

Discutie. Exemplu este rezolvat, dar ar fi interesant sa calculam derivata acestui camp si
dupa o alta directie spre a ilustra o proprietate generald : Valoarea absoluta a derivattei
dupa o directie normala este mai mare decdt cea a derivatei dupa orice alta directie.

Fievectorul v=-i+2j-2k = T =V = %(—i+2j -2Kk). (11.25)

Cu gradientul din (11.23) s1 versorul din (11.25) gasim

de
ds

Incheiem exemplul scriind versorul normal de mai sus.

n = (gradp)’ = {-(6i+4/3j-4k) = L (3i+243j-2k).

= (61+4J_J—4k) (—i+2j-2K) = 1( 6+8+8)—T0

11.1-A | Aplicatii (exercitil) cu campuri scalare

CS-A.1 | Pentru campul scalar si punctul

o(x,y,z) =e* +arcctg§ Mo(1,-43,1) (11.26)

se cer : (i) scrierea gradientului intr-un punct curent, (i) determinarea gradientului in
punctul M, + versorul normal precum si (ii7) ecuatia suprafetei de nivel care trece prin
acest punct ; (iv). derivata campului dupa directia normala la suprafata de la punctul

precedent precum si dupa directia Y = (i-2j+3Kk)°.

CS-A.2 | Sa serezolve aceleasi probleme (i), (i) st (iii) pentru campul scalar si

punctul

Q(x,y,2) =x*+y* =2z,  My(l,1,1). (11.27)

CS-A.3 | Pentru campul scalar

ox,y,z) = alrctgZ — arcsin = (11.28)

y

sd se determine (/) domeniul maxim de definitie, (i/) grad¢ Intr-un punct curent si in
punctul O(2,-2,./3), (iii) ecuatia suprafetei de nivel care trece prin acest punct O, (iv).
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derivata cAmpului dupa directia K | i—j— k, inpunctul Q.

CS-A 4 | Pentru campul scalar

o, y,2)=x3+y> +3xy? +3xz%y - 12xz - 6y2. (11.29)

sd se determine gradientul intr-un punct curent si apoi punctele in care acest gradient
verifica fiecare din conditiile :

1° gradep L (Ox) ;,

2° grade || (Oy) ;,
%

3° gradep = 0 .

Raspunsuri si indicatii / recomandari pentru rezolvare.

] _ 272N s . x2-72 Y
CS-A1 | (i) gradp = 2xe )1—)}2#] - (228 T T )k-

(i) grado (M) = 2i — %j - (2 + Q k.=

=n=t L (8i-j-(@®+J3)k).

2./34+4J3

(iii) (11.26) = @ (Mo) = 1 — % = (Su,) 1 e* 7 +arcetgd = 1 - %
. . . . . - do _ 1
(iv) Cu formula din (11.24) si gradientul de mai sus se gaseste Tn =2 v 34+ 4/3 .

Pentru derivata dupa directia K ||l i—2j+ 3k se vadetermina versorul si se va aplica
formula (11.19). Valoarea acestei derivate este

d_(p = — % (,/ 14 +3,3/14 ) A se detalia calculele.

ds

]

CS-A2 | (i) gradp =2xi+2yj—-2k =2(xi+yj— k) =

(11.27)
gradp (My) = 2(i+ j— k).: (i)
Se vor determina cei doi versori normali.

(i) (Sum,) : x> +y*-2z=0..

]

CS-A.3 | (i) Domeniul de definitie se va determina din condifia asupra argumentului lui

arcsin (z/y). O problema similara a aparut la | Ex. 11.1.2| cu campul din (11.9).:
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|:Z+y20&y>0:|/\|:z—y£0 &y>0:|
—13%312 sau (11.30)
[z—yZO&y<0:|/\|:z+ySO&y<O:|.

Dy ={(xy,z)eR3:-y<z<y & y>0},

(11.30) => D = D, U D; unde
Dy ={(x,y,z2) eR3:y<z<-y & y<0}.

Ca si In exemplul mentionat, aceste doud domenii reprezintd reuniunea a doua zone din
spatiul R3, fiecare mirginitd de semiplanele oblice care formeaza cate un unghi diedru,
avand ca axda comund pe (O x) : D este situat in semispatiul (y > 0) iar D, este situat
in semispatiul (y < 0).

(@) (11.28) =
op -y op _  x z|y| op _ -y .
~ox T X242 0y x24y? +y2 V22 * 0z y‘/m > (113D
(11.31) =
-y . x z |yl . 1y
= gradp = ———1i+ + — k.
grad ¢ x2+y21 <x2+y2 )2y 22 >J yfyi—z2

Din aceasta expresie rezulta

gradp(Q) = ... = %[i+ (l —2ﬁ)j —4k:|. A se detalia calculele.
- _m ., _ T . Y _ inZ - T
(@) @(Q) = 1t 3 5 = (So) : arctg arcsin 3; 17

(iv). Cu gradientul grad ¢ (Q) de la punctul (i7) si cu versorul S = L(i —-j—k) se
va ajunge la

fl—f = ﬁ[n(l—zﬁ)j—ztk]-(i—j—k): ﬁ@uﬁ) =L 5

CS-Ad| (11.29) =

= gradp = 3x2+3y2+32z2-122)i+(By? +6xy—12))j+ (6xz-2x)k =
=3[(x?+y?+z2-42)i+(y?2+2xy—4y)j+2x(z-2)K]. (11.32)

Cele trei multimi de puncte din enunt se potnota M;, i € {1,2,3}.

1°| gradep L (Ox) = M, = {(x,y,z) : grade =bj+ck} =
(11.32)

— x2 +y2 +22_4Z = O = M[ = S((0,0,z);z)'

70 grad o || (Oy) = M, = {(x,y,z) : grad ¢ = bj} (132)
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x2+y2+z2-4z=0Ax=0,
-
x(z=2)=0Az=2.

2+(z-2)2=4Arx=0,
:>{y (2=2)7 =4nx (11.33)

x2+y?=4nz=2.

Multimea solutiilor sistemului algebric (11.33) este deci recuniunea punctelor de pe doua
cercuriderazd = 2:

(C1) = {(0,,2) : 2 +(2-2)7 = 4},
M, = (C C 11.34
2 = (C1)U(C), {(CZ){(x’y’z):xuyz“' (11.34)

Primul cerc este situat in planul de coordonate (y Oz) si are centrul in K,(0,0,2) iar al
doilea se afla in planul orizontal (y Oz) si are centrul in origine.
x2+y24z2-4z=0,
%
3° grado = 0 = y2+2xy—4y =0, (11.35)
(11.32)
x(z-2) =0.

Acest sistem algebric de ordinul II va admite solutiicu x = 0 v z=2. Pentru x = 0 se
obtine din (11.35) sistemul

y2+z2-4z=0,
y2_4y:0’ = (y=0vy=4)= 0(0,0,0), P;(0,0,4).
zeR
Pentru y = 4 ecuatia z> — 4z + 16 = 0 nu admite solutii reale.
Pentru y = 0 & z = 2 sistemul (11.35) devine

x2+y2-4 =0, x? =4 sau
- = (11.36)
y2+2xy—4y =0, y2+2xy—-4y =0,

x =%2 sau
- = Py(2,0,2) & P3(=2.,0,2) € M;.
y2+2xy—-4y =0,

Scazand cele douad ecuatii din (11.36) se ajunge la ecuatia in x

x2=2xy+4y-4=0=

=2,
= xip=yx Jyi-4y+ —y+(y2):>{ a (11.37)

x2=2(y—-1).

Pentru prima valoare a lui x din (11.37) se regaseste punctul P, (2, 0, 2). Cea de a doua
raddcind din (11.37), inlocuita in prima ecuatie din (11.36) conduce la
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=0
4(y—1)2412-4=0= ... =5y2-8y=0 :>{y S/S:u (11.38)
y = .

Prima radacina din (11.38) conduce la punctul P> (2,0, 2) gasit anterior, in timp ca a
doua radacina conduce la un nou punct, P3(6/5,8/5,2).

In concluzie, multimea punctelor in care gradientul cAmpului din enunt se anuleaza (este
-
= 0 ) este

Ms = {0(0,0,0), P1(0,0,4), P,(2,0,2), P3(-2,0,2), P4(6/5,8/5,2)}. (11.39)

Cititorii interesati sunt invitati sa detalieze calculele care au condus la (11.35-37) si la
acest punct Pj.

Nota. Am prezentat, cu mai multe detalii, rezolvarea acestui exemplu avand in
vedere ca s-au obtinut mai multe sisteme algebrice alternative, de ordinul Il. Cititorii
vor putea face verificarile sugerate. Problema a fost preluata din culegerea
PROBLEME DE MATEMATICI SPECIALE [V. Rudner & C. Niculescu, 1982] . Tn acest
volum (la pag. 5) se dau raspunsurile dar fara detalii de rezolvare. Pentru punctul
3° , cele 5 puncte gasite — in care se anuleaza gradientul — sunt puncte critice sau
puncte singulare.

O
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11.1.2 | Campuri vectoriale.

Un cdmp vectorial este o functie vectoriald de douad sau trei variabile, definita pe un
domeniu D < R?, respectiv Q < R3:

— —
V:D— R? sau V :Q — R3 (11.40)

Consideram cazul unui cadmp vectorial cu trei componente, deci care ia valori in spatiul
R3. Inreperul ortonormat standard al acestui spatiu (i, j, k) cAmpul vectorial din (11.40)
se va scrie

%
V=70ix,y,2)i+Va(x,y,2)j+V3(x,y,2)k. (11.41)

Fiecare dintre cele trei componente ale campului din (11.41) sunt functii scalare de céte 3
variabile (sau de numai doud, in cazul D < R?) si sunt deci cAmpuri scalare. Asupra lor se
fac presupuneri de regularitate, ca in sectiune precedentd. Putem scrie

Vi,V2,Vs € Ch, p21 (11.42).

Divegenta, rotor, campuri irotationale / potentiale. |.

Unui camp vectorial dat, de forma (11.41), i se pot asocia cateva caracteristici scalare,
respectiv vectoriale, dar si anumite obiecte geometrice (curbe /suprafete).

Definitia 11.2.1. Fiind dat un camp vectorial de forma (11.40-41) cu conditia (11.42),
divergenta campului este definita prin

.37 _ 0Vi 0V, | OV3
dlde—ef oy 3y a5 (11.43)

Divergenta este — evident — o functie scalara. In cazul in care ea se anuleaza pe intreg
domeniul Q sau pe un subdomeniu Qp < Q al acestuia, se spune cad este un camp
vectorial solenoidal pe (sub)domeniul respectiv.

. A . . - T
Un vector (de fapt, chiar un camp vectorial) este sociat unui camp vectorial V' prin
definifia ce urmeaza.

Definitia 11.2.2. Fie dat un camp vectorial de forma (11.40-41) cu conditia (11.42) si un
punct fixat My € Q. Fie s o directie fixata iar (7) un plan care trece prin M, ortogonal
pe s: (r) L s. Seconsiderd o curba inchisa netedd (y) < (r) cu My € int(y). Notdm
cu G domeniul plan inchis de (y), deci (y) = 0G; in fine. fie Aria (G) = og. Rotorul

campului V' este un vector definit prin ecuatia de mai jos, cu condifia ca limita din
membrul drept sd existe :

prevot V(M) = lim = [V -dr. (11.44)
¥)—>My G o

Daci cele trei componente ale cAmpului Vi, Va2, V3 € (4, p > 2 atunci se poate

. C . -2 . N
demonstra ca expresia analiticd a lui rot /' intr-un punct curent M este, in reperul
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ortonormat standard, data de

Zoan_(0Vs  0Va . (am 3 8V3). (8V2 B aVl)
rotV(M)—( 3y P )1+ PP o it ox oy k. (11.45)

Evident, expresia analitica din (11.45) se poate scrie sub forma echivalenta (care este si mai
usor de retinut)

i i k
4 0 0 0
tV = — — = 11.46
R Bl (11.46)
Vi Va1
Utilizand operatorul cu derivate partiale V din (11.4”), pe care-1 reamintim,
o . o0 ., O
Ve it gt kb
rotorul din (11.45-46) se poate scrie formal sub forma
- -
rot V(M)=Vx V. (11.47)

Desigur, expresia (11.46) a rotorului scris ca un determinant simbolic ce este dezvoltat
dupa prima linie, implicd "produse" de forma

g—y V, = 66_1)//1 , etc.

%
Definitia 11.2.3. Campul vectorial V' (pe care-l mai putem nota si V ) se spune ca este
irotational pe QQ daca rotV = 0 pe Q. V se numeste camp potential daca existd un camp
scalar f(M) astfel incat V = grad f(M). f este numita funcfia de forta (a campului
vectorial V).

P.11.2.1. | Un camp vectorial admite un potential (adica o functie potential) <

rotV = 0, adica daca si numai daca acest camp este irotational. Dat fiind un camp
vectorial (irotational) V, functiia sa de forta intr-un punct curent M poate fi determinata
cu ajutorul integrale curbilinii

F(M) = j V. dr (11.48)
AM
unde A este un punct fixat oarecare iar M este punctul curent ; AM desemneaza un arc
de curba care le uneste, eventual chiar segmentul de dreapta AM .

Exemple.

Ex. 11.2.1 | Pentru campul vectorial

V=0xy-2z2)i+@xz-y»)j+ (yz-2x>)Kk, (11.49)
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sd se determine div V, rot V intr-un punct curent precum si in My (1,2,-1).

(1149) = divV=y-2y+y=0 = V estesolenoidal.

(11.43)
i i k
%
(1149) = rot V(M) = otV =| 2 9 L
(11.46) not ox oy oz
xy—2z> 4xz—y* yz-2x?

=(z-4x)i+(-4z+4x)j+(4z-x)k. (11.50)
In punctul dat My (1, 2,—1), divergenta este evident nula iar rotorul din (11.50) devine

rot V(My) = —5i+8j—-5k.

Ex. 11.2.2 | Secer divV, rotV intr-un punct curent precum si in My (2, 0,-2)

pentru campul

V=u>-y2)i+(y?—zx)j+ (22 —xp)k, (11.51)
Sa se determine si o functie de forta, dacd V este un camp irotational, plecand din punctul
A(1,0,0).

divV =2x+2y+2z=2(x+y+2z); divV(My) = 8.

i j k
o 92 o
0x oy oz

x2—-yz y*—zx zZ>-xy

rotV = =(—x+x)i+(-y+y)j+(-z+2)k=0.

Deci campul este irotational si — conform cu| P.11.2.1. | — el este un camp potentional. O

functie de forta se poate gasi calculand integrala

f(M):J. V.dr = J' (x?-yz)dx+ (y? —zx)dy + (z? —xy)dz. (11.52)
J (rsn ¥

AM AM

Drumul I' = A?\/I pe care se va calcula integrala din (11.52) poate fi o linie poligonala
formata din 3 segmente de dreapta, fiecare paaralel cu (sau chiar situat pe) o axa de
coordonate :

I'r=AM, cu A(1,0,0) & M, (x,0,0),
I'=TyuIl>UTI3 unde [y =M M; cu M(x,0,0) & M>(x,y,0), (11.53)
I'y=MM cu Mx,y,0) & M(x,y,z).

Pe fiecare dintre cele trei segmente o singura variabila variaza, deci celelalte doua variatii
sunt nule, iar segmentul respectiv se poate descrie analitic utilizdnd un parametru #:
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I'=4AM, : dy=dz=0, x=te[l,x],y=2z=0;
=M M,: dx=dz=0, y=te[0,y],z=0; (11.54)
[h=MM : dx=dy=0, z=¢te[0,z].

Cu (11.52-54) avem
fMy= [ Vedr+[Vedr+ [ V.dr=
Iy r r

jf zzdz+f tzdt+f (2 —xy)dt =

0 0
3 37 1,3 _ L
1+ ey e [ e -]
(x3-1+y3+z3)—xyz. (11.55)

w|»—w|;—~

Se poate constata cu usurinta ca functia (sau campul scalar) din (11.55) verifica egalitatea
de definitie V(M) = grad /(M) din Definitia 11.2.3.

Linii de camp si suprafete de camp ale unui camp vectorial. |.

Definitii riguroase ale campurilor scalare si ale celor vectoriale, cu notiunile aferente de
gradient, divergenta, rotor, ar fi necesitat o introducere prealabila privind asa-numitele
coordonate generalizate — coordonate curbilinii ortogonale. Dar spatiul disponibil in
cadrul cursului - seminarului de Analiza matematica ar face dificila includerea unei astfel
de introduceri. Sa mentionam ca si divergenta se poate introduce printr-o constructie
geometricd si o trecere la limitd, oarecum analoaga cu cea pentru rotor (Def, 11.2.2 —
egalitatea (11.44)), iar din expresia sa In coordonatele curbilinii se ajunge la expresia
uzuaald in coordonate cartesiene (11.43).

Pentru cei eventual ineresati de aceasta fundamentare teoretica a unor notjuni
din Teoria campurilor se poate consulta (optional, desigur) fragmentul de mai jos
din cursul de MATEMATICI SPECIALE predat de A.C. studentilor din anul Il al sectiei
cu predare in |. engleza, in anii universitari 2000-2006. Numerotam ecuatiile din
acest fraagment cu (A.1), ...., (A.16), cu A de la Appendix.

Appendix 11.1

Several notions on (space) curves and surfaces should be recalled, although they were
studied in the 1% year course of ANALYTIC AND DIFFERENTIAL GEOMETRY.

The position vector of a point M, with respect to a standard system of coordinates
(054, k) is

—
OM =ry =xi+yj+yk (A.1)
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If the coordinates (x,y,z) of the point M are continuous functions of z, ¢ € [a,b] then
the point M describes a space curve (C) or (I'). Hence, we may write the vector equation of
a curve as

M) :r=x@i+yOj+z()k,t e I c R (A.2)

where r = ry,. If the functions x(¢), y(¢), z(¢) have continuous derivatives of the first ored
over [ then it is said that the curve (or parametrized path) of Eq. (A.2) is continuosly
differentiable. The derivative of the vector function r(¢) is

r)= x @i+ Nj+z Ok, t e IcR
(A.3)

and it is known (from DIFFERENTIAL GEOMETRY) that it gives the direction of the

tangent to (I') at the current point M corresponding to the current value t € 7. If r ®H=0
for any ¢ then the curve is said to be smooth. The unit vector of the tangent is

() = —L— r ). (A.4)
e @)l
The tangent vector is also collinear with the differential of r(¢):
ty || dr(f) = dx()i+ dy(?)j + dz(t) k. (A.S)

The length (or norm) of the differential vector in Eq. (A.5) is called the arc element (or
elementary arc length) for (I):

ds = || dr(@)|[= [|ax(®)i+ dy(0)j + dz() k||=

—IF @llde = {5 O+ @O+ (@) dr. (A.6)

A space curve can be also represented in other types of coordinates than the standard
Cartesian coordinates that occur in Eq. (A.2). Let us consider a domain A — R? and three
functions

x =x(¢",9%¢%),
y=¥4q".q%q*), forany (¢'.¢%¢’) € A. (A7)
z =z(q',4*,¢*),

It is assumed that the functions x,y,z that occur in (A.7) have continuous partial derivatives
on A and they satisfy the condition

D(x,y,z)
D(q'.q%.q%)

Under these conditions, the functions in (A.7) provide a one-to-one correspondence
between the points in A and (a subset of) R®. These “numbers” ¢!, g2, ¢ are called

curvilinear coordinates of a current point M in the 3D space. Thus, the position vector of a
current point M will be

r=ry=x(q'.q>,q")i+y(q".q*,¢*)j+2(q".¢*.¢>) k. (A.9)
Condition (1.8) makes possible to solve equations (A.7) in terms of ¢!,¢2,¢> :

# 0 forany (¢',9%,¢°) € A. (A.8)

g9 =q'(x,y,2), i =1,3.
(A.10)

The set of points M(q',g?,4?) in space having one fixed coordinate represents a surface
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of coordinates. Its equation follows from (1.10) :
q'(x,y,2) = qp. (A.11)

If two coordinates are fixed this yields a curve of coordinates or a line of coordinates.
For instance, if g? & ¢ are fixed, it is obtained the curve of coordinate ¢'. In general, the
current point on a curve of coordinate a (1 < a < 3), denoted (I'y,), will be of the form
M(g*). A line of coordinates has a tangent at each of its points. The tangent vector to the
curve (I'y) 1s

ry = (%Ca i+ a?a j+ a%za k. (A.12)
Let us remark that the subscript & on r in the Lh.s of (1.12) identifies the free curvilinear
coordinate but it also denotes the partial derivative with respect to g%. We recall that the
same (notational) convention is used — in the differential geometry of surfaces — for the
partial derivatives / tangent vectors r,, I, to the coordinate lines (I',),(I"y) on a surface

(S) : r = r(u,v). The three tangent vectors r,rz,r3 form a basis of coordinates called the
local basis. It depends on the current point, that is it changes as the point moves (both as
regards the directions of the vectors and their length). The system of coordinates
(M;ry,ra,r3) is said to be orthogonal if the three coordinate lines are orthogonal at each
point in the space, what means that the basis (r;,r2,r3) is orthogonal:

a # f§ = rq +rpg = 0. Only orthogonal systems of coordinates will be considered in what
follows.

The length (or norm) of the vector r,, is called Lamé’s coefficient and it is denoted and
expressed by

2 2 2

_ _ ox dy oz _

Hy, = |rql= J(aqa) +(8q“) +(8q”) , a=1,3. (A.13)
At any point it is considered the orthonormal basis
o 1 1

€,ey,e3), €, =TIy = rg = rg =

(e1,€2,€2) vl Ha =" )

_ 1 (ox s, ., oz -

=T (Gq“ i+ 2 jt 2q° k), a=1,3. (A.14)

Any vector v(M) = v(q',q?,q?) is represented, in the orthonormal basis of (A.14), by
v =vle; +v?e, +vie; where v* = pry,V. (A.15)
In the system of coordinates (¢!,¢?,¢>) the following equation holds :

dr = 9X gq 4 OF gg2 4 OF gg3
' oq' 1 0q* 1 oq> 1 (1.14)

=H1dq1e1+H2dq2e2 +H3dq3e3. (A16)

. s 4 . <
Definitia 11.2.3. O linie de camp a campului vectorial V' se defineste ca fiind o curba
.2 R . .
care este tangenta vectorului V(M) 1in fiecare punct M € . Prin urmare, sistemul de
ecuatii diferentiale ce caracterizeaza liniile de camp

dx dy dz
= = . 11.56
Tt - s - Vatn D) (11.56)
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Varianta in coordonate curbilinii a acestui sistem de ecuatii este

1 2 3
thdg _ Hdg” _ Hidg” (11.57)
14 & &
care decurge din (11.56) si (A.16), unde V!, V2, V3 sunt coordonatele respective ale
campului vectorial in directiile axelor de coordonate ale bazei locale (e, ez, e3).

Definitia 11.2.4. O suprafatd generata de liniile de cAmp se numeste o suprafata de camp.
Evident, ea depinde in mod esential de cAmpul prin componentele acestuia care apar la
numitorii din (11.56).

Un sistem diferential de forma (11.56) se mai numeste sistem simetric. Astfel de
sisteme intervin (sau se folosec) in rezolvarea ecuatiilor cu derivate partiale de primul orin
(PDE). Egaland doua dintre cele trei rapoarte se obtine cate o solutie care se numeste o
integrala prima, Fiecare din ele depinde de céte o constanta arbitrard, deci intervin doua
constante ci, c¢,. Practic, fiecare ecuatie este de forma

O (x,y,2)=c1 & Oa(x,y,2) =c2. (11.58)

Cele doua ecuatii din (11.58) reprezinta doua suprafete a caror intersectie este tocmai o
linie de camp — cea din Definitia 11.2.3. Cand cele doud constante variaza, linia de camd
genereazd suprafata de camp. O suprafatd generata de liniile de camp verifica ecuatia cu
derivate partiale de primul orin (PDE)

v OF Ly, 0F |y OF _ g 11.59
Vox 2 oy oz ( )
In unele aplicatii ce implica astfel de cAmpuri vectoriale se cere gisirea unei suprafete
de camp particulare, care trece printr-o curba data. llustram acest gen de probleme cu
exemplul ce urmeaza, preluat tot din cursul de Special Mathematics anterior mentionat.
Acesta are a rezolvare mai laborioasa, dar vom continua si cu exemple mai simple.

Appendix 11.2

Example A.11.2-1. Let us consider the vector field

- .
V(x,y,z) = sin’xi+tanzj + cos’zKk. (A.17)

Given the point M(n/3,—1,7/4), the equations of the field lines passing through it are
required, and also the field surface passing through the curve

3cotx —tanz = 1,
D) : (A.18)
y+sin2x = 3.

The differential system of the field lines are
de _ 4y _ _dz_ (A.19)

sinfx  tanz  cos?z

Two prime integrals of this symmetric system can be easily obtained :

cotx + tanz = ¢, 1 -y =cCa. (A.20)
2cos‘z

Indeed, the first prime in (A.20) integral follows from
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Ry = R3 = dcotx +dtanz = 0 ;

the second prime integral is obtained from

R, = R:i = tanzdz —dv=0> sinzdz —dv =0.
2 : cos?z Y cos’z Y

In each prime integral of (A.20) we introduce the coordinates of M, and we get

D o Ry (A21)
J3 J3
Hence the field lines are represented by the system
_1+J3
cotx +tanz = 5
1
-y = 2.
2cosz  °

In order to find the particular field surface passing through (I') of Egs. (3.6) we must
eliminate x, y, z from the system

cotx +tanz = cjy,
1 — =
J Zcosz VT (A.22)
3cotx—tanz = 1,
Yt sin2x = 3.

Eq. (A.22-3) -3 (A.22-1) gives

—4tanz = 1 -3¢; = tanz = 3¢ — 1)/4. (A.23)
Eq. (A.22-3) + (A.22-1) gives

4eotx =c1+1 = cotx = (c; + 1)/4. (A.24)
Eq. (A.22-2) + (A.22-4) gives

2cc1)szz +sin2x = ¢ + 3. (A.25)

Now 1/(2cos?z) and sin2x that occur in (A.25) can be expressed in terms of tanz and
(respectively) cotx of (A.23) & (A.24).

1 1 5 1 9¢?—6c1+17
. s - - . A26
2cos?z 2 (1+tan"2) 3.11) 2cos’z 32 ( )
sin2x = —2tanx - oy - 8/(ci + 1)
1 + tan’x (A.23) 1+ [4/(C1 + 1)]2
= sin2y = @+ D (A.27)

ct+2c1+17
(A.24), (A.25) & (A.26) =

9ci—6c1+17 _ 8(ci+1)
32 A +2c1+17

=c+3 =
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9ct+12c} + 158¢% + 188¢; + 321
32(ci +2cy + 17)

=904 +12c3+62c2 —4e1 — 1311 = 32¢x(c2 +2c1 +17).  (A28)

The equation of the required surface is obtained by replacing, in Eq. (A.28), the expressions
of ¢1 & c2 of (A.20).

=62+3:>

[
Ex. 11.2.3 | Se cer liniile de camp pentru campul vectorial din | Ex. 11.2.2
Reamintim expresia sa :
V=u>-y2)i+(y?—zx)j+ (22 —xp)k, (11.51)
Sistemul simetric de forma (11.56) este
de  __dV __d: (11.56)

x2—yz  yP-zx @ zZZ-xy

Scézand numaratorii intre ei numitorii §i asemenea numitorii, intre doua rapoarte, egale se
obtin ceea ce s-ar putea numi proprortii derivate, din care rezulta ecuatii diferentiale simple

- - d(x-y) d(y —2)
Ry, Rh=R, R = 11.57
b 2 = x2=y2+z(x-y) Y’ -zZ2+x(y-2) - ( )
= dfcx__yy ) _ dgy__zz) . (11.58)

Trecerea de la (11.57) la (11.58) s-a realizat amplificand egalitatea cu factorul comun al
celor doi numitori, (x+y + z).

(11.58) = In(x—y)—In(x—y) = Inc; = ’y‘j«; = cy. (11.59)

Analog se obtine ce de a doua integralad prima,

Y22 o, (11.60)

zZ—X

(11.59) & (11,60) = { ¥—(arDytaz =0, (11.61)
c2x+y—(c2+1)z = 0
Sistemul de ecutii (11.61) caracterizeaza o dreapta in spatiu, dar nu una singura ci o
intreaga familie de drepte, care variaza o datd cu constantele c¢; & ¢, . Directia acestei /
acestor drepte (d) se obtine ca in Geometria analitica (a dreptei in spatiu), ca produsul
vectorial al planelor din (11.61) :

i j k
d)mixm=| 1 —(c1+1) c = ...
2 1 —(c2+1)
.. = (0102+02+ 1)(i+j+k). (11.62)

Rezulta din (11.62) ca toate liniile de cdmp ale cdmpului vectoria din 911.51) sunt drepte
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avand aceesi directie, cea a vectorului egal Inclinat fata de axele reperului cartesia standard,
i=1i+j+k. O linie de camp, aadica o dreaapta particulara se obtine impunand conditia
ca ea sa treaca printr-un punct dat. De exemplu, daca se cere ca aceasta sa treaca prin
0(3,-2,4), linia de camp respectiva va avea ecuatiile

d):x-3=y+2=2z—-4.
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