10. Integrale curbilinii. Integrale Multiple.

Succinte preliminarii teoretice (+ exemple)

Exista doua concepte (sau tipuri) de integrale curbilinii. Ambele se definesc pe o anumita
curba (C) sau (I'), situatd in planul §, sau in spatiul §,. In general, curba este
marginita, in particular un arc de curba

4B c ()< S, (k=2,3). (10.1)

10.1. Integrale curbilinii in raport cu elementul de arc

Din punct de vedere analitic (adicd din perspectiva GEOMETRIEI ANALITICE &
DIFERENTIALE), se presupune ca arcul de curba sau curba din (10.1) admite o reprezentare
de natura parametrica sau de alta natura. Mai exact, vectorul de pozitie al unui punct
curent M are coordonatele, intr-un reper cartesian (O; x, y) sau (O; x, y, z), functii
de un patrametru real care parcurge un interval in general marginit, dar posibil si
nemarginit. Formal,

—

Me(T) = OM = r,,=x(t)i+y(Hj+z(t)k, telIcR (10.2)
not

unde i, j, k suntversorii reperului cartesian ortonormat (“reperul standard”). Cele trei

functii-coordonate care intervin in (910.2) sunt presupuse a fi continuu derivabile pe

intervalul respectiv, functia vector de pozitie r(¢) fiind unainjectiva, ceea ceimplica faptul

ca orice punct M € (I') corespunde unei singure valori a parametrului ¢ € I.

Daca I = [a,b] este un interval compact iar

AneDIVI,An={a=t t ...,tn=b} cu ¢,

or B/ <t (10.3)

1

este o diviziune oarecare a intervalului I, atuncicele n + 1 puncte ale diviziunii din (10.3)
determina univoc 7 + 1 puncte pe arcul de curba din (10.1) :

r(A)={M:M=x(t),i=0,n}cu UM_M, -25B. (10.4)
i=1

Cu alte cuvinte, partitia intervalului I parcurs de parametrul ¢ determind o partitie a
arcului din (10.1) in sub-arce, a caror reuniune este intregul arc. Sa mai observam ca
termenul de partitie aici folosit nu trebuie inteles stricto senso, in sensul ca doua sub-
intervale vecine determinate de diviziunea (10.3) pot avea extremitati comune, la fel ca si
subarcele de pe curbd care sunt imagini ale subintervalelor prin functia r(t); evident, in
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(10.4) am identificat punctul cu vectorul sau de pozitie. Cu aceste precizari putem scrie

r([t,_,.8]) = M, M, i=1,n. (10.5)

Daca f(x,y,z) este o functie de trei variabile definitd pe un domeniu (solid)

DcR® (sau Dc S,, 1n sens strict geometric) astfel incat

(T) < D, (10.6)

atunci functiei f, functiei vectoriale (10.2) si diviziunii (10.3) a intervalului I li se poate
asocia o suma integrala de tip Riemann si anume

S(f,r,A) =) f(M,)d,, (10.7)
i=1
unde: M, e M, M, iar d,=86(M, ,M,), i=1,n. (10.8)

Cu alte cuvinte, M . este un punct “intermediar” situat pe subarcul de indice i al
curbei, ceea ce nu inseamna ca el nu poate sd coincida cu una din cele doua extremitati ale
acestui subare, cel din (10.5) ; in (10.8) am notat cu & distanta in sens geometric dintre
doud puncte, dar si (In sens de spatiu) metric, deci d, este distanta dintre extremitatile
sub-arcului din (10.5) sau — echivalent — lungimea segmentului de dreapta determinate
de aceste doua puncte :

d=06(M_,,M,)=0(M_M,). (10.9)

Distanta (sau lungimea) din (10.9) se poate exprima natural ca o norma din spatiul R3,
norma fiind lungimea vectorilor de pozitie iar distanta = lungimea diferentei dintre acestia:

2 2 2
d;=d(M;;, M) = | Ty, ~ 1'MH” = \/(xi =X ) (Y- Yis) "+ (27 2,4)7, (10.10)
unde indicii pe cele trei coordonate cartesiene identifica punctuele ale caror coordonate
sunt. Evident, acestea corespund unor valori ale parametrului din diviziunea (10.3) :
x;=x(t,), y,=y(t,), z;=z(¢,) pentru i= 0,n. (10.11)

In virtutea proprietitilor mai sus mentionate ale functiei vectoriale r(¢) din (10.2),
punctul intermediar din (10.8) este imaginea prin aceastd functie a unei valori interme-
diare a parametrului in intervalul de indice i, ©, € [t,_,,¢.]:
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M,=x(t),i=1,n. (10.12)

Desigur, si in (10,12) s-a identificat punctul cu vectorul sau de pozitie. Se poate explicita
egalitatea din (10.12) punand in evidenta cele trei coordonate cartesiene ale sale :
E.=x(t,)e [x,_,,x],
Mi(Eit nirci)/ i= 1,11 cu ni y(ti)e [yi—l’yi]’ (1O°13)

C,=z(t)elz;,_;,2,].

Din aceste expresii (10.10) si (10.13) rezulta ca suma din (10.7) se poate scrie sub forma

S(f 1, A)= ;f(a,.,n,.,c,.)d,. -

(10,10)

- Zf(&i.'qi,ci)‘/(xi - xl._l)2 + (yi - yi_l)z + (zl. - Zi—1)2 . (10.14)

i=1

Subradicalul din (10.14) apar variatiile patratice ale celor trei functii-coordonate din (10.2),
care erau presupuse a fi de clasa C} . In consecinti, lor li se poate aplica Teorema lui
Lagrange — a cresterilor finite, peintervalul [¢, _,t ] . Fdrdarestrange generalitatea, se
poate presupune ca valoarea intermediara a argumentului pentru cele trei functii-
coordonate este aceeasi, T, € [¢,_,,t,], iar aceastd valoare a parametrului este cea din
(10.13), care determini pozitia punctului intermediar pe arc. In consecinti, variatiile
functiilor-coordonate devin

X- % = X(T) (-t ),
Y. Y 4 ]](‘Ei) (ti B ti_1)’ (10.15)

2=z = 2(T) (5 -t ).

In fine, din (10.14) & (10.15) se obtine expresia sumei sub forma

2(f,r, A,) - gﬂei.m,ci)mri) 92(3) <225 (- ). (10.16)

Nota tehnica. Atatin (10.15) cat siin (9.16), membrii secunzi, cele trei functii-coordonate
apar derivate : (x dot, ydot, zdot) insd editorul WP11 plaseaza punctele prea aproape
de literele ce desemneaza aceste functii ; aceasta este notatia uzuala pentru derivatele in
raport cu parametrul ¢.

Din (10.16) cu (10.13), rezula ca suma din (10.16) este o suma Riemann pentru functia
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(compusa) de ¢

FLx(®), (), 2()]V #2(1) + y2(1) + 22(7) (10.17)

si pentru diviziunea A, din ((10.3) a intervalului [a,b]..

Definitia 10.1.1. Daca exista in R limita

lim X(f,r,A,=1(A))=L (10.18)
v(A,)>0
atunci acest numar real L este, prin definitie, integrala curbilinie pe curba (arcul de
curbd) (TI') din (10.1) afunctiei f(x,y,z) inraport cuelementul de arc ds.

Comentarii. Datorita conditiilor de regularitate pentru functiile-coordonate (x,y,z), daca
norma diviziunii A tindela 0 atunci si norma diviziunii de pe (arcul de) curbd tinde la
0 in timp ce numarul punctelor de diviziune tinde la infinit. Am discutat acest aspect si
la definirea integralei definite cu ajutorul sumelor Riemann in sectiunea (sau capitolul) 9.2
Integrala definita, implicatia (9.344) de la pag. 273. Formal se poate scrie ca

V(A)>0 = [v(A,)>0 & n>]. (10.19)

Noma diviziunii A, de pe curbd se poate defini ca lungimea celui mai mare (sau mai
lung) sub-arc de curba, sau ca distanta cea mai mare dintre doua puncte succesive de pe
acest arc. Sa mai observam ca reuniunea segmentelor de dreapta din (10.9) constituie o
linie poligonala care “aproximeaza” — in sens geometric — curba si care tinde la aceasta in
conditiile din (10.19.

Integrala curbilinbie definita prin (10.18) se noteaza

ff(xay’z)ds~ (10.20)
()

Avand 1n vedere discutia care a condus la Definitia 10.1.1, valoarea acestei integrale revine
la integrala Riemann din functia (10.17), deci se poate scrie ca

b
[fG.y,2)ds = [fLx(0),9(0), 201V 32(8) + y2(8) + 22(r) dt. | (10.21)

()

Formula (10.21), care este de fapt o propozi tie, P.10.1.1, are si o importanta teoretica dar
mai ales una practica intrucat ofera o modalitate de a calcula integrale curbilinii in raport
cu elementul de arc (sau de speta intaia) ca integrale Riemann. Sd mai reamintim ca
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elementul de arc ds a mai fost intalnit la una din aplicatiile integralei definite — calculul
lungimii curbelor — aplicatia A.2 - G (pag. 300), cu diferenta ca in formula (9.421)
intervenea reprezentarea cartesiani explicitd a unei curbe din spatiul R2, la care ne vom
referi in cele ce urmeazi. In aplicatii (exercitii) in care urmeazi a se aplica formula (10.21)
este recomandabil ca — mai intdi — sa se determine functia f[x(¢),y(¢),z(¢)], sub cea
mai simplad forma posibila, si apoi elementul de arc

ds =\ #2(1) + y2(¢) + 24(¢) dt. (10.22)

Ex.10.1-1| Se cere calcului integralei

[FG.p.2)ds = [(x>+y?+2%) " ds (10.23)
(M )
unde
X =acost,
(I): { y=asint, cu te[0,2n]. (10.24)
z="bt
1
(10.23) = f[x(),y(1),z(1)] = 2, pag2’ (10.25)
a
X = -asint,
(10.24) = { y= acost, = ds=Va?+b?dr; (10.26)
Z=b
27
(10.2526) = [(x?+y2+z?)lds = [S———Va’+b2dr=
I 5 @ 24+ b2t

2z
=Va?+b? f 2t2 t=ﬁ\/a2+b2[arctg%} =

a’+b 0

=ib\/a2+b2arctg2b—n.
a a

Curba din (10.23) se numeste elicea cilindrica. Ea este,, de fapt, o spirala situata pe
cilindrul de rotatie avand ca axd pe (Oz) iar raza =a; constanta b este pasul elicei.
Aceasta curba se studiaza, sub diverse aspecte, in cadrul GEOMETRIEI DIFERENTIALE.
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Este posibil ca o curbd spatialda (I') sa fie definita ca intersectia a doud suprafete,

(T) = () N(Sy,
in care caz reprezentarea sa analitica poate fi de forma unui sistem de doua ecuatii implicite
in cele trei variabile :

() { ®(x,y,2z)=0,

P(x,y,z)=0. (10.27)

Este posibil ca sistemul (10.27) sd fie completat (sau insotit de anumite conditii pentru cele
trei variabile, cum ar putea fi limitarea la un anumit domeniu spatial :

M(x,y,z) € D c R®.

Am prezentat definitia si formula de reducere la o integrald Riemann pentru integrale
curbilinii pe o curba (un arc de curba) spatiala, situatd in spatiul 3D. In cazulin care (T)
este o curbd pland, deci (I') <= S,/ (T') < R?, formulele anterioare riman valabile daci
se elimina a treia coordonata / al treilea versor al reperului canonic :

—
Me(I') & OM = r, =x(t)i+y(D], telIcR (10.28)

ot

ds = 22(2) + y2(¢) dt. (10.29)

In cazul in care curba este graficul unei functii reprezentate explicit, printr-o ecuatie de
forma

y=0@(x), xel cu @€ C} (10.30)
atunci
(T) = (G,) & ds=y1+¢'*(x) dx. (10.31)

In (10.29) & (10.30), rolul parametrului ¢ din (10.28-30) este preluat de variabila
independenta x. Expresia (10.31) a elementului de arc in aceasta situatie este —in esenta
—ceadin aplicatia A.2 -G (pag. 300), cu diferenta ci in formula (9.421) aparea notatia f
pentru functia al carei grafic era curba (pentru care se punea problema calculului lungimii)
in timp ce, 1n (10.30-31), am folosit pentru aceasta notatia ¢ spre a evita confuzia cu
functia-integrand f din (10.20-21) reduse la doua dimensiuni si la reprezentarea curbei
din (10.30).

Se pot intalni si cazuri in care curba este reprezentata, fie in spatiu fie in plan, prin
ecuatiii de forma implicita ; pentru cazul 3D am mentionat aceasta situatie anterior, cu
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reprezentarea din (10.27). Incazul plan, inlocul uneireprezentiri de forma (10.30) putem
avea

(T'): ®(x,y) =0. (10.32)

In acest caz se poate incerca deducerea unei reprezentiri prin ecuatie expliciti cain (10.29)
sau chiar a unei reprezentdri parametrice de forma (10.28). De exemplu, dacd (I') este
semicercul superior al cercului centrat in origine de raza = a atunci el admite cele trei
reprezentari analitice echivalente de mai jos :
x2+y?=g? y=ya?- x> r(t) = asinti + acost j
(') : = =
y=0 xe[-a,a] te[0,n].

Urmeaza doud exemple de calcul al integralelor curbilinii pe (arce de) curbe plane.

Ex.10.1- 2| Se cere calcului integralei

= 3¢,
[yds, unde (I): 1" @D e refo,m/41. (10.33)
o = asin3t
¥ = -3acos’tsint,
(10.32) = =
y = 3asm“tcost
= ds = 3ay cos*tsint + sin*t cos?t dt = 3 a cost sint dt. (10.34)
n/4 2 2
(10.33-34) = fyds =3a? fsin“t costdt = ?’%[sinst];ﬂ4 _ 3a )
) ; 2042
%2 2
Ex.10.1- 3 fxyds, (C): = +25-1=0cux>0&y=0. (10.35)
a b?

©)

Din GEOMETRIA ANALITICA se stie ci aceasti curbi este o elipsd de semiaxe a & b
raportata la axele sale de simetrie (ca axe ale reperului cartesian ortonormat sau standard).
Restrictia care apare asupra celor doua variabile limiteaza arcul de elipsa la primul cadran
al reperului (O; x, y). Dar reprezentarea analitica implicitd din enunt poate fi inlocuita
cu una parametrica, mai convenabila din punctul de vedere al expresiei elementului de arc
si — implicit — al calculului integralei :
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X =acost,
(O): { J - bsint cu te[0,mn/2]. (10.36)

(10.36) = ds = a’sin®t + b2 cos?t dt ; (10.37)

/2
(10.36-37) = fxyds =ab fcostsint\/azsinzt + b%cos’t dt =
© 0

n/2
=abfcostsint\/(a2—b2)sin2t+b2dt. (10.38)
0
In integrala din (10.38) se poate aplica substitutia

(a?-b?)sin’t=u = du=2(a’-b*)costsintdt = (10.39)
= costsintdt=;du (10.40)
2(a?-b%) '
x=0= u=0,
10. 10.41
(10.39) = {x=n/2=>u=a2-b2; (10.41)

(10.38), (10.40) & (10.41) =

a2_b2
- ab J/ 2 -
= fxde—m f u+b”du-=
© 0
ab 2_p2 ab ab(a’+ab +b?)
— u+b23/2a b° _ a3_b3 —
3(a®-b?) A L 3(a2—b2)( : 3(a +b)

Incheiem acest set de exemple cu cel al unei integralei curbilinii pe o curbd pland dar
situata in spatiu. Curba este definita ca intersectie a doua suprafete - v. (10.27).

2, .2, 2 _
Ex.10.1- 4 f x2y?z%ds, (C): xTrytrzi=l, (10.42)
© x+y=0.

Evident, din punct de vcedere geometric, curba (C) este un cerc meridian al sferei
deraza 1 centrata in origine, situat in planul vertical de ecuatie (x +y =0). Se poate
cauta o reprezentare parametrica a acestei curbe, de exemplu eliminand variabila y din
sistemul ce caracterizeazd analitic pe (C) in (10.42).
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2 2 2 _
(O): {xx:i:oz =1 = 2x%+z2=1. (10.43)

Din punct de vedere geometric (GEOMETRIA ANALITICA a suprafetelor cuadrice), ecuatia
(10.43) reprezintd un cilindru eliptic avand pe (Oy) ca axa de simetrie, dar el este
sectionat prin planul (x +y = 0). Se poate alege x ca variabila independenta, in rolul
parametrului ¢ dintr-o ecuatie a unei curbe spatiale de forma (10.2) :

©:1 50" S (10.44)
. = .
z2=1-2x2, z=%+y1-2x2. M

Totusi, aceastd modalitate de parametrizare a cercului (C) este discutabila intrucat este
mai dificil de luat in considerare parcurgerea intregului cerc : ar trebui ca acesta sa fie
descompus ca reuniunea dintre semicercul superior si cel inferior, cu cele douid semne
distincte (opuse) ale variabilei z din (10.44).

O alta parametrizare posibila este :

(O): x = —% cost, y = izcost, z=gsint cu te€[0,27n]; (10.45)

Se poate constata ca cele cele trei variabile ca functii de ¢ verifica ecuatiile (10.43).
(10.45) = ds =V sin?t + cos’t dt = dt. (10.46)

(10.45) & (10.46) =

2m 27
- fxzyzz%ls - f %C°s4t5in2fdl‘ = 1_16 f sin22¢ cos?tdt =
©) 0
1 211:1 1
=1_60 5(1_c°54t)5(1+0052t)dt=
:ifz“(l+cos2t—cos4t—cos4tcos2t)dt:2_“:1 (10.47)
64 0 64 32° 47

In dezvoltarea integralei din (10.47), in afari de primul termen care i di si valoarea finald
vor mai aparea si alte patru integrale avand ca primitive multipli de sin4¢, sin2¢ si
sin32¢, ale ciror variatii intre cele doui limite de integrare sunt nule. Se recomand#
cititorilor detalierea calculelor.
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10.1 A | Integrale curbilinii in raport cu elementul de arc - Exercitii

10.1 A -1 | Se cere calculul integralelor ce urmeaza pe curbele indicate.

1A-1.1 1= [ y3as; (C): y=x*/4,xe[0,2].
(C)

1A-1.2 | 1, [ /1 yds; (C):{x:’_smt’ ref0,m/2].
y

© =1-cost,

_ 3
1A-1.3 | 1= [x2y2ds;  (0):{ " “ " repo.2m).
©) y=as1n3t,
X =tcost,
1A-1.4 | [, - [z(x>+y?)ds; (C):{ y=rsinr, 1€[0,1].
(©) z=t,
rx=ac0st,
1A-1.5| [, - [(x+y+2)ds:(C):{ y=asinr, re[0,m/2].
() z=bt,
X =1,
1A-1.6 | I, - [xyizds;  (O):{y-y8:7/3, te[0,1].
(©) z=12/2,

Raspunsuri si recomandari de rezolvare

2
1A-1.1 ds =yy®+1dy; I1=fy5\/y6+1dy=...=
0

A se detalia calculele.

(65%/2 - 1).

1
9

1A-1.2 | ds =y (1 -cost)?+sin?tdr =2 |sin(¢/2)| dt ;
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2

n/2 4
in?(t/2)-cos(t/2)dt = ——.
fsm(/)cos(/) 32

n/2
I =...=2/|sint|-|sin(t/2)|dt=4
0 0

A se detalia calculele.

1A-1.3 | Din ecuatiile parametrice ale curbei se deduce ds = 3 a |sint cost?| dt ;

2n 5 2m

I, = 3aJa4sm6tcos6t|sintcost| dt = 22618 Of|sin2t|7dt. (10.48)

Intrucat functia de sub integrala din (10.48) isi schimb# expresia in punctele w/2 si
37 /2, integrala trebuie scrisa ca suma de 3 integrale pe cele 3 intervale determinate de
aceste puncte. Utilizand formula

sin?2¢ = 1 - cos?2¢ sisubstitutia cos2t = u

in fiecare din cele integrale mai sus mentionate se ajunge la integrala Riemann

3(15 ; 213 3(15
I, = 64:_{(1—tt)du=...= 70
x = tcost, 1
1A-1.4 = tsint, = ds=y2+t2dt; I, = [£3(2+ 224t
z =t 0

Aceasti integrali este una irationald binoma si poate fi rationalizati cu substitutia Cebysev
adequata. Se va ajunge la

I =—ﬁ+w.

4 5 15

Cititorii interesati vor putea detalia calculele.

1A-1.5| Dinreprezentarea parametricii a curbei se obtine ds =V a? + b2 dt ;

n/2

IS=\/a2+ b2 f[a(cost+sint)+bt]dt. (10.49)
0

Intergrala din (10.49) se decompune in suma de doua (sau trei) integrale, cu primitive
imediate. Sevaajungela I, = (2a+b n2/8)ya®+ b?. Asedetalia calculele.
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1
1A-1.6 ds = (¢t +1)dt; 16=gft6(t+1)dt. (10.50)
0

Integrala din (10.50) este una imediata i se ajunge la valoarea I, = 5 /42. A se detalia
calculele.

10.2. Integrale curbilinii in raport cu coordonatele

Constructia acestui al doilea tip de integrale curbilinii pleaca tot de la un arc de curba
neteda ca cea din (10.1). Dacd acest arc de curba se proiecteaza pe trei intervale, fiecare
situat pe cate una din cele trei axe de corrdonate, putem scrie

Proj(ox)(AB) = [“1:B1]:

AL

Proj o, (,ZE) =[a,,B,], (10.51)

PI‘Oj(OZ)(AB) = [“3aB3]-

In ipoteza ci arcul de curba admite o reeprezentare parametrici de forma (10.2) , el fiind
astfel imaginea prin functia vector de pozitie a intervalui cumpact I = [a, b], o diviziune
oarecare

A eDIV,, A ={a=¢t,t,.., t =b}cu ¢t _ <t (10.52)

va determina univoc (sau va induce) o diviziune pe arcul de curba din (10.1)

r(A)={M;:M=x(t), i=0,n} cu U1 M_M, = AB. (10.53)

dar si trei alte diviziuni, cate una pe fiecare din cele trei intervale din (10.51) :
A e DIV[%BI] A, ={a,=x(a),x; =x(t;),..,x, =B, =x(b)},

Ay € DIV[az’Qz] s Ay = {az =y(a)ay1 =J’(t1),---,yn = BQ = y(b)}, (1054)
A e DIV[%M, A ={a;=z(a),z;=z(t)),..,z,=PB;=2(b)}.

Fiecare din aceste trei diviziuni va avea cate o norma (lungimea celui mai mare interval),
dar se poate considera si o norma “globala” :
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V(Ax) = mgx(xi— xi—1)= V(Ay) = m'flx(yl.—yi_l), V(Az) = m?lx(zi_ Z,'_l) ; (10.55)

n
V(A, XA, xA,) = fmax \/(xi “x )P (v’ (2 -z ) (10.56)
;-
Norma din (10.56) este o “norma diagonala” care coincide cu distanta din spatiul metric
R3. Proprietitile de regularitate ale celor trei functii coordonate din reprezentarea
parametrica (10.2) implica echivalenta

V(A XA XA ) >0 < [v(A,) >0 & v(A)>0 & v(A,)> 0] < v(A,)>0.

In acelasi timp, aceste norme tindla 0 <= n > +c.

Fie acum trei functii scalare de cate trei variabile x,y, z definite pe un acelasi
domeniu 3-dimensional D = [a , B ]*[a, B,]%[a,,B,] care contine arcul de curba

din (10.1). Acestea se noteaza (de exemplu) prin P, Q, R si pot fi considerate drept
componentele scalare ale unei functii vectoriale

V(x,y,z)=P(x,y,z)i+R(x,y,2)j + R(x,y, z) k. (10.57)

Fiecareia dintre aceste trei functii si diviziunii corespunzatoare componentei respective din
(10.54) i se poate asocia cate o suma integrala de tip Riemann. O scriem numai pe prima
dintre ele.

2 (P, %, A,)=Y PE,n,.C)(x-x_,) (10.58)
i=1

unde au semnificatia din (10.8) - (10.9). La fel ca si in cazul definirii (construirii)
integralelor curbilinii in raport cu elementul de arc, o suma de forma (10.58) corespunde,
prin functia vector de pozitie r(#), unei diviziuni A a intervalului [a, b] parcurs de
parametrul # siuneialegeri a punctelor intermediare, cain (10.12) - (10.13). Asadar, suma
din (10.58) dar si celelalte doua (pentru componentele a 2-a si a 3-a) se pot rescrie sub
forma

Z(P,x, A) =Y P, C)x(x) (5t ), (10.59)
i=1

Qi A,) = Y QEMC)YGE) (-t ), (10.60)
i=1

Z(R,r,A) =Y R(E.M,,C)z(z)(t-¢t_,). (10.61)
i=1
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Sa mai observam ca, in principiu, derivatele care intervin in membrii secunzi din (10.59) -
(10.61) ar trebui luate in valoare absoluta dar — de obicei — se considera ca atunci cand
parametrul ¢ parcurge intervalul [a,b] de la stanga la dreapta, punctul curent de pe
curba o parcurge pe aceasta in sens pozitiv si deci cele trei derivate sunt pozitive.

Sumele integrale din (10.59) - (10.61) sunt asociate celor trei termeni ai produsului
scalar dintre functia vectoriala din (10.57) si variatia (sau diferentiala) functiei vector de

pozitie r(¢) =x()i+y()j +z(H)k:
dr(t) =dx(t)i+dy(®)j +dz()k = [x(D)i+y(0)j + z(r) k] dt; (10.62)
(10.57) & (10.62) =

= V-dr=[P(x,y,z)x(t) + Q(x,y,2z)y(t) + R(x,y,z)z(t)]dt. (10.63)

Desigur, argumentele x, y, z ale celor trei functii din (10.63) sunt ele insele functii de
parametrul ¢ dar pe acesta nu l-am mai pus in evidenta spre a nu incarca notatia.
Se poate nota

=1r(A))=2(P,r, A)+3(Q,r,A)+3(R,r,A). (10.64)

z

Y(V-dr,r, Ax,y,

Dependenta acestei sume si de curba (I") (deci nu numai de functiile componente ale lui
V si de cele doua diviziuni — cea dupa ¢ a intervalului [a,b] sidiviziune 3D de pe cele
trei axe de coordonate) este pusa in evidenta prin al doilea argument r din membrul stang
al egalitatii (10.64).

Definitia 10.2.1. Daca existda in R limita

lim 2(V,r, Axy
v(A,)>0 >

=r(A))=L (10.64)

z

atunci acest numar real L este, prin definitie, integrala curbilinie pe curba (arcul de
curbd) (I') din (10.1) afunctiei V(x,y,z) inraport cu coordonatele x,y, z.

Aceasta integrala, definita prin limita din (10.64), se noteaza

fV-dr = fP(x,y, z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz. (10.65)
(T) (r)

P.10.2.1 Daca exista integrala curbilinie pe curba (arcul de curbd) (T') din (10.1) a
functiet V(x,y,z) inraportcucoordonatele x,y, z — definitd prin limita din (10.64)
— ea poate fi calculata ca o integrald Riemann din integrandul (10.63) :
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b
fV-dr - f[P(x,y,z)a’c(t) +Q(x,y,2)y(t) +R(x,y,2z) z(H)]dt. | (10.66)

(T a

Observatii. 0.10.2.1 Ca siin cazul integralelor curbilinii in raport cu elementul de arc,
aceste integrale in raport cu coordonatele au fost definite in cazul 3-dimensional. Daca
arcul de curbd pe care se considerd integrala aeste situat in planul R?2, atunci formulele de
nmai sus se adapteaza usor prin eliminarea celei de a treia variabile, respectiv a celei de a
treia componente R a functiei vectoriale V. Formulele (10.65) si (10.66), reduse la 2
dimensiuni, devin

fV-dr= fP(x,y)dx+Q(x,y)dy. (10.67)
() (T
b
[v-ar= [ [P, yen2m + QUe) vy ®)]at. |  (o6s)
(T) a

In (10.68) am pus in evidenti si variabila ¢ ca argument al functiilor coordonate.

0.10.2.2 1In aplicatiile practice, pentru a calcula o asemenea integrali curbilinie se
deriveaza cele trei functii coordonate ale vectorului de pozitie, se determina functia-
integrand din (10.63-64) si se aduce la forma cea mai simpla, apoi se calculeaza integrala
Riemann (10.66) cu metodele cunoscute (v. sectiunea / capitolul 9.2).

10.2 E | Exemple de integrale curbilinii in raport cu coordonatele

_ 2
Ex.10.2-1 fxydx -y¥dy, (O): {x t3’ cu te[0,1]. (10.69)
y=t
©
1 1 2 3 1
fxydx -yidy = f(t52t—t63t2)dt= f(2t6—3t8)dt=— T
(10.68,69) 7 9 21
© 0 0
L]
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x=e’,

Ex.10.2-2 fxdx+xydy+xyzdz, (C):{y=ef, cute[0,1]. (10.70)

(©) z=y21
1
fxdx +xydy +xyzdz = f[ez’—e"+ (V2)21]dt =
(10.66,70)
(©) 0
_ 162t+e-t+t2]1 Ll 1 1,1 1
2 0 2 2° e 2

10.2 A

Integrale curbilinii in raport cu coordonatele - Exercitii

10.2 A -1

Se cere calculul integralelor ce urmeaza pe curbele indicate.

2A-1.1

2
Jo= [VT=%dxexdys  (©:x*+Z-1 x50,
()

Arcul de elipsa este parcurs in sens direct (dela 4(1,0)la 4'(-1,0)).

2A-1.2

J, =

2a+y_a+x’ (C):x?+y?+2ay =0,x+y=>0,

f dx dy

(©)

extremitatea finala a semicercului in punctul A4(a, -a).

2A-1.3

2A-1.4

2A-1.5

J; = f (x +y)dx - (x - y)dy; (I') estetriunghiul cu varfurile in punctele
()
0(0,0), A(1,1), B(0,2) parcurs in sens direct.

<
~
Il

[(1eyydx +xdy; (C):x=(y+1)'2, ye[o,1].
(©)

Js = f(y—z)dx+(z—x)dy+(x—y)dz;
(C)
X =acost,
(C):{ yv=asint, te|[0,2m].
z=bt,
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2A-1.6

Jo= [xdx+ydy+zdz; (C):{ y=bsinr, re[0,m/2].
(©) z=ct,

Raspunsuri si recomandari de rezolvare

2A-1.1

Curba este o elipsa pentru care se poate folosi reprezentarea parametrica

x =cost, y=2sint,te[-n/2,n/2].

Se aplica formula (10.68) si se gaseste |, =m.

2A-1.2

Ecuatia cercului se poate scrie sub forma echivalenta

(C): x*+ (y+a)> =a® & (x=acost, y+a=asint, te[0,n/2]).

Inintegrala care rezulti se poate aplica substitutia tg(¢/2) = u siseajungela J,=2-m.

2A-1.3

Integrala se descompune ca suma de trei integrale, fiecare pe cate o laturd a
triunghiului.

Pe OA, x=y = dx=dy,; pe AB, y=2-x = dx=-dy; pem, dx=0.
Limitele de variatie pentru variabila independentd aleasa (sau care rezulta ca atare in mod

necesar) vor fi gisite de ciitre cititor. Desenarea unei ficuri poate fiutilii. In final se giseste | 5= 2.
2A-1.4 | Sereduceintegralala o integrald Riemann in variabila y; J, =2 V2 -1.
2A-1.5 | Curba este prima spira a elicei cilindrice de raza a si pas b (intalnita si la

integralele de prima spetd). J.= -2mna(a+b).
2A-1.6 | Curbaeste primul sfert spira a elicei eliptice (situatd pe un cilindru eliptic).

1
Se aplica formula (10.66) si se ajunge la |, = 3 (4b%+m2c?-4a?).
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