9. Integrale din functii definite in R

9.2. Integrale definite (Integrala Riemann)

Succinte preliminarii teoretice (+ exemple)
Diviziuni ale intervalelor marginite din R.

Fie Ic R, I = [a,b] uninterval marginit din multimea numerelor reale. Prin diviziune
aintervalului I seintelege o multime (in general finitd) de puncte situate in acest interval.
Daca includem in diviziune si extremitatile intervalului, o asemenea diviziune de n + 1
puncte va determina, pe intervalul I, n subintervale :

A ={a=xy,x,e.,x,=b} cIcR, (9.328)
Xo<x,<...<x,. (9.329)

Punctele din (9.228-229) determina cele n subintervale anterior mentionate :

n

L=[x,_,»x], k=1,n& |J I,=1=[a,b]. (9.330)
k=1

Subintervalele din (9.230) ale diviziunii sunt “aproape disjuncte”, in sensul cd doua
intervale vecinenu auincomundecatunpunct: I, NI, ,, = {x,}. Lungimeaunuiinterval
I, =[x,_,,x,] este

0(L) =x, -x,_, k=1,n. (9.331)

Putem nota cu DIV, multimea tuturor diviziunilor intervalului.

O diviziune A poate fi arbitrard in sensul cd nu se impune nici o conditie asupra
punctelor sau subintervalelor sale, sau poate fi una particulara. De exemplu, diviziunea
echidistantd a intervalului I = [a, b] are punctele situate la distante egale unele de altele;
distanta dintre doua puncte succesive ale unei astfel de diviziuni este exact a n-a parte din
lungima intervalului, adica

(Vke{l,2,.,n}) Q(Ik)=¥. (9.332)

Prin norma unei diviziuni de forma (9.228-229) se intelege lungimea celui mai mare
interval ; notatia specifica si definitia formala sunt

v(a,) = I’flalx 0(L) = max{e(Ly), (L) , -, ¢(L,)}- (9.333)
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Pentru cazul particular al divizziunii echidistante din (9.342), norma acesteia coincide cu
lungimea comuna a tuturor intervalelor. Sa mai observam c a, tot pentru aceasta diviziune
particulara, poate fi precizata expresia unui punct curent al diviziunii :

A% (Ve {1,2,..,n}) xk=a+kb;a. (9.334)

Funcitii integrabile in sens Riemann

Definitia 9.2.1. Fie f: D —> R o functie reald marginitd pe un interval I c Rsi A
o diviziune arbitrara a intervalului, cu intervalele din (9.340). Daca se noteaza
Vke{1,2,..,n}) m =inf f & M, =sup f (9.335)
I I,

k

atunci sumele Darboux, inferioarad respectiv superioard, asociate functiei f si diviziunii
A sunt

n

S(f,A) =Y mo(l), S(f,A) = M, 0(L,). (9.336)
def k=1 def k=1

Comentarii. Este evident cd aceste doud sume Darboux existd pentru orice functie
marginitd peintervalul I < R sipentruoricediviziune A  aintervaluluiintrucat marginile
functiei existd si sunt finite pe orice subinterval I, precum cele din (9.340). Mai mult
decat atat, daca marginile globale (pe intregul interval) ale functiei sunt

m=inf f & M = sup f (9.337)
I I

atunci, pentru orice diviziune A _,

m(b-a)<S(f,A)<S(f,A)< M(b-a). (9.338)

Aceasta dubla (sau triplda) inegalitate a sumelor Darboux este o consecinta imediata a
definitiei celor doua margini ale unei multimi de numere reale, aplicata la valorile functiei
pe intreg intervalul I, respectiv pe oricare subinterval I, .

(9.337) = m =inff(I) & M = sup f(I);

ms<m,,

IL<l= f(I)< f(I) = Ms M, (9-339)
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Inegalitatile din (9.339) se pot scrie impreund, inluzand si multimea valorilor functiei pe
subintervalul de rang k :

m<m,< f(I,)< M, < M. (9.340)

Inegalitdtile (9,340) — fard f(I,), — pot fi inmultite cu lungimea intervalului I, si apoi
insumatepe 1,k:

(9.340) = m<m <M <M = mi(l,) < m([) < M () < MU(L,) =
(9.331)

= m(x, -x,_;)<m(x, -x,_)<M(x, -x,_,)<M(x,-x_,) =

n n n n
= mE(xk - X, _4) < Emk(xk - X, )< EMk(xk - X, )< Mz(xk -X,._,) =
k=1 k=1 k=1 k=1 (9.336)

= m(b—a)s§(f,An)s§(f,An)sM(b—a). (9.341)

Inegalitatea (9.341) este una importanta intrucat ea exprima nu numai o relatie de ordine
intre cele doud sume Darboux ci si doud bariere — inferioara si superioara — pentru acestea.
Se va vedea mai jos, dupa definirea notiunii de integrala, ca acestea sunt si bariere pentru
valoarea integralei din f peintervalul I = [a,b].

Definitia 9.2.2. Fie f: D —> R o functie reala marginita pe un interval I = [a, b].
Functia f este integrabila in sens Riemann-Darboux pe acst interval daca

(Ve>0)(36(e)=8>0)(VA, €eDIV,) v(A)) <d = (9.342)

= | S(f,A,)-S(f,A)<e. (9.343)

Comentarii. Aceasta definitie mai este cunoscuta si drept criteriul de integrabilitate al lui
Darboux. Se va vedea ca aceste conditii (9.342) - (9.343) sunt echivalente cu definitia
integrabilitatii in sens Riemann propriu-zis, in care insa intervine si un numar real care este
chiar valoarea integralei.

Se mai poate constata ca cele douad sume Darboux din (9.336) pot fi considerate drept
termenii a doua siruri reale. Pe de alta parte, implicatia din aceasta definitie sugereaza
notiunea de limita de la siruri reale. Inegalitatea (9.343) afirma, in fapt, ca cele doua siruri
ale sumelor Darboux au o limita comuna, atunci cand norma diviziunii tinde la zero. Dar
sa mai observam ca

[V(A)= 0] = (n = +=). (9-344)
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Intr-adevir, dacii diviziunea ar pastra un numir finit de puncte, respectiv de subintervale,
norma sa n-ar putea tinde la zero fiind egala cu lungimea celui mai mare interval.
Implicatia inversa celei din (9.344) nu este in general valabila : ar fi (teoretic) posibil ca
numarul punctelor unei diviziuni sa creasca la infinit dar ea sa pdastreze un numar de
intervale de o lungime care sa nu tinda la zero. Pe baza implic atiei din (9.344) si a
comentariilor ce au precedat-o, putem interpreta definitia (9.342) - (9.343) sub forma

lim  |S(f,A,)-S(fA,)]-0=

V(A,))> 0 & n> +o

= lim  S(fA)-= lim  S(f,A). (9.345)

V(A))> 0 & n>+e V(A,))> 0 & n>+e

Valoarea comund a celor doud limite din (9.345) este insdsi valoarea integralei din f pe
intervalul I = [a,b], care se noteaza

b b
ff sau ff(x) dx. (9.346)

Exemplul 9.2.1. Fie functia de gradul II f(x) = x ?siintervalul I = [0,2]. O diviziune
oarecare A aintervaluluivafideforma A, = {0=x,, x;,...,x, =2} < [0,2]. Avandin
vedere monotonia crescatoare a functiei pe intregul interval, implicit pe subintervale (sau
pe intervalele partiale, cum sunt ele numite in [Gh. Siretchi 1985, vol. 1, pp. 308-309]),
marginile functiei pe fiecare subinterval 7 = [0, 2].

I =[x,_,,x], k=1,n

vor coincide cu valorile lui f in extremitatile acestuia :

msz(xk_1)=xk2—1: Msz(xk)=x/§s k=1,n. (9.347)

Cu marginile partiale (care sunt, de fapt, extreme locale) din (9.347), cele doua sume
Darboux pentru functia si intervalul considerat sunt

S(f.A) = l;x,il(xk— %, 1), S(f.A,) = ,;xi(xk— X, ) (9.348)

Diferenta (in valoare) absoluta a sumelor din (9.348) este

S(f.A,) - §(f,A,,>\ - ,;(xf— 51 (%, - % ) = DG R T
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Conform cu definitia (9.333) a normei diviziunii, lungimea fiecarui interval va fi majorata
de aceastd norma v (A ) sivom putea scrie cd

Ev(A )2 (x,+ x,_,)- (9.349)

55, -8

Suma care apare ca factor la fiecare termen din (9.349) poate fi si ea majorata cu 4 avand
in vedere intervalul in care sunt situate punctele. Asadar,

(9.349) = ‘g(f,An) -S(f,A))|< v(An)z;(x,ﬁ x, ) <4nv(A )2  (9.350)
-1

Se poate presupune ca

lim 4nv*(A ) = 0. (9-351)

N> oo

Dacd aceastd ipoteza (9.351) n-ar fi verificatd ar existaun €,> 0 astfel incat

4v3(A )
(VneN) 4nv2(An) 28 > NS ——,
0
inegalitate imposibila pentru orice numar natural, cu atat mai mult cu cat se presupune ca
norma diviziunii poate fi oricat de mica. Asadar limita din (9.351) se verifica si — tinand
cont deinegalitatea (9.350) — rezulta ca diferenta dintre sumele Darboux tinde la zero, deci
functia considerata este integrabila (in sens Riemann-Darboux).

Pee baza acestei concluzii, orice suméa Darboux va avea ca limita (in sensul limitelor
din (9.345)) valoarea integralei. Putem deci alege (abia acum) o diviziune particulara, cea
mai comoda fiind cea echidistanta, iar limita oricareia dintre cele doua sume Darboux
pentru aceasta diviziune va fi egala cu valoarea integralei.

(9.352)
(9.352) & Aff={3,é,..,,ﬁ= } N
n n n
e 2 2 8 8 n(n+1)(2n+1)
> (LA - Z(E ) n Zkz:_s p : (9-353)
= n
(9.353) =
2
< e 1)(2 1
= lim S$(f,A%) = 4 lim L )(3n+ - fxzdx. (9.354)
n> oo n> o 6n 3 .

Valoarea din (9.354) va aputea fi regasita pe baza formulei lui Newton-Leibniz (care
implica primitiva), dupa ce aceasta va fi prezentatd. Sa mai observdm ca in limitele din
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(9.354) nu s-a mai precizat ca si norma diviziunii echidistante tinde la 0 pentru n > «,
aceasta fiind o proprietate evidenta pentru orice diviziune echidistanta.
O

Sume Riemann si definitia Riemann pentru integrala definita

Pentru o functie f marginitd pe un interval [a,b] si pentru o diviziune arbitrard A a
intervalului se poate considera un vector de puncte intermediare, cate un punct in fiecare
subinterval al diviziunii :

EAn = (&, €y e, &) cu (VEke(l,2,..,n}) E €], =[x,_;,x]. (9.355)

Definitia 9.2.3. Fie f: D —>= R o functie reala marginita pe uninterval [ <« Rgi A
o diviziune arbitrara a intervalului, cu intervalele din (9.355). Pentru orice alegere a

punctelor intermediare E, de forma (9.355). Suma Riemann corespunzatoare este

n

S(fi8,:8,) = D fEIUT) = X FE) (x- %)- (9-356)

€:

Comentarii. Atat sumele Darboux din (9.336) cat si sumele Riemann de forma (9.356) se
numesc sume integrale. Ele sunt asociate unei functii marginite pe un interval, unei
divizziuni A = acestui interval si — in cazul unei sume Riemann — unei alegeri £, a
punctelor intermediare. In unele manuale / tratate de Analizi matematici, sumele
Riemann se mai noteaza si

oy (f)

dar in notatia din (9.356) este pus in evidenta si vectorul punctelor interemediare.

Pentru sumele Darboux am formulat si am justificat tripla inegalitate (9.338). Aceasta
poate fi extinsa prin introducerea unei sume Riemann care, din punctul de vedere al ordinii
pe R, se situeaza intre cele doua sume Darboux. Din inegalitatea (9.340) rezulta ca

(VA eDIV))(V EAn) ms<m < f(§,)<M, <M. (9.357)

Prrocedand ca la stabilirea inegalitatilor (9.338), adica inmultind cei 5 membri ai
inegalitatii quadruple din (9.357) cu lungimea intervalului si sumand dupa k se ajunge la

m(b-a)<S(f,A,) <S(fiA, B, )<S(f,A,)< Mb-a).| (9.358)

Inegalitatea multipla (9.358) are o interpretare geometrica interesanta (si importanta).
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Membrii extremi, stang si respectiv drept, reprezinta ariile a doud dreptunghiuri avand ca
bazd segmentul [a, b] de pe axa (O x) iar ca indltimi marginile inferioara si superioara
ale functiei pe acest interval. Graficul functiei, pe care-l putem nota G s este situat in
drept-unghiul [a, b] x [m, M]. Sumele Darbouxinferioara / superioara reprezinta sumele
ariilor dreptunghiurilor situate pe subintervalele diviziunii,

]kx [O,mk] = [xk_l,xk]x [O,mk] / ]kx [Oer] = [xk_l,xk]X[O,Mk]. (9359)

Evident, extremitdtile intervalelor de pe (Oy) vor trebui inversate in cazul marginilor
respective, dar ariile respective vor intra cu semnul minus in suma Darboux respectiva.
Suma Riemann este si ea 0 suma de arii ale unor dreptunghiuri elementare cu aceeasi baza
dar cu indltimea datd de valoarea functiei in punctul intermediar &, € J,.

Preoblema semnului cu care contribuie un unumit subinterval la suma integrala
respectiva va putea fi clarificata mai riguros dupa ce se va formula proprietatea integralei
definite de aditivitate in rapport cu intervalul, impreuna cu descompunere functieiin partea
sa pozitivd minus partea sa negativa.

L]

Definitia 9.2.4 (Integrabilitatea in sens Riemann). Fie f: D —> R o functie reala
marginita pe uninterval | ¢ R. Functia este integrabild in sens Riemann pe acest interval
daca exista un numar real I astfel incat

(Ve>0)(38(s) =8>0)(VA,eDIV)(VE, )v(4,) <d =

= |S(f;An,EAn)—I|<s. (9.360)

In conditiile implicatiei (9.360), numarul real I este chiar valoarea integralei pe intervalul
[a,b] sisescrie

b b
I= ff sau I = ff(x)dx. (9.361)

Observatii. 1° Spre deosebire de integrabilitatea definitd cu ajutorul sumelor integrale
Darboux, definitia integrabilitatii in sens Riemann implicd numarul real I care este chiar
valoarea integralei. Asadar, aplicarea Definitiei 9.2.4, respectiv a implicatiei (9.360) ar5
face necesara cunoasterea prealabila (sau a priori) a valorii integralei, sau macar ipoteza
ca valoarea integralei este acest numar I . Prin urmare, aplicarea practica a definitiei lui
Riemann este posibila mai curand pentru calculul valorii unei integrale decat pentru
stabiliraea integrabilitatii unei functii. Integrabilitatea poate sa rezulte din alte proprietati,
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de exemplu cele care se refera la clase de functii integrabile (cumm sunt functiile continue,
de exemplu), iar valoarea efectiva a integralei se poate deduce sub forma unei limite
similare cu cea din (9.345). De altfel, egalitatea (9.361) se poate scrie, avand in vedere
implicatia (9.360), sub forma

lim  S(f;A, 8,) - [f-1. (9.362)

V(A)> 0 & n>+e

2° Sd mai observam ci, in (9.362), alegerea punctelor intermediare Z, dar chiarsia
diviziunii A trebuie sd rdmana arbitrard, in sensul cd acestea sunt oarecare. Dar in
practicd nu pot fi considerate toate diviziunile posibile, cu atat mai putin toti vectorii de
puncte intermediare. Formula (9.362) poate fi folosita fie spre a calcula valoarea unei
anumite integrale evitand in mod deliberat celebra formula a lui Newton-Leibniz, fie in
cazul cand primitiva functiei este (foarte) greu de obtinut sau nici nu este exprimabila prin
func ti elementare ; acesta este cazul, de exemplu, pentru functii de genului lui e ** Dar
daca se stie ci functiei este integrabila, valoarea integralei poate fi determinata ca o limitd de
forma (9.362) chiar utilizand o diviziune particulara, de exemplu diviziunea echidistantd care
este si cea mai comodi. In aceastd manierd am procedat in exemplul Exemplul 9.2.1 cu
functia f(x) = x2, valoarea integralei pe intervalul [0,2] fiind determinati ca limita
sumei Darboux superioare pentru diviziunea echidistanta.

3° Ca probleme de notatii, care sunt insd minore, in (9.259) si in Definitia 9.2.4 am
schimbat notatia pentru interval (si subintervalele diviziunii)dela I & I, la J & ], spre
a evita o posibild confuzie cu notatia oarecum consacratda I pentruvaloarea integralei. De
altfel, Prof. Gh. Siretchi foloseste (in tratatul citat, din 1985) notatia A pentru aceasta
valoare, probabil tocmai spre a evita o asemenea confuzie dar si cu referire la interpretarea
geometrica a integralei definite care este, efectiv, o arie : aria regiunii plane delimitate de
axa (O x), de graficul functiei G ;S de cele doud drepte verticale (x =a) & (x = b).

Exemplul 9.2.2. Fie functia f(x) = sinx si intervalul ] =[0,n/2].Functia este
crescdtoare pe intervalul J. Sumele Darboux, pentru o diviziune oarecare A_, sunt

S(f,A) = ’;sinxk_l(xk— X, 1) §(f,An) = ’;sinxk(xk— x,_,)- (9.363)

n

(9-363) = S(f,A,) - S(f,A,) =Y (sinx,-sinx, ,)(x,- x, ;) =

Xt X q

2

_z": KT Xk
= k_12 sin 5 cos (x, - x,_4)- (9.364)
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In suma din (9.364) toti factorii fiecirui termen sunt pozitivi, avind in vedere si
apartenenta punctelor de diviziune la intervalul | = [0, /2]. Putem deci considera ca
diferenta dintre cele doud sume Darboux este una absoluta si putem aplica inegalitatea
tringhiulara generalizata pentru valoarea absoluta :

S(F8)-5(f,) - 5(7,8,)-5(£.,)

338) (9.364)
= 2 2 k k-17(~
n X, - X X X
N B B kT -
< 22 smT - | cos > lx - x| < (9.365)
k=1
n X, — X n
N B T 2
< 22 sin——— | | x, - x| < Z |x, - x, |- (9.366)
k=1 k=1

n (9.366) modulul cosinusului a fost majorat prin 1 iarin (9.367) s-a aplicat o cunoscuta
inegalitate : (V o« € R) |sina | < | |. Lungimile la patrat ale intervalelor din ultimul
membru al lui (9.366) se majoreaza cu patratul normei diviziunii, exact ca in (9.350) :

1n

n
(9.366) = S(f,A)-S(f,A)< kzl lx, - x,_,|%< kzl vZ(A,) < nv3(A ).

Cu aceeasi argumentatie ca pentru limita din (9.351), si ultimul membru de mai sus, adica
majorantul diferentei dintre sumele Darboux, tinde la zero si deci f(x) = sinx este
integrabila pe intervalul | = [0, n /2]. Valoarea integralei se poate calcula ca fiind limita
uneia din cele doua sume integrale Darboux sau a unei sume Riemann, pentru orice
diviziune particulara (si orice alegere, de asemenea particulara, a punctelor intermediare).
Putem opta pentru diviziunea echidistanta a lui

27T nm i
-[0,m/2]: A=/ <% BR _TL 36
J=10,mn/2]: A, {2n > - 2} (9.367)
- eq (. kn) m T w— . km
(9.367) = S(f,A) =Y [sin— |—=—) sin— (9.368)

k=1 2n 2n 2n k=1 21’1.

Petru suma din (9.368) se poate folosi o identitate trigonometrica, anume
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n+1h - sin x+n—h
2 2

sin —
2

sin(
sinx + sin(x + k) + ... + sin(x + nh) = (9.369)

Luand x =0, h = m/2n in(9.369) se ajunge la expresia pentru suma din (9.368), suma
pe care o vom nota mai simplu ¢_,

. (n+1)m | =w
sin——— sin —
e 4n 4 ( )
(0] = — . 9'370
o 2n . T
sin —
4n

Trecand la limita pentru n > «~, in expresia (9.370), se gaseste

. (n+1)m | mw T
sin —4 S]_'nz 4_ 1
T n n n+1)n b8
Iim ¢ = lim — =2 lim . singsin— =
Hre e 27 . T nrw s T8 4n 4
sin — sin —
4n 4n

valoare care se va regasi si cu Formula Newton-Leibniz (care urmeaza) :
n/2
. n/2
f sinxdx = -[cosx] |0 = [cos x]
0

0 [
n/2 "

1.
O
Proprietati ale functiilor integrabile

O serie de proprietiti ale functiilor integrabile in sens Riemann se pot demonstra pe baza
definitiilor anterior prezentate, mai ales folosindu-se sumele Riemann. Un exemplu din cele
mai simple este

b b b b b
[efy-c[rsau [(fre)-[f+ s

Dar acelea si proprietati rezultd si din proprietati ale integralei nedefinite (sau ale
primitivelor), pe baza Teoremei Newton-Leibniz, care urmeaza. Demonstrarea lor cu
ajutorul sumelor integrale poate constitui un exercitiu interesant, relevant pentru aceste
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sume dar si consumator de timp.

Teorema 9.2.1(Teorema Newton-Leibniz). Dacdfunctia f admite primitive peintervalul
[a,b] iar F este una dintre aceste primitive atunci

b
[£=E®) - Fa) = [F)1].. (9.371)
a

Exista variante usor diferite ale enuntului acestei Teoreme fundamentale a calculului
integral, in ce priveste ipoteza. In cele mai multe tratate se presupune ci functia f este
continua. Se va vedea ca functiile R-integrabile constituie o clasa mai larga decat cea a
functiilor continue. De exemplu, functiile monotone sunt Riemann-integrabile fara a fi
neaparat continue. Dar in asemenea cazuri este posibil ca variatia primitivei din (9.371) sa
nu mai fie corecta (ca oferind valoarea integralei), valorile primitivei in cele doua
extremitati ale intervalului fiind inlocuite de limitele laterale ale acesteia, spre interior.

O serie de proprietati ale integralei definite decurg din proprietati similare ale
integralei nedefinite, nefiind deci specifice. Altele sunt specifice integralei definite, precum
cele relative la descompunerea integralei dupa intervalul de integrare (descompus ca
reuniune de subintervale) sau cele de minorare / majorare a integralei, ca in (9.358). De
asemenea, proprietati de medie sunt specifice integralei definite. Le prezentam in cadrul
celor doui propozitii care urmeazi, grupate in aceasti maniera. In toate proprietitile care
urmeaza, functiile ce apar sub operatorul integral sunt presupuse a fi integrabile, evident.

P.9.21 Proprietati ale integralei definite (Riemann) - I

b b
@ [ -cff
b b b
Gi) [(Fxg) - [f= [g
b b b
(i) f (Af+pg) =42 f f+up f g : proprietatea de liniaritate.

b b
(iv) f(fg') = [fg}z - ff'g :  formula integrarii prin parti.
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P.9.2.2 Proprietati ale integralei definite (Riemann) - I1

b b b
(v) ufc=c(b—a), ¢ = const. (vi) f[jb]g = uffs !g;

b b b b b
@i) |[f|< [1£1; wiii) [If+gl=[1f1+[lgl

b a
(ix) ff= - ff, prin conventie.
a b

b c b
(x) f f= f f+ f f : descompunerea integralei in raport cu intervalul.
a a C

Proprietati de medie si de simetrie

(xi) Dacd m < f([a,b]) < M <= (Vx€ [a,b]) m< f(x) < M gsi f esteintegrabild
atunci

b

m(b—a)sffs M(b-a).

a

(xii) In conditiile proprietitii (xi) existi u € [m,M] astfel incat

b
f f=p(b-a): Prima formula ( proprietate) de medie.

a

(xiii) Dacad f este continudpe [a,b] atunci existd c € [a,b] astfel incat
b
f f=(b-a)f(c): Adouaformuld ( proprietate) de medie.

Proprietatile de simetrie sau de paritate / imparitate pot fi prezentate intr-o varianta
particulara (cea consacrata) dar si in una mai generala.

(xiv) Dacifunctia f este pard,adica f(-x) = f(x),atunci [ f =2 [f;
-a 0
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(xv) Daca functia f este impard, adicd f(-x) = - f(x), atunci ff =0;
(xiv') Dacd functia f are graficul simetricfatdde (x = x,), adicd f(x,-a) = f(x,+a),
atunci

x0+a x0+a
[f=2 (%
xo—u xo

(xv') Dacad functia f are graficul simetric fatd de punctul M, (x,,0), adica
f(x,-a) = - f(x,+ a), atunci

Xgta

[f-=o0.

Integrarea prin schimbare de variabila

(xvi) Prima formuld de schimbare de variabila :

Daca1) functia u(x) are derivata continud peintervalul [a, b] iar | = u([a,b]) si
2) f este continud pe intervalul ] atunci

b u(b)
[Flu@u'(x)ydx = [ f(u)du. (9.372)
a u(a)

(xvii) A doua formuld de schimbare de variabila :
Fie functiile u :[a,b]-—> ] si f:] -> R.
1

Daca1) functia u estestrict monotona peintervalul [a, b], 2) functiainversa v = u "~ are
derivata continud pe J, iar 3) f este continud pe intervalul ] atunci

u(b)

b
[flurax= [ fyo'(pyar. (9.373)
a u(a)

(xviii) Incheiem lista acestor proprietiti cu una foarte importanti pe care se bazeazi
demonstratia Teoremei Newton-Leibniz — formula (9.371) — primitivele ca functii de limita
superioard a unei integrale definite : pentru orice a real si orice functie integrabila f,
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[yt - @ (x) (9.374)

este o primitivd a functiei f .

Comentarii. Nu oferim demonstratii la aceste proprietati dar majoritatea sunt cunoscute
din ANALIZA MATEMATICA studiati in liceu, altele sunt evidente sau este clar cum se obtin
din proprietdti anterioare. Deexemplu, (vi) & (vii) = (wiii) . Laproprietatile (xi) & (xii),
numerele reale m & M pot fi (eventual) marginile functiei dar pot fi si doua bariere
(inferioara & superioara) pentru valorile functiei. La formula (9.372) se ajunge Jnlocuind
efectivfunctia u(x) cuvariabila u carese comportd cavariabild independenta in integrala
din membrul drept, in care variatia du provine din diferentiala functiei u(x).Laformula
(9.373) se inlocuieste efectiv variabila de integrare x cu v(t) = u -1 (t) si dxcu
v'(t)dt.

Exemplele care urmeaza vor ilustra cateva din proprietatile si metodele de integrare
prezentate.

Exemple 9.2.3.

1° | Sa se calculeze limita

. 1 1 1
lim + + o+ .
n+1 n+2 n+mn

1> oo

Suma de sub limita este similard cu suma partiala a unei serii, seria armonica simpla care
este divergenta. Dar — de fapt — este o portiune a acestei serii (care se poate nota S_ ) sise
va vedea ca ea converge. Se poate scoate in factor fortat n de la numitorul fiecarei fractii
si se obtine

S —l 1 + 1 + +# ( )
" op\1+1/n 1+2/n T 1+n/n)’ 9-375

Sub forma (9.375), suma se dovedeste a fi a suma integrala (Darboux sau Riemann) pentru
functia f(x) =1/(1 + x), intervalul [0,1] sidiviziuneaechidistanta a acestuia. Functia
este evident integrabila fiind continud pe intervalul [0, 1] ; asadar, limita din enunt este
limita unei sume integrale si va fi egala cu integrala definita

1

1 1
0f1+xdx= [In(1 +x)]|} = In2.
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2° | Sa se calculeze, cu ajutorul unei sume integrale,

:0 2% dx. (9.376)

Se poate considera diviziunea

10
Aix=ih h=— &E =x, (9.377)
Suma Riemann corespunzitoare functiei din (9.376) cu diviziunea si punctele din (9.377)
este

- 10 10 ¢
S(f,A;q, EAH) _ Ezlok/n 7 _ 7 E(zlo/n)k _
k=1 k=1
_ 1_0 (210/11) 210—1 _ (210_1)1_0 210/11 _
n 210/11_1 n 210/11_1
10/n
- (2012 210/: 1 (9-378)

Trecand la limita in (9.378) si tinand seama de limite unor siruri cunoscute se ajunge la

10/n 210 _1 10
lim S(2%,A%L, B, )= (2°-1) lim 2%/~ = = 2*dx. (9.
lim ( nr By )= )nlfl 20/ 1 In2 L, 2dx. (9377)

Cititorii interesati vor putea verifica valoarea din (9.377) cu formula Newton-Leibniz.

3° | Sa se evalueze (prin bariere) integralele

; dx e sin x
) [——— b [ dx.

0\/2+x—x2 n/4 x

a) Intrucat f'(1/2) =0, f(1/2) =2/3 =m =minf; f(0)=1/y2 = M = max f.
[0,1] [0,1]

Rezultd, cu inegalitatea din proprietatea (xi) , ca
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WIN

sflLsi.
0\/2+x—x2 \/E

b) Functia-integrand este descrescatoare pe intervalul de integrare, avand derivata
negativa ; a se verifica de catre cititor. Rezulta ca

n/2
2 22 2 m sin x 22 =
m=f(m/2)= 2, M=f(x/8) == > —T < [ Zaxs TS0
n/4
T/2
1 2
= 5 < Sl:xdx < g
n/4
t
4° | a) Sisearate, prin schimbarea de variabila x = th, ca
1 n/2
arctgx 1 t
dx = — —dt. .
f x T f sin £ (9.378)
0 0
; dx
b) Sa se calculeze, prin schimbare de variabila, integrala f .
5 (x+1)yx%-1
a) Cu substitutia recomandata avem
t 1 1
x=tg—- = dx=-——-—dt; (9.379)
&2 2 cos?(t/2) 9-379
( ) t gt t&x=0=>t=0' (9.380)
. = arctgx = ar — = — .
9-379 CEETAEEE, T T lx=1 > t=m/2; o3
1 n/2
arctgx 1 t 1 1
(9.379) & (9.380) = dx = — — dt =
9-379) & 19:3 Of x 2 Of tg(£/2) 2 cos’(t/2)

n/2 /2

1 t 1 ¢
2 Of 2sin(t/2)cos(t/2) 17 2 Of s 2t (9378)
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Sa mai observam ca nici una dintre integralele din cei doi membri ai egalitatii (9.378) nu
se poate calccula direct cu formula Newton-Leibniz intrucat primitivele respective nnu sunt
exprimabile prin functii elementare.

b) Integrala este de tip Euler. Se poate utiliza substitutia (din cazul | 3° [sau (9.156),
p-239)

\/x2—1—t(x—l)=>t—(x+1)1/2=>{x=2=>t=\/§' (9.381)

x-1 x=3 = t=42,;

(9.381) =
S (x-D(x+1) =t*(x-1? = x+1=t>(x-1) = x(t*-1) =t*+1 =>

= x = :iii = dx = 2t(tzt—21_—1;22— D) gp - (t%“;)zdt; (9.382)
(938D & (9.382) = x%-1 - t(:zj —1] = tzz_tl; (9-383)
(9.382) = x+1= :zfi 1= tfi; (9.384)
(9.381), (9-383), (9.384) & (9.382) =
; dx VZir 142 1 _yy 2k 11
f t=-[—=—=-—.(9385)

— = d
o (x+)xP-1 o 287 28 (£2-1)7 stz B

Comentarii. Substitutia din enuntul exercitiului a) eraunadetipul (9.373) din proprietatea
(xvit). Cea din cazul b) este una mixta (conform cu (9.381)) si nu este importanta
incadrarea ei intr-un anumit tip.

n/2
costdt
5° | Sa se calculeze integrala f —_— (9.386)
o V1 + sint
Se poate incerca o substitutie care sa elimine imediat radicalul :
V1+sint =x = sinf=x2-1 = costdt=2xdx; (9.387)
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(0.387) t=0 = x=1, (0.388)
9.367) = 9.3
t=n/2 = x=\/§;

n/2 V2
(0387 & (0.388) — [ —=214L 2xdx=2x}f 2(y2 - 1).

Y1+ sint ]

6° | Integrarea prin parti. Si se calculeze, cu metoda IPP, integralele

n/2 n/2
a) I -= fsin'”xdx; b) ] = fcos"xdx. (9.389)
0 0

a) Vom determina maiintai primitiva functiei-integrand intrucat este necesara stabilirea
prealabila a unei relatii de recurenta. Se poate nota

u =sin™ 'x, du =(m-1)sin™ 2x cosxdx,
_ = (9.390)
dv = sinxdx V= -COSX;
(9.390) = I _(x) :fsin’”xdx = —sin™ lxcosx + (m —1)fsin”"2x cos’xdx =
= —sin" lxcosx + (m —1)fsinm‘2x (1-sinx)dx =
= -sin™ 'xcosx + (m-1)I__,(x) - (m-1)I (x) =
1
= I (x) =—[-sin" 'xcosx + (m-1)I__,(x)] =
m
m_
= | I (x) =—( sin™ " 'x cos x) + I ,(x). (9.391)

Aceasta relatie poate fi folosita pentru m > 1.

Pentru prima integrala din enunt, adica (9.389) - a), valoarea m = 0 aranguluinu ar
firelevantd pentru ca functia-integrand este constanta 1 sinu o putere a functiei sinus, dar
ea trebuie totusi luata in considerare intrucat va oferi primul factor pentru relatia de
recurenta intre integralele definite (care urmeaza) si deci primul factor pentru valorile
integralelor de rang par :
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/2
T
I, = fd“? (9.392)
0

Se pot calcula direct (adica fara a folosi relatia de recurenta (9.391)) valorile integralelor
pentru valori mici ale rangurilor, m=1 & m = 2.

/2

f sinxdx = [cos x]
0

0
w2 = L1; (9-393)

~
1l

/2 n/2

1 s
—_ s 2 - — — = = —
I, = fsm xdx = ) f(l cos2x)dx = ... g (9.393)
0 0
1 . m- n/2 m-1
(9.391) = I =E[—s1n 1x-cosx] 0 F - I 5. (9.394)

Se constata cu usurinta ca variatia primului termen din (9.394) este = 0 pentru m > 2 in
timp ce

m=1= 1 = [cosx]g/2 =1,
regasindu-se astfel valoarea din (9.392). Valoarea integralelor de rang par, respectivimpar,

se determina din relatia de recurentd (9.394) si din valorile integralelor I, & I,. Pentru
rangurile pare,

I4=—IO—%§=%, I4=%12=%§,...
by gl g I S a5 O
Pentru rangurile impare,
I, = %Il - % I, = §13 - %
""12k+1=%12k—1=' 2:4-...(2k-2)2k (2K (9.396)

T 1-35-.. (2k-1)(2k+1)  (2k+1)1°

Cititorul este invitat sd calculeze, procedand analog, integralele ], din (9.389).
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Proprietati de medie si de simetrie, descompunerea integralelor dupa intervale.

6° Sa se verifice inegalititile de mai jos si sa se scrie valorile medii ale functiilor-
integrand ( f & g, respectiv) pe intervalele de integrare.

16 6x2 ;
a) ?sfx+2dxs9, b) 1sfex2dxse
4 0
2 x(x+4)
a) x) = = f'(x) = =..=> mnf=—-, maxf= - =
@ - 75 2 W mn max f = 2
6
16 x 2
=>?sfx+2dxs9. (9.397)
4

Dubla inegalitate din (9.397) s-a obtinut din cele doud margini care sunt, de fapt,
extremele functiei pe intervalul de integrare compact, inmultite cu lungimea intervalului
= 2.
Valoarea medie a unei functii care este marginita si integrabila pe un interval [a, b]
se defineste ca valoareaintegralei impartita prin lungimea intervalului de integrare : ea este
tocmai numarul real p din Prima formula de medie, proprietatea (xii) , pag.282:

b b
(ape[m,M]):ff=p(b-a)=>p=b}aff. (9.398)

Integrala din enunt, dintr-o functie rationala simpla, se poate calcula foarte usor :

6 o 6
fx dx=f x-2+ 2 Jdx=..-6-4In(4/3) ~ 6 - 0.287682 = 5.712318.
" x+2 " x+2

b) Functia g(x) = e = este evident crescittoare pe semiaxa reala pozitiva iar membrii
edxtremi ai dubleiinegalitati din enunt sunt tocmai valorile functieiin capetele intervalului
deintegrare. Intrucat lungimea acestuia este =1, deci inegalitatea se verifici conform cu
prroprietatea (xi) , pag. 282. Dar, spre deosebire de integrala precedenta, aceasta nu se
poate calcula cu formula Newton-Leibniz intrucat functia exponentiali de x? nu admite
primitive exprimabile prin functii elementare. Valoarea integralei se poate aproxima cu
metode numerice specifice.
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7° Sa se calculeze integralele

2 4
(7) I=fmax(1,x2)dx. (#7) ]=f|x2—3x+2|dx.
0 0

Pentru calculul ambelor integrale este necesara explicitarea functiilor-integrand functiilor-
integrand ( f & g, respectiv) pe subintervale.

@) ) (1,x2) 1 pentru x€ [0,1), ( )
i x) = max(1l,x°) = .

[1,2] x 2 pentru x € [1,2]; 9-399

( ) r x+C pentru x € [0,1), ( )

. = x) = .400
9-399 (x) x3/3 pentru x € [1,2]. o4

Pentru ca primitiva din (3.400) sa fie continud, constanta poate lua valoarea C = -2 /3.

Intrucat functia f silafel primitivasa F au expresii diferite pe cele dou# subintervale,
formula Newton-Leibniz se va aplica separat pentru fiecare primitiva iar integrala pe
intregul interval va fi suma celor doua :

10
—. (9.401)

8 1
+— —_—
3 3

2
fmax(l,x2)dx = [x+C](1) + [x3/3]i= 1+C-C
0

Sa observam ca la prima primitiva din (3.400) am addugat o constanta de integrare, desi
aceasta nu era necesara : constantele de integrare nu sunt relevante cand se calculeaza o
integrald definita cu formula Newton-Leibniz intrucat fiecare astfel de constanta se
anuleaza cand se calculeaza variatia, precum in (9.401). Teoretic, ar fi trebuit adaugata o
constanta de integrare si la a doua expresie din (9.400), dar am adaugat aceastd constanta
doar spre a pune in evidenta o primitiva continua, care se obtine pentru C = -2 /3.

(#i) Functia de sub integrala trebuie explicitata intrucat trinomul de gradul I1 isi schimba
semnul in interiorul intervalului de integrare :

x2-3x +2 pentru x e [0,11U[2,4],
|x2-3x +2] = P [ V1 | (9.402)
~x%+3x -2 pentru x € (1,2).

Inainte de a continua, se poate scrie primitiva trinomului :

3 2
X 3x
3 +2x; (9.403)

f(x2—3x+2)dx=
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1 2 4
(9.402) = ]=f(x2—3x+2)dx—f(x2—3x+2)dx+f(x2—3x+2)dx =
0 1 2

(9.403)
3 2 3 2 3 2 4
A +2x —x——3i+2x +x__3x +2x| =
3 3 2 3 2 )
1 1 5
=——§+2—§+6—4+——§+2+%—24+8—§+6—4=—0—14.
3 2 3 3 2 3 3 3
8° Sa se calculeze integralele
n/2 n/2
(i) 1= fsin?’xdx; (i) ] -= f|sin3x|dx.
-n/2 -n/2

(7) Aceastaesteointegrald peinterval simetric (fatd de origine) dintr-o functieimpard,
deci I = 0 conform cu proprietatea (xv) dela pag.283.

(#7) Functia de sub integrala este, de aceasta datd, una parda pe acelasi interval simetric.
Conform cu proprietatea (xiv) delapag.282, valorea integralei este de doua ori valoarea
integralei pe unul din cele doua subintervale simetrice. De exemplu,

n/2 n/2 /2
J= f |sin®x| dx = 2 f|si113x|dx=2 fsin?’xdx=
-n/2 0 0
n/2 n/2
2 /2
=2 fsinzxsinxdx=2 f(coszx—l)dcosx=2 gcos?’x—cosx =
0 0 0
of.2).2
3 3

9.2-AA1 Aplicatii-exercitii la calculul integralelor definite

10 16
() Sasecalculeze I = f (1+x)dx, J= f Jx dx cu ajutorul unei sume integrale.
0 4
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(ii) Si se calculeze limita sirului (4,),., de mai jos, scriind termenul general ca o
suma integrala corespunzatoate unei integrale definite :

1 1 1
+ 4+ e

a, = + .
Jn2+n Jn2+2n n?+n?

(#ii) Sa se calculeze (prin schimbare de variabild) integralele

I- f dx —; sz v Inx iz
Cosx + COs’x ; x(1+{Inx)?

0

n/4

(7v) Fard a calcula integralele, sa se verifice inegalitatile

0

-3
a) /10 < f\/x2+1dxs\/ﬁ; b) 0x< fxln(l—xz)dxsilng.
4

-1/2

(v) Sa se calculeze integralele de mai jos (explicitand functiile pe subintervale) :

2
2) 1= [e*f(x)dx unde f(x) = max{1,x%};
0 R

n/2 2
b) J-= f|sinx—cosx|dx; c) K= f|x2—1|dx;
0 -2

2
& K= [min[lx-1],[x+1|]dx.

-2

(vi) Sa se calculeze (cu metoda IPP) integralele

T

1
a) I=fxze"dx; b) J-= fxzcosxdx;
0 0

1 a
¢) K= fxzarctgxdx; d) L=f a’-x2%dx.
0 0
Raspunsuri si recomandari de rezolvare
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(/) Functia de sub integrala este continua pe intervalul de integrare (de fapt, chiar pe

toata axa R), deci se poate considera orice diviziune a intervalului si orice alegere a
punctelor intermediare (daci se opteaza pentru o suma Riemann). Cu diviziunea echi-
distantd si cu suma superioara Darboux ca suma Riemann se obtine

§(1+x,A§q)=EZ n+l
n k-1

( 10k = I =60. (9.404)

1+—J =10 + 50
n n

Cititorii interesati vor putea detalia calculele si vor putea verifica valoarea din (9.404) cu
formula Newton-Leibniz.

Pentru cea de a doua integrala, existenta acesteia este de asemenea evidenta avand in
faptul ca functia-integrand este continua pe toata axa R (deci si pe intervalul de integrare).
Avand in vedere expresia analitica a functiei, diviziunea echidistanta nu va mai fi aplicabila
dar se poate incerca o diviziune geometrica avand termenii initial si final

4 & 12 (respectiv) iar punctele intermediare de forma

xk=4q2k cu g = 2U/n o xk=4-22k/”, k=0,n. (9.405)

Se poate utiliza suma superioara Darboux corespunzatoare punctelor din (9.405), dar este
in prealabil necesar calcului lungimii intervalului dintre doua puncte consecutive, aceasta
nemaifiind independenta de indicele de sumare k :

22/m 1
x _ 4(22k/n _ 22(k—1)/n) - . =4= - 22k/n

- X, ; (9.406)
kTR 405 22%/n

X
(9.405) & (9.406) =
22/n -1 &

Y ooknogZ =y okin, (9.407)
k=1 22/m (43

_ . 2 2/n _ 1
= S(1+x,Anq) =4W
Cititorii interesati vor putea detalia calculele si vor putea verifica lungimea intervalului din
(9.406), apoi vor utiliza expresia sumei termenilor unei progresii geometrice spre a calcula
ultima suma din (9.407) sivor trece la limita pentru » — ~ gasind limita (si deci valoarea
integralei) J = 112/3 ; Apoi vor verifica aceasta valoare cu formula Newton-Leibniz. Se
recomanda si regasirea extremitatilor intervalului de integrare pentru indicii minim si
maxim din (9.405). O

(#i) Termenul general al sirului din enunt se poate interpreta ca valorea medie a unei
functii daca se scoate ca factor fortat in fata sumei fractia 1/ :
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(1 1 1

a_ = + +oaee + ——| .
"only1+1/n Y1+2/n V1i+n/n (9-408)
1 1
(9.408) = a =§ ==Y ———, (9.409)

Ni-1y1+k/n

aceastd suma fiind valoarea medie a functiei f(x) =1/41+x in punctele diviziunii
echidistante aintervalului [0, 1] ; aceasta este interpretarea care se poate gisiin culegerea
[D. Flondor & N. Donciu, 1979, Vol. 11, pag. 201]. De fapt, suma din (9.409) este chiar o
suma Riemann sau Darboux superioari pentru diviziunea mentionati a intervalului [0, 1]

si punctele extremitati din dreapta ale subintervalelor lui Atle DIV[O 0 Asadar,

1
limanzlimS =f ! dx.

w - 0\/1+x

Valoarea acestei integrale urmeaza a fi gasita de cititorii interesati.

(#ii) Pentru prima din cele doud integrale se poate folosi substitutia sinx = #, intrucat
functia de sub integrala este imparain cos x.

e P a )
g cos x + cos’x g A-tH(2-t?) J2 -1 J2

Cititorii interesati vor detalia calculele care conduc la integrala in ¢, respectiv la valoarea
finala de mai sus.

Pentru a doua integrala, este fireasca substitutia

d

JInx =t = Inx =2 = Tx = 2tdt; (9.410)
x=1=t=0,

(9-410) = {x: e fo1 (9-411)

(9.412)

1 2
Y In dx=f2t dt.

(9.410) & (9.411) = ] = fx(1+\/H) 1+ 1)

Integrala (9.412) este unarationald si se determina dupa descompunerea functiei-integrand
in fractii simple. Se va ajunge la valoarea integralei
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5
J=2In2 - 1 (9.413)

Cititorii urmeaza se detaliize calculele.

(iv) Se vor determina marginile sau extremele functiilor de sub integrale pe intervalele

de integrare. Procedura este cea din exemplul | 6° |, pag. 289-290. Variatia functiei de
la a) se deduce imediat (din semnul derivatei intaia), in timp ce prima derivata a functiei
g dela b) este

(1-x%)In(1-x2)-2x2

1-x2

g'(x) = (9.414)
Réddcinile numaratorului derivate din (9.414) ar fi mai greu de gasit dar semnului intregii
derivate, pe intervalul [-1/2, 0] este usor de stabilit : numitorul este strict pozitiv,
primul termen al numaratorului este negativ din cauza logaritmului, iar din acesta se
scaade un termen pozitiv 2x2; deci derivata este negativi pe intervalul mentionat, iar
extremele functiei se ating in capetele acestui interval : m = g(0) = 0 iar valoarea in
extremitatea stanga urmeaza a fi gasita de cititor. Aceste valori extreme se inmultesc cu
lungimeas intervaslului de integrare, conform cu formula din proprietatea (xi) , pag.282.

(v) a) Functia f(x) care intervine ca factor sub integrali a mai fost intalnita in

Exemplul | 7°| (i), cu expresia din (9.399) la pag, 291. Se va explicita intreaga functie-

integrand si se va descompune integrala ca suma de doua integrale pe cele doua
subintervale de lungime 1 ;sevagasi [ =2¢2%2-1.

b) Functia de sub valoarea absolutd schimba semnul in centru intervalului, ©/4; in
mod necesar, integrala se va descompune dupa cele doua jumatati de interval. Primitivele
sunt imediate si se ajunge la valoarea | = 2(\/5 - 1). Ase detalia calculele.

c) Integrala se descompune in suma de trei integrale, pe cele trei subintervale ce vor
interveni in explicitarea valorii absolute. Se ajunge la valoarea K = 4.A se detalia
calculele. Se poate aplica si proprietatea (xiv) de la pag. 282, pentru functiile pare
integrate pe interval simetric, in care caz integrala pe unul din cele doud subintervale se
descomupne ca suma de doar doua integrale.

d) Integrala este similard cu precedenta, punctele interioare in care cele doua valori
absolute isi schimba expresia fiindtot -1 & 1. Poate fi utild reprezentarea grafica a celor
doua functii de sub operatorul min in scopul explicitarii mai rapide (sau mai sigure) a
functiei de integrat. Integrala se descompune ca suma de 4 integrale pe subintervale de
lungime 1 iar valoarea ei este L = 2. Se vor detalia calculele.
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Sugestie. Daca se reprezinta grafic cele doua functii in valoare absoluta si apoi functia de
integrat, se poate gasi o interpretare geometrica interesanta a acestei integrale si a valorii
sale (ca suma ariilor a patru triunghiuri).

(vi) Sa se calculeze (cu metoda IPP) integralele

a) Se aplicad metoda IPP de doud ori, incepAnd cu u = x2 & dv = e*dx ; integrala a
mai fost intalnita la setul de exercitii (v) dar pe un alt interval de integrare. Valoarea ei
este e - 2. A sedetalia calculele.

b) Se aplicd — si pentru aceastid integrala — metoda IPP de doua ori, incepand cu
u=x2 & dv = cosxdx; sevagisivaloarea | =-2x. A sedetalia calculele.

¢) Sepoatenota u = arctgx & dv = x%dx ; seva gisi valoarea
K=(n/3)-(1-In2)/6.

A se detalia calculele.

d) Sepoatenota u=1ya2-x2 & dv = dx. Seva gisi primitiva

2
L(x):x\/az—x2+fx—dx. (9.415)
Va?- x?

A doua integrala din (9.415) se poate rescrie sub forma

2 2 2 2

fx—dx = —fudx + fa—dx = -L(x) + azarcsinﬁ. (9.416)
22~ 22 22 - 22 22— 22 a

Din (9.415) &(9.416) se obtine o ecuatiein L(x) careconduceimediatla expresia analitica
a primitivei, iar cu formula Newton-Leibniz se va ajunge la valoarea

T
L=a’?—.
4
Cititorului i ramane sa detalieze calculele si — eventual — sa rezolve acest exercitiu cu alta
metoda, de exemplu folosind substitutia x = asin¢ sau x = acosz.
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Aplicatii ale integralei definite in GEOMETRIE si MECANICA

Integrala definita are numeroase aplicatii in alte domenii ale matematicii (decat ANALIZA
MATEMATICA), cel mai important fiind GEOMETRIA. Insisi definitia integralei Riemann,
calimita a unei sume integrale, defineste valoarea integralei pe intervalul [a,b] dinfunctia
integrabila f drept aria regiunii plane delimitate de trapezul curbiliniu inchis de axa
(O x), de dreptele verticale (x =a) & (x =b) si de graficul functiei G £ Dar exista si
cazuri mai putin imediate in care integrala Riemann permite calculul ariilor unor regiuni
din plan.

A1-G | Calculul ariilor unor regiuni marginite din planul (x0y).

Am mentionat mai sus definitia (valorii) integralei Riemann pe intervalul [a, b] dinfunctia
integrabild f careare casemnificatie geometrica aria regiunii plane delimitate de trapezul
curbiliniu de graficul functiei si cele trei segmente de dreapta precizate. Dar chiar si
aceasta interpretare este valabila intr-un caz particular, acela in care graficul G, este
situat fie in semiplanul (y > 0), fiein (y < 0). Deci aceaasta interpretare este valabild
numai daci functia pastreaza semn constant pe intervalul [a, b].

Un caz mai general este acela in care frontiera regiunii plane este formata din mai
multe segmente de dreapti sau arce de curbi. In mod specific, ariile unor asemenea
domenii se vor calcula cu ajutorul notiunii de INTEGRALA DUBLA, care urmeaza a fi
prezentata intr-n alt capitol. Totusi, in destul de multe situatii este posibil calculul ariei
cautate folosind doar Integrale Riemann si operatii cu astfel de integrale, dupa cum se
va vedea si in exemplele ce urmeaza.

Daca 2 este un domeniu plan marginit, inclus in banda verticala [a,b] X R si
delimitat inferior de o curbd sau dintr-un lantde curbe (T',) sidelimitat superior de o alta
curbd sau lant de curbe (TI',), atunci aria domeniului 2 va putea fi calculatd drept
diferenta dintre aria regiunii avand ca frontiera superioara pe (I',) si aria celei
delimitate superior de (I',). Evident, aceasta procedura va fi posibila doar daca cele doua
curbe sau lanturi de curbe sunt constituite din graficele unor functii integrabile, in
particular continue. Pentru o descriere ceva mai exacta (sau formalizatd) a acestei
probleme sa notam aria domeniului 2 cu 0.

b b b
05 = [@,(x)dx - [0 (x)dx = [[0,(x) - ¢,(x)]dx. (9.417)

Cele doua functii ¢,(x) & ¢,(x) pot s fie functii “multiforme”, in sensul ca pot avea
avea expresii analitice diverse pe diverse subintervale ale lui [a, b] ; in acest caz integrala
din (9.417) se va descompune ca suma de tot atatea integrale cate subintervale determina
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punctele in care cel putin una din cele doua functii isi schimba expresia analiticd. Sa mai
precizim ci intervalul de integrare este exact [4,b] daci si numai daci frontiera dome-
niului 2 atinge dreptele verticale (x =4) & (x = b) in cel putin cite un punct. in unele
cazuri, cele doud abscise trebuie determinate prin intersectarea graficelor functiilor
9,(x) & @,(x).

Aceastd descriere care poate si para oarecum vaga sau confuza va fi ilustratd prin
exemplele de mai jos.

9° Sa se determine aria domeniului plan delimitat de graficele functiilor
@, (x)=|x| & @, (x)=V2-x2. (9.418)

Pentru a intersecta graficele celor doua functii scriem
0, (x)=0,(x) = |x] =V2-x% 5 x?=2-x2 3 x=22. (9.419)

Din (9.419) rezultici a4 = -y/2 & b = /2. Din punct de vedere geometric, domeniul 2

marginit de graficele ceelor doua functii din (9.418) este un sector de cerc, mai exact un
sfert din discul centrat in origine sideraza R = /2, delimitat de razele situate pe prima
si a doua bisectoare (respectiv). Cititorul este invitat sa deseneze domeniul.

Conform formulei din (9.417) si tindnd seama de faptul cd functia

-x pentru x <0,

x)=|x| =
¢1(x) = || { x pentru x > 0

isi schimba expresie in origine, aria lui se va obtine ca suma a doud integrale. Dar, intrucat
ambele functii din (9.418) sunt pare, la fel si diferenta lor, se poate calcula aria ceruta drept
dublul ariei jumatatii de ddomeniu inclus in primul cadra al reperului cartesian

(O;x,y):

V2 V2
Op = fz(\/Z—x2—|x|)dx=2f2( 2—x2—x)dx. (9.420)
_\/E 0

Evident, ultima aintegrala din (9.420) se descompune ca diferenta 2 (I, - I,). In I ., se
poate aplica substitutia
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1
x=\/§sint = dx=\/§costdt = Il=\/5fcosztdt =...=L;

; 22
I, este o integrald imediatd, cu valoarea I, =1. Asadar, aria cdutatd este

"
0p=—_2.

V2

10° Aria limitat# de sinusoida si cosinusoidi pe intervalul [0,2w].

Rolul celor doud se schimba in punctele n /4 & 5n /4.
@,(x)=sinx, @,(x) = cosx pentru x € [0, 7 /4],
@,(x)=cosx, ¢,(x) =sinx pentru x € [t/4,57m /4],
@,(x)=sinx, @,(x) =cosx pentru x € [5bn/4,2n].

In consecinta, aria cautata va fi

n/4 5n/4 27
Op = f(cosx—sinx)dx+ f(sinx—cosx)dx+ f(cosx—sinx)dx=
0 n/4 5n/4

. 4 . 5n/4 . 2
[sinx + cos x] 7;/ - [cosx + sinx] ://4 + [sinx + cosx] 5:/4 =

EUNPE SN U U SR B I3

1+ 1+1+1+1+ 1+
V2. 2 V2. W2 2 2 V2 v2 2

A.2-G | Calculul unor lungimi de curbe

Daca o curbd pland (I') este reprezentabild analitic printr-o ecuatie de forma

y=f(x), xe[a,b] (9.419)

unde f este o functie derivabili pe acest interval, atunci lungimea arcului de curba

XB\I y=f(x), x€[a,b] (9.420)

este data de integrala
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Q(XB\>=fb 1+ f%(x) dx. (9-421)

In sectiunea dedicati integralelor curbilinii, formula (9.421) se va obtine drept un caz
particular al unei formule mai generale (pentru lungimea arcelor de curbe parametrizate)
care se aplica si la curbe spatiale (din spatiul 3D - tridimensional). Formula (9.421) rezulta
prin trecerea la limitd intr-o suma de tip Riemann, care mdsoara lungimea unei linii
poligonale ce aproximeaza arcul de curba. Urmeaza un exemplu de aplicare a formulei

(9.421).

11° Lungimea arcului de curbi XB\I y=2Inx, xe [2, 24/3]. (9.422)
2 2 x2+ 4
(9-422) = f'(x)=— = 1+ f"(x) = =
= \/1+f'2(x) \/x +4 = 0 AB f x2+ 4dx. (9.423)

Integrala din (9.423) se poate calcula cu ajutorul substitutiei

dt 2
dx = 2,\/x2+4=—,

x=2tgt = cos”t cost = (9.424)
t(2) = arctgl =7 /4, t(2V/3)=n/3

N Q(Xg): 73 cost 2 dt _ 73 dt _
2sint cost cos?t i 2

/4 /4 sin f cos“t
n/3 ) . 9 n/3 n/3 |
cos“t + sin“t dt
= f.—2dt= ._t+ fsmzt gt =
/4 sin t cos“t /4 sm n/4cost

2Intg(t/2)]%)5 + 2[1/cost]2/5 = 2[In(1/y3) - In(tgm/8) + 2- Y2 .

Valoarea gasita mai sus s-ar mai putea putin dezvolta (sau detalia) prin evaluarea celor doi
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logaritmi :

tE— sinu ti— 1
gz g8 \/54.1.

— (9.425)
1+ cosu

Cu aceastd valoare din (9.425), valoarea de mai sus a lungimii arcului de curba se poate
rescrie

a(XB\)=2[1n(ﬁ+1)-(1n3)/2+2-\/§]=1n(1+27ﬁ] +4-2y2.

A.3-G | Calculul ariilor si volumelor unor corpuri de rotatie

Integrala definita permite calcularea volumelor unor corpuri de rotatie, precum
si a ariei unor suprafete obtinute prin rotatia unei curbe in jurul unei drepte, mai exact in jurul unei
axe de coordonate.

Daca un arc de curbi este reprezentat analitic prin ecuatia (9.420), pe care o reluam,
AB :y = f(x), x€ [a,b] (9.420)

atunci volumul corpului K generat prin rotatia curbei in jurul axei (O x) este dat de

b
vol(K) = m [ f2(x)dx. (9.426)

Observatji. | 0.1 | Prin rotatia arcului de curbi din (9.420) in jurul axei (O x) nu se obtine
efectiv un corp ci doar o suprafata de rotatie, care constituie frontiera corpului de rotatie,

impreund cu cele doua discuri, de centru A(a,0) si razd f(a), respectiv de centru
B(b,0) sirazd f(b). Sepoateintelege siintuitivcdacest corp derotatie este efectiv generat
de trapezul curbiliniu a cdrui arie este exact integrala definita din functia f pe intervalul
[a,b].

0.2 | Dintr-un alt punct de vedere, corpul de rotatie K poate fi considerat ca fiind generat
dediscurile avind centrele peintervalul [a, b] < (O x), cucercurile de contur sprijinindu-
se pe arcul de curba si deplasandu-se odata cu centrul, dela a > b. Plecandu-se de la
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aceasta interpretare se obtine formula (9.426), volumul corpului fiind limita unei sume (de
tip Riemann / Darboux) a volumelor unor cilindri elementari avand ca inaltimi sub-
intervalele unei diviziuni a intervalului [a, b].

0.3 | Formula (9.426) poate fi usor adaptata si la cazul in care rotatia curbei se face in
jurulaxei (Oy), incare cazecuatia curbeivafideforma x = g(y), y € [c, d]. Informula
(9.426) se vor face modificarile necesare.

Suprafata de rotatie (X) este generatd de arcul din (9.420), iar ariasavafidata de
integrala

b
aria(X) = 2= ff(x) 1+ f'2(x) dx. (9-427)

Si aceasta formulad (9.427) se obtine printr-un proces de trecere la limitad intr-o suma
integrala de tip Riemann / Darboux. Aria suprafetei de rotatie este aproximata de suma
ariilor cilindrilor elementari mentionati anteriorla [ 0.2 |.

In exemplele ce urmeaza prezentam corpuri si suprafete de rotatie pentru care se
calculeaza atat volumul cat si aria.

12° Sa se calculeze volumul si aria corpurilor de rotatie generate de curbele

N

x 2
(i) (I'): y=cosx, xe[-n/2,n/2]; (i) (E): +L-1-0.

a? b?

(1) Formula (9.426) aplicati cosinusoidei conduce la

n/2 n/2 n/2
vol(K,) = = f[coszxdx =2 f[coszxdx =T f (1+ cos2x)dx =

-n/2 0 0
2
1 . n/2 T T

=m|x+ =sin2x =T —=—. 428

; X 5~ (9.428)

n/2 n/2
aria(X,) = 2= f[ cosxy1+ sin?xdx =4m f(l + sinzx)l/zdsinx = (9.429)
-n/2 0

%\/1+u2+%]n|u+\/1+u2|

1
=4ch 1+y?du=4n
0

1
0
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=2m[1+In(1++2)]. (9-430)

Corpul de rotatie K, este unul cu aspect fusiform. La prima rescriere a integralei care a
condus la valoarea din (9.428) am aplicat proprietatea (xiv) de la pag. 282, pentru
integrale pe interval simetric din functii pare ; a urmat o integrala trigonometrica simpla.
In trecerea de la (9.429) la (9.430) am aplicat substitutia sinx = u si o primitvi care se
poate gasi usor integrand prin parti.

(i7) Curba generatoare este elipsa de semiaxe g & b, raportatila axele de simetrie. Prin
urmare, corpul sau suprafata de rotatie rezultata este elipsoidul de rotatie. Ecuatia de tip
implicit a elipsei trebuie explicitata in raportcu ¥ :

2
(E):y="0 1—x—2<=>y=% a’-x?%, (9.431)
a

Atat prima cat si a doua ecuatie din (9.431) reprezinta doar arcul sau semielipsa superioara,
altfel y = f(x) nu ar mai fi o functie intrucat ar putea lua doud valori opuse, y=1...;
de altfel, pentru generarea corpului si a suprafetei este suficientd rotatia cu 360° sau
21 rad doar a semidiscului eliptic superior, respectiv a semielipsei superioare, continute
in semiplanul (y > 0).

(9.426) & (9.431) =

a

2 2 4
= vol(K,) - n%_uf(az— x2)dx - 211:%!(612— x2) dx - %ﬂ:abz. (9.432)

Derivata necesara pentru aplicarea formulei (9.427) este

b bx 1 vVa*+ x?(b?%-a?
PRI 2;\/1+f'2(x)=;¢ ( ) 9433)

4
dx a a2 - x az _ xz
(9.427) &(9.433) =

g 1 Ja%+ 22(b2- 42
:aria(EE)=2nkf\/a2—x2—\/a M a)dx=
a a [2_ 2
-a a - x
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=2niz f¢a4+x2(b2—a2)dx=4ni2f¢a4+x2(b2—a2)dx_
a“_, a“,

2
-47b fJ b dx. (9.434)

In aceasti integrald (9.434) se poate aplica substitutia

b2 _ ;2 a2dt x=0 = t=0,
x—— =t =>dx=—— & (9.435)
a? Jb2- a2 x=a = t=yb’-a’/a.

Daca, in (9.434) & (9.435), se foloseste cunoscuta notatie

a2-b%=c? = ya?-b?=c, (9.436)

atunci expresia (9,434) a ariei cautate devine

aria(2 ;) _4713— 1-t2dt=2 —[ ty1-t2 +arcsint}:/u =

2
N ar1a(25)—2na—b(—2+arcsm:) =2nb2(1+ba—arcsin£]. (9.437)

c a a () a

Comentarii. Am oferit rezolvarea in detaliu a calculului ariei acestei suprafete de rotatie
intrucat ea comporta unele mici dificultati. Problema a fost abordata si in tratatul de
ANALIZA MATEMATICA [Gh. Siretchi, 1985, Vol. 1, pag. 377-378], dar am ajuns la rezultatul
din (9.437) independent, utilizand si o alta substitutie — in (9.435) — decat cea folosita in
volumul citat si aplicand, pe de alta parte, proprietatea de integrare a unei functii pare pe
un interval simetric. Rezultatul din (9.437) este valabil in cazulin care a > b, decicand a
este semiaxa mare a elipsei. Profesorul Siretchi abordeaza si cazul complementar.

Determinarea unor momente si centre de greutate

Integrala definiti permite si rezolvarea unor probleme de MECANICA (statici) cum sunt
determinarea momentelor statice si a centrului de greutate al unui arc de curba materiala,
respectiv a centrului de greutate al unei placi, acestea avand masa repartizata uniform.
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A.4-M | Determinarea momentelor si centrului de greutate al unei curbe plane

Fie (I') = (AB) ocurbd materiali plani oarecare. Curba este presupusi a fi omogend,
cu densitatea liniard p constantd, eventual p =1. Un element de arc ds are aceasta
lungime elementara care coincide cu masalui. Pentruun punct material situatla distanta y
de axa (O x), momentul sdu static in raport cu axa (O x) este dat de

s . s
M, = fo yds, iar My = fo xds, (9.438)

esteb momentul in raport cu axa (Oy); S este lungimea curbei, care coincide si cu
intreaga masa a arcului de curba conform ipotezei anterioare privind densitatea. Pozitia
centrului de greutate G(£,n) se determind cu ajutorul celor doud momente statice din
(9.438). Din ecuatiile

SE=M, = [Sxds & Sn=-M, =2n [ yds. (9.439)
v J, 0

rezulta

M M

1 1
= —y = — § = * = — s
£ = S Sfo xds, m 5 Sfo yds. (9.440)

Daca a doua ecuatie din (9.439) se inmulteste cu 27 se obtine egalitatea
s
2n S =Mx=2nf yds, (9.441)
0

in care membrul drept se interpreteaza drept aria P a suprafetei generate prin rotirea
curbei (I') = (AB) injurulaxei (O x) intimp ce,in membrulstang, 27 n estelungimea
cercului desrcis de centrul de greutate prin aceasta rotatie. De aici rezulta

Teorema lui Guldin. Aria suprafetei generate prin rotirea unei curbe in jurul unei axe pe
care nu o intersecteazda este egala cu lungimea arcului acelei curbe inmultita cu lungimea
cercului descris prin rotatia centrului de greutate G in jurul axei respective :

P=S:2nn. (9.442)

Formula (9.442) permite determinarea ordonatei lui G daca se cunoaste aria P a
suprafetei de rotatie (sau de revolutie) descrisd de curba. Urmeaza un exemplu.

13° Se cere determinarea momentului static al conturului unei elipse cu densitate
omogena (de semiaxe a si b, reprezentata prin ecuatia sa canonica), in raport cu axa
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(Ox), apoi momentul pentru semielipsa superioard. Apoi sd se determine pozitia
centrului de greutate G(&,n) al acestui arc superior, pe baza Teoremei lui Guldin.

Formula (9.441) pe ntru momentul static /(O x) se particularizeaza prin

b
211:Sn=Mx=2nfosyds = 2n;fj\/a2—x2ds, (9.443)

(9.431)

iar elementul de arc ds apare sub integrala (9.434) si se poate continua cu integrarea ca
in determinarea suprafetei elipsoidului.

Aria elipsoidului de rotatie a fost determinata anterior, dar ea se poate rescrie folosind
excentricitatea elipsei, € = c¢/a:

P=2nb(b+§arcsins). (9.444)

Centrul de greutate al intregii elipse va coincide cu centrul de simetrie al acesteia care este
chiar originea O(0,0), din motive evidente de simetrie. Problema centrului de greutate
devine interesanti daci ne limitdm doar la semielipsa superioari. In acest caz, unghiul de
rotatie este de numai 7 radiani iar formula (9.442) devine

P

P=S-7mq = 0=, (9.445)

P este jumatate din aria elipsoidului de rotatie, deci, conform cu (9.444) ace(a)sta este

1
P=nb(b+%arcsins) = 1 =nb(b+§arcsins)§. (9.446)
(9.445)

Coordonatele centrului de greutate vor fi G(0,n). Dar atat in formula (9.443) cat si
in (9.446) intervine lungimea S a arcului de elipsa, deci a semielipsei (superioare).
Determinarea acesteia nu este o chestiune simpld intrucat nu se mai produce simplificarea
care a condus la integrala din (9.434). Conform formulei (9.421),

1 ¢ 1 u\/a4—x2(a2—b2)
S_“_afds_”_ﬂf = dx

dar aceasta integrala irationala este dificila chiar si in ce priveste determinarea primitivei.
O alternativa o ofera reprezentarea parametrica a elipsei,
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acost,

by (F€[0,27)) = ds - Va2cos®t + b2sin’t dt. (9.447)
sm

(E>-{x
Ny

Lungimea semielipsei S vafiintegrala peintervalul [0, ] dinelementul de arc(9.447).
Dar nici aceasta nu este o integrala simpla. Ea se poate reduce la a doua dintre functiile lui
Legendre,

E(k,¢) = f 1 - k?sin®t dt. (9.448)
0

Nu are sens prezentarea in detaliu a teeoriei acestor integrale. Se poate consulta tratatul
[G.M. Fihtenholc, 1964, Vol. II, pp. 111 & 166], unde se justifica in detaliu valoarea cautata
a lungimii care este

S=2aE(e,n/2) =2aE(e).

A.5-M Determinarea centrului de greutate al unei placi plane omogene

Dacd f(x) >0 este o functie continua pe intervalul [a,b], coordonatele centrului de
greutate G alzonei plane marginitedeaxa (O x), dreptele (x = a) & (x = b) sigraficul
functiei T s sunt date de

b b b
1 1
% 3 [xf(x)yax, y, - 2—1ff2(x)dx cu M, = [f(x)dx. (9-449)

14° | Exemplu. Sa se determine centrul de greutate al regiunii (plicii) plane marginite
de axa axa (Ox), dreptele (x=0) & (x = 1/\/5) si curba de ecuatie

x4

1-x2 (9.450)

f(x) =

In integrala care va da numitorul M, din (9.449) se poate aplica substitutia

int = d bt & $20 = =0 (9.451)
X =SInt = X = COSs 451
x=1/y2 = t=n/4. 245

308



(9.450) & (9.451) =

1/4/2 4 1:/4
_ X _ . 4 . _8mn 1
Ml— f 2dx— sin tdt—...—32 i (9.452)
0 1-x 0

Aceeasi substitutie este utilizabila si in a doua integrala din (9.449) :

AL ’74 8 43

_ s 4 _ -2 .
; 1_xzalx— ; sin“t sintdt = ... 15 60\/5' (9.453)

5 1-x? 5 x2-1

1/y2 1/y2
f ad dx = f (—xs—x4—x2—1— 1 )dx=...

1017
o = +In(y/2 +1). (9-454)

8402

In fine, (9.452), (9.453), (9.454) si formulele (9.449) conduc la coordonatele cerute ale lui
G:

N _ 8(32V2-43 )
¢ 7 15/2(8n-8)° Ye

an g (9455

Nota. Acest exemplu a fost preluat din culegerea [S. Chiri ta, 1989, pag. 219], impreuna
cu rezulatele numerice finale din ultimele 4 egalitati. Cititorul este invitat sa detalieze
calculele care au condus la primitivele si valoarile din (9.452-455 ).

9.2-A.2 Exercitii cu aplicatii ale integralei in Geometrie si Mecanica

(#) Sase calculeze aria domeniului plan marginit de graficul functiei f(x)=e *sinx,
axa (Ox) sidreptele (x=0) & (x = 2m).

(#) Sa se calculeze aria domeniului plan limitat de curbele
(T):y®>=x2% (T):y=2-x%

(#ii) Sa se calculeze aria domeniului plan limitat de curbele
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(T):y=x2, (T,): y=%, (d): y = 2x.

Sa se calculeze lungimile arcelor de curbe

(iv) (C):y=x3%xe[0,4]; (v) (C): y=arcsine™, 0<x<1;
. 1 2 1
(i) (D):x=7y"- Sy, ye[lel;
(vii) Sa se determine coordonatele centrului de greutate al domeniului plan limitat de

curba y =sinx, x € [0, n] siaxa (Ox).

(viii) Sise calculeze volumul corpuluiobtinut prinrotireacurbei y = xInx, x € [1,¢]
injurul axei (Ox).

(ix) Sd se calculeze volumul corpului obtinut prin rotirea curbei curbei
y =sinx, x € [0, 7] injurul axei (Oy).
(ix) Sd se calculeze aria suprafetei de rotatie generata prin rotirea curbei

y = arcsinx, y € [0, n] injurul axei (Oy).
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