10.3. Integrale duble

Fie D un domeniu plan marginit si f o functie definita si continua pe acest domeniu :

DcR?, f: D—>R, feC,. (10.71)

Functia f se presupune a fi marginita ; daca domeniul D este compact atunci ea este

automat marginita, conform unei cunoscute proprietiti a functiilor continue pe domenii
compacte, valabila si la functiile de mai multe variabile, in particular la cele de doua
variabile.

Domeniul fiind marginit, se poate presupune ci el este inclus intr-un dreptunghi

Dcla,b]x[c,d], a<b & c<d. (10.72)

Mai mult decat atat, se poate presupune ca frontiera domeniului atinge toate cele 4
laturi ale dreptunghiului din (10.72). De exemplu, D poate fi un disc eliptic avand
elipsa frontiera tangenta la cele 4 laturi ale dreptunghiului. O notatie consacrata pentru
frontiera unui domeniu din plan sau din spatiu este dD.

Pe fiecare din intervalele din (10.72) se considera cate o diviziune, ca la definirea
integralei Riemann. Asemenea diviziuni au intervenit in definirea integralelor curbilinii
in raport cu lungimea de arc — a se vedea intervalele din (10.13) sau diviziunile din
(10.56), pentru integralele curbilinii in raport cu coordonatele. Acele diviziuni pe axele
de coordonate erau induse de o diviziune a intervalului [a, b] parcurs de parametrul

t, in timp ce diviziunile necesare pentru definirea integralei duble sunt independente :

Ax’m ={a=xp,%X;,e00,X;,000,%, =D,

(10.73)
Ay’n = {c :yO’yl 9 000 ,yj, see ,yn = d_

[a,b] = G [x;,_,,x],
(10.73) = . (10.74)
[c,d] = -U1 [y .71

Jj=

Produsul cartesian al celor doua diviziuni din (10.73) produce o diviziune
bidimensionala a dreptunghiului din (10.72) :
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Ax,y(D) = Ax’mx Ay’n = {(x,>yj) . ie I’_m’ j e l’n}' (10‘75)

Cele mn perechi de puncte din diviziunea 2-dimensionala (10.75) sunt mai putin
relevante (sau importante) decat dreptunghiurile elementare pe care ele le determina :

[x; 1, %1% [y, 1,91 = 8, (L<ism, 1< j<n). (10.76)

not
Din incluziunea (10.72) sidin (10.76) rezulta ca

Dcla,b]x[c,d] = G LnJ 5, (10.77)

i=1j=1

Functia f fiind marginita pe domeniul D < [a,b] X [c,d], ea este marginita si pe
fiecare dreptunghi elementar de forma (10.76). Notam cele doud margini prin

m,, = inff(8,), M, =supf(8,) (1sism,1<j<n). (10.78)

Daca

m = inf f(D) = inf £, M = sup f(D) = sup f. (10.79)
D D

Din (10.78) & (10.79) rezulta tripla inegalitate
(V(x,»)€08,)) msm;; < f(x,y) <M, ;<M (1<ism,1<js<n). (10.80)

Avand in vedere ci aria unui dreptunghi elementar de forma (10.76) este egala cu
produsul lungimilor laturilor sale, se pot considera douda sume de tip Darboux —
similare cu cele introduse pentru definirea integralei definite pe axa reala :

m n m n

S(f; Ax,y(D)) = Z Z mij(’?.:z: E my(x;~x;_1)(¥;=Y;_1)»

i=1 j=1

(10.81)

B

S(fs Ax,y(D)) = E Mij"?. = Zl ]Z:l Mij(xi_xi—l)(yj_yf‘1)°

i=1 j=1 Y=

Comentarii. €.10.3.1 Ca siin cazul integralei definite unidimensionale, cele doua
sume din (10.81) sunt suma inferioara Darboux, respectiv suma superioarad Darboux.

C.10.3.2 Pentruo functie f continud pe D, cele doud margini m;; & M,; din
(10.78) pe dreptunghiul elementar compact 6, ; care intervin 1n (10.78), (10.81-81) sunt
chiar valori extreme (locale) ale functiei, deci

355



m;; =min f(8,)) & M;; = max f(3,)).

Dar aceasta observatie nu afecteaza relatiile (inegalitatile) scrise pand acum si nici pe
cele care urmeaza.

C.10.3.3 Din inegalitatea multipla (10.80) si din definitiile celor doua sume integrale
din (10.81) rezulta inegalitatea

m(b-a)(d-c)< S(f; A, (D)) < 8(f;4, (D)) <M(b-a)(d-c). (10.82)

Evident, inegalitatile din (10.82) sunt verificate pentru orice diviziune (2-dimensionala)
a domeniului.

C.10.3.4 Sa mai observam, cd pentru domenii D strict incluse intr-un dreptunghi
precum cel din (10.72), este posibil ca sumele din (10.81) sa nu contina exact cate mn
termeni pentru simplul motiv ca unele dreptunghiuri elementare ,, sd cadd in afara
domeniului D:

6, cla,blx[c,d]\D. (10.83)

Dar aceasta situatie nu creeaza nici un fel de problema intrucat functia f poate fi usor
prelungita la intregul dreptunghi, dandui-se valoarea 0 pe dreptunghiuri ca cele din
(10.83). Astfel, fiecare suma Darboux poate fi scrisa cu exact mn termeni, dar
eventualii termeni corespunzatori dreptunghiurilor elementare din (10.83) vor fi nuli.

L]

Ca si in preliminariile la definirea integralei Riemann pe axa reald, pentru o
divioziune ca cea din (10.75) a domeniului D si pentru o alegere oarecare a unor puncte
intermediare in dreptunghiurile diviziunii,

(&, nj)€6ij == f.elx;,_,x] & n; € [y,_1>¥:1, (10.84)

se poate scrie Suma Riemann corespunzatoare :

S(fA, (D), (EH) =Y Y fEM)C-x_) (- y,)- (10.85)

i=1j-1

Cu referire la inegaliatatea multipla (10.82), o astfel de suma Riemann se va incadra
exact intree cele doua sume Darboux, in virtutea inegalitatii (10.80).

Pentru a se ajunge la definitia integralei duble cu ajutorul sumelor integrale este
necesara — ca si in cazul integrale definite pe R sau al integralelor curbilinii (de ambele

specii) — considerarea normei diviziunii din (10.75), in determinare reciproca (,) cu
normele diviziunilor din (10.72) :
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(A, xA)) = max yf (x, - x,_)2 + (¥, - ,.,)° (10.86)
1,]

Conditionarea mai sus mentionata revine la implicatii / echivalente de forma celor de la
pag. 349 :

V(A,xA) >0 < [V(A) >0 & Vv(A)>0] = m,n> +. (10.87)

Normele diviziunilor pe cele doua intervale de pe axe sunt definite (de obicei) exact ca in
(10.55), dar reamintim acea definitie :

v(4,) = max(x,-x,_;), v(4) =max(y,-y, ). (10.88)
In (10.87) & (10.88) nu am mai pus in evidenti numérul intervalelor celor dou#
diviziuni, asa cum apar ele in (10.75).

Definitia 10.3.1. Dacd pentruorice € >0 existiun &(g) = 6 >0 astfel incat
pentru orice diviziune

A, (D) =A,xA €DIV,,

V(A, )<8 = S(f;A, (D) -S(f;A, ,(D)<e (10.89)

atunci functia f este integrabila pe domeniul plan D. O

Aceasta definitie reprezinta criteriul de integrabilitate al lui Darboux prntru
integrala dubla. Proprietatea de integrabilitate se poate defini (sau caracteriza), la fel ca
in cazul integralei definite in R sau al integralelor curbilinii, si prin intermediul

sumelor integrale de tip Riemann. Am prezentat o astfel de suma in (10.85).

Definitia 10.3.2. Daca exista numarul L € R astfel incat, pentru orice diviziune

A, (D) =A_ xA e DIV, siorice 2-vector de puncte intermediare (E,H),

lim %(f;A,,(D),(E,H)=L (10.90)
v(A, ,)>0 ’

atunci functia f este integrabila pe domeniul plan D iar limita din (10.90) este
valoarea integralei, notata
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fff(x,y) dxdy. (10.91)
D

L]
Se pot da exemple de aplicare a acestor doua definitii spre a se verifica
integrabilitatea unei functii de doud variabile pe un anumit domeniu, respectiv pentru a
se calcula chiar valoarea unei asemenea integrale duble ca limita a unei sume integrale
Riemann duble, ca in (10.90). Dar in cele mai multe aplicatii practice intereseaza
modalitatiile practice de a calcula integralele duble, folosind formule similare cu
formula Newton-Leibniz de la integrala definitd din R (a se vedea sectiunea / capitolul

9.2).

Formulele pentru calculul unei integrale duble depind in mare masura de forma
domeniului plan pe care trebuie calculata integrala. Cel mai simplu caz este

D.1 | Domeniu dreptunghiular. In acest caz, incluziune (nestrict) (10.72) este chiar o

egalitate :
Dcla,b]x[c,d], a<b & c<d. (10.92)

Integrala dubla (10.91) pe un asemenea domeniu se poate scrie sub forma

b d
[[fex.yyaxay. (10.93)

In (10.93) se foloseste o simpli notatie, care insi nu indica efectiv modul de calcul al
integralei. Trebuie aleasa o anumitd ordine de integrare : de exemplu, se poate calcula
mai intai integrala din f(x,y) inraport cu prima variabila x, peintervalul [a, 5] ;
rezultatul va fi o functie g(y) care se integreaza apoi pe intervalul [c,d], obtinandu-
se valoarea integralei. Aceastd modalitate de a calcula o integrald dubla prin culculul
succesiv a doud integrale definite simple se numeste (in unele manuale / culegeri de
ANALIZA) iterare a integralei duble. Evident, existi doui iterari posibile. Le prezentim
pe ambele, impreuna cu cate o notatie specifica, intrucatva abuziva, dar care precizeaza
variabila in raport cu care se face integrarea pe fiecare interval.

d b
dy = [dy [f(x,y)dx. (10.94)
not c a

b d d b
[[ryyaxdy = [| [ @) ax

Cealalta modalitate de iterare (sau calcul iterat) al integralei duble din (10.93) este
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b d b_ d b b
[[feprdrdy = [ | [ferrdy|ds = [ax [1Gxy)dy. (10.95)

Alegerea unui sau celuilalt mod de calcul iterat al unei integrale duble pe un
dreptunghi este, in principiu, arbitrara. Dar se poate opta pentra una sau cealalta
ordine de integrare avand in vedere si natura (adica expresia analitica a) functiei
f(x,y) : este posibil ca gasirea unei primitive in x — in vederea aplicarii formulei
Newton-Leibniz — sa fie mai facila decat gasirea unei unei primitive in y, sau invers.
Mai mult decat atat, este posibil ca una dintre primitive si nu fie exprimabila prin
functii elementare.

Inainte de a oferi doud-trei exemple, si semnalidm si cazul particular, foarte
avantajos in aplicatii, cand functia de integrat este o functie separabila, adica se poate
scrie ca produs de func tii, una de variabila x iar cealaltd de variabila y:

J(x,) = 0(x)¥ (). (10.96)

In acest caz, fiecare din cele doui integrale definite simple din (10.94) sau (10.95) se
calculeaza in raport cu o singura variabila (fara cealalta variabila ca parametru) iar
intgrela dubla rezzulta ca produsul a doua integrale simple. Se poate spune ca integrala
dubla dintr-o functie separabila este factorizabila :

b b

d d b d
i ff(x,y)dxdy(= [[lo) ¥ (1dxdy = [e(x)dx- [w(y)dy. (10.97)

; 10.96) *

10.3 E -1 | Exemple de integrale duble pe dreptunghiuri

Ex.10.3-1|  [[(3x?-y)dxdy, D =[1,3]x[0,1]. (10.98)
D
1 3 1
3x2-y)dxdy = [dy [(3x?-y)dx = 3 _xp)|* 7 1dy =
{)f( x?-y)dx Y oo Of ylf( x“-y)dx Of[(x xy)le] Y
1 1
- [@7-3y-1+y)dy = [(26 -2y)dy =[26y -y*],=25.  (10.99)
0 0

Aceeasi integrala se poate calcula si folosind modalitatea de iterare din (10.95), deci
inversand ordinea de integrare :
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3 1 3
£f(3x2—y)dxdy = fdx([(?sxz—y) dy = lf[(szy—yz/Z)B:;]dx =

(1095 3

3
=f(3x2—1/2)dx=[x3—x/2]?=27—%—1+%=25_
1

S-a regasit deci valoarea din (10.99) ceea ce este firesc intrucat schimbarea ordinii de
integrare nu afecteaza valoarea integralei.

Ex.10.3-2| [[In(x+y)dxdy, D =[0,1]1x[1,2]. (10.100)
D

Se poate aplica oricare din cele doud ordini de integrare (sau modalitati de
iterare), functia fiind simetrica in cele doua variabile. Oricare ar fi alegerea, se va aplica
metoda IPP (integrarea prin parti).

2 1
[[ G +yydxdy = [dy [ n(x +y) dx; (10.101)
D (10.94) 3 o

1
fln(x +y)dx = [xIn(x +y)]:(1)—f X dx =
0

1
“in(y o) - [FEdr s (y o) - el ryin(y e 1) - yiny -
0

=(y+DIn(y+1)-yhny -1; (10.102)

(10.101) & (10.102) =

2
> [[in@ +y)drdy = [[(y + DIn(y +1) - ylny - 1]dy =
D 1

[ D G ) - S D -y e 2y -2y) -
=%[9ln3 —%—41n2 +2-4In2 +2 —%—2]=%ln3 ~41n2 —%.
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Not&. In raspunsul la acest exercitiu, preluat din culegerea [S. Chiritd, 1989 - p. 2441,
autorul foloseste cealalta ordine de integrare (intai dupa y siapoi dupa x). Evident,
rezultatul este acelasi.

Ex.10.3- 3| Integrala dubli ce urmeaza se incadreazi in formulele (10.96-97).

[[Teos(x +y) +cos(x - y)1dxdy, D =[0,m/2]x[n/4,7/2].  (10.103)
D

Evident, asa cum arata functia de sub integrala din (10.103) ea nu este separata,
dar este separabild conform unei cunoscute formule din TRIGONOMETRIE :

cos(x +y)+cos(x —y) =2cosxcosy =

T/2 /2

= ff[cos(x +y)+cos(x - y)ldxdy =2 0fcosxdx-fcosydy=
D

n/4

= [sinx]p +[siny] T2 = 1-(1 - 1/y/2) =

V2 -1
5

D.2 | Integrale duble pe trapeze curbilinii.

Notiunea de trapez curbiliniu trebuie inteleasa intr-un sens foarte larg.
Practic, orice alt domeniu plan marginit, cu frontiera formata din ardce de curbe netede,
poate fi considerat un trapez curbiliniu sau poate fi descompus ca o reuniune de trapeze
curbilinii.

In sens strict, un trapez curbiliniu este o regiune a planului § , sau R?
marginita de axa (Ox), de doua drepte verticale (x=a) & (x=b) cu a<b side
graficul unei functii y = @(x). Se poate considera ca “bazele” trapezului sunt cele doua
segmente de pe dreptele (x =a) & (x = b) iar “laturile neparalele” sunt segmentul

[a,b] sau 4B depeaxa (Ox) sigraficul functiei (T o) In aceasta descriere a unui
trapez curbiliniu se pot distinge doud sau mai multe situatii, in funcce de pozitia
graficuluilui y = @(x) fatd deaxa (Ox):
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(i) o([a,b]) =20 = (I“p)c(sz),
] i) o(la,b]) <0 = (D)< (x<0),
(iii) (3 ce (a,b)) e(c-0)@(c+0)<0 =
= [(T)N(x>0)#0#(T)N(x<0).

(10.104)

Cazul (10.104) - (i) revine la situarea graficului functiei y = @(x) in semiplanului
superior al reperului (O; x, y) ; in cazul (10.104) - (ii) acest grafic este situat in
semiplanul inferior, iar in cazul cazul (10.104) - (iii) exista cel putin un punct in
interiorul intervalului [a,b] 1n a cdrui vecinatate (suficient de mica sau chiar

arbitrard) functia y = ¢(x) isi schimba semnul, deci graficul ei traverseaza axa (O x)
sau — altfel spus — trece dintr-un semiplan in celalalt.

In fiecare dintre aceste cazuri se poate scrie domeniul de integrare ca o multime
de puncte, cu observatia cd in al treeilea caz trebuie avute in vedere toate punctele
interioare in care y = @(x) isi schimba semnul. Vom caracteriza formal domeniul doar
in cazul (10.104) - (i) :

D={M(x,y): x€[a,b] & (Vx€[a,b]) 0<y<@p(x)}.C (10.105)

Un caz mai general de trapez curbiliniu este decat cel descris anterior este acela
in care ambele “laturi neparalele” ale acestuia sunt arce din graficele a doud functii,
¥y =¢@(x) si y =¢@,(x). Dar si acest caz comporta trei subcazuri, similare cu cele din
(10.104). Descriem doar situatia in care

(Vxel[a,b]) @(x)<@,(x); (10.106)

Cu alte cuvinte, graficul functiei y = ¢,(x) este situat sub cel al lui y = ¢,(x). Expresia
analitic[ (10.105) devine

D={M(x,y): xel[a,b] & (Vxe[a,b]) ¢,(x) <y <@,(x)}. (10.107)

Dar este posibil (uneori si mai convenabil pentru calculul integralei ca un
domeniu de forma unui trapez curbiliniu sd aiba cele doua baze paralele nu cu axa
(Oy) cicuaxa (Ox); in astfel de cazuri caracterizarile analitice din (10.105) si

(10.106) devin

D={P(x,y): yelc,d] & (Vye[c,d]) 0<x<¥(y)}, (10.108)
D={P(x,y): yelc,d]l & (Vyelc,d]) ¥;(y) <x<U,(»)}. (10.109)
Conceptul de (domeniu cu frontiera) trapez curbiliniu, in acceptiunea cea mai larga
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poate acoperi situatii care par sa nu aiba nimic in comun cu perceptia comuna asupra
unui trapez. De exemplu, un disc circular inchis (centrat in origine) poate fi descris atat
sub forma (10.107) cat si ca o multime de forma (10.109) :

D_(O,r) = {(x,y)eR?: x2+yt<r?} =
def

[ 5

={M(x,y): x€[-a,a] & (Vx€[-a,a]l): -{yri-x2<y<yr?-x2?}-=
={P(x,y): ye[-a,al & (Vye[-a,al): —Vri-y2 <x<yr2-y2?}.

De asemenea, domeniu de forma eliptica, cu frontiere de forma hiperbolica sau de orice
alta forma pot fi caracterizate analitic ca in (10.107-109). Aceeasi remarca prive ste si
domeniile de forma triunghiulara / poligonala, dar in asemenea cazuri este posibil sa fie
necesara descompunerea domeniului ca reuniune de subdomenii mai simple, de forma
efectiv trapezoidala. Aceste afirmatii vor fi ilustrate prin unele din exemplele ce
urmeaza.

Daca la integralele pe dreptunghiuri ordinea de integrare putea fi (in principiu)
oricare din cele doua posibile, conform cu egalitatile (10.94) & (10.95), la integralele pe
trapeze curbilinii este posibil ca una din cele doua ordini de integrare sa fie pereferabila
celeilalte. De exemplu, daca domeniul este decsris ca in (10.107), este natural ca prima
integrare sa se efectueze dupa y, rezultand o functie in x care este variatia primitivei
in y intre limitele functionale din (10.107) ; functiain x obtinuta se integreaza apoi pe
intervalul [a,b] ajungandu-se astfel la valoarea integralei. Aceastd discutie mai
curand descriptiva se poate concretiza formal prin

D={...}: (10.107) =

b ‘pz(x) b (pz(x)
= fff(x,y)dxdy = f[ (f)f(x,y)dy dx n:t fdx (f)f(x,y)dy. (10.110)
D a ¢, a 0,(x

Integrala interioara (dupa x ) din (10.110) este efectiv o integrala parametrica, cu
variabila x in rol de parametru ca celdlalt (adicd primul) argument al functiei f dar si

ca argument al celor doua functii limite de integrare. Se poate scrie o formula similara
cu (10.110) pentru cazul in care domeniul este caracterizat analitic prin (10.109), dar in
acest caz ordinea de integrare va fi inversa : intai dupa x siapoidupa y.

Sa mai mentionam cd, in unele aplicatii (exercitii) intervalul cu limite constante

363



percurs de una dintre variabile, deci [a,b] pentru un domeniu ca cel din (10.107),
respectiv [¢,d] pentru unul de forma (10.109) nu este dat prin enunt ci trebuie
determinat(e) intersectand cele doua curbe-frontiera : daca

(Y]) Ly = (P1(x) & (Yz): Yy = (Pz(x) atunci {a,b} = (Y1)n(Y2)- (10.111)

Se procedeaza analog in cazul unui domeniu de forma (10.109) pentru c¢,d.

Ex.10.3-4 ffxy dxdy, (10.112)
D

D situat intre curbele (y,): y =x2, (y,): y =2x+3. (10.113)

Intersectia din 910.111) revine la rezolvarea sistemului format cu ecuatiile din (10.113):

2 2
ly=x2 x2-2x-3 =0, A(-1,1),
(Yl)n(Yz)-{y=2x+3 =>{ = 2x+3 :{3(3,9). (10.114)

Cele doud puncte din 910.114) sunt exact elementele din care consta intersectia
curbelor-frontiera. In (10.111) am scris doar abscisele punctelor de intersectie spre a nu-
iincarca expresia. Corect (sau mai exact) ar fi fost sa scriem

(Y1) N (y,) = {4(a,9,(a) =9,(a)), B(b,9,(b) = 9,(b))}. (10.115)

Asadar, integrala dubla din enunt va fi, conform cu (10.110) & (10.113-114),

2x+3 2x+3

ffxy)dxdy- f[ f xydy|d f [ fydy]dx=

3 3
_1 2_ .4 _ 1 3 2 )5 _
= 2_[x[(2x+3) x*]dx = 2_{[4x +12x“+9x - x ]dx—

114 3.9 2.1 613 _1 ﬂ_@_ 9.1
—2[x +4x’+ x 6x]_1—2[81+10 T 14 2+6]

64
=96 - 3 (10.115)

Comentariu. Domeniul de integrare este limitat inferior de arcul de parabola si limitat
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superior de segmentul de dreapta oblicd, avand extremitati comune in punctele din
(10.114). Integrala poate fi calculata si folosind formula (10.109) dar — in acest caz —
curba din stanga va fi formata din doua arce de curbd, primul fiind arcul de parabola de
la 0(0,0) la A(-1,1) iar al doilea = segmentul de dreapta de la punctul 4(-1,1) la
B(3,9). Curba din dreapta este arcul de parabolda dela O (0,0) la B(3,9). Deci
integrala se va descompune ca suma de doua integrale, integrala “exterioara”
calculandu-se pe intervalele [0,1]U[1,9]. Cititorul este invitat sa calculeze aceasta
integrala si cu formula (10.109), urmand sa regaseasca valoarea din (10.115). Se
recomanda si desenarea lui D.

Ex.10.3-5| In acest exemplu intervine un caz in care este efectiv necesar
schimbarea ordinii de integrare intrucat integrala “interioara” are ca functie-
integrand o functie ce nu admite primitiva exprimabila prin functii elementare.

1 arcsm\/_
fdy ms{ly Smx . (10.116)

Functia x/sinx nu admite primitiva exprimabila prin functii elementare. Domeniul de
integrare se poate preciza dupa limitele celor doua integrale din (10.116).

D={M(x,y): ye[0,1] & (Vye[0,1]) arcsiny < x < arcsin«/?} =
= {M(x,y): x€[0,1] & (Vxe[0,n/2]) sin?x <y <sinx}. (10.117)

Prin urmare, integrala din (10.116) se poate rescrie sub forma

1 arcsm\/_ n/2
X sinx
fdy [ dx = [ —— [yl dx=
sin x sin x Sin“x
arcsin y 0
/2 n/2

= [(x-xsinx)dx = [ x(1 - sinx)dx =
0 0
n/2 T

—sinx]o =?—1.

= [x(x + COSX) - %xz

D.3 | Calculul unor integrale duble prin trecerea in coordonate polare
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Atunci cand domeniul de integrare este un disc circular sau o portiune din acesta si
anume un sector de disc circular, sau o coroand circulard, sau un sector de coroand
circulard, trecerea de la coordonatele cartesiene (x, y) la coordonatele polare

(p, ©) poate simplifica semnificativ calculul integralei duble. De regula, aceasta
schimbare de variabile transforma domeniul de una din formele anterior mentionate
intr-un dreptunghi, fiecare din cele doua integrale (dupa p/dupa 60 avand limite

constante.

Prezentam formulele de trecere in coordonate polare si pentru cazul (i) cand
originea acestora este originea sistemului cartesian (O ; x, y) dar si pentru cazul
(ii) cand domeniul implica un cerc / un disc (sau mai multe) avand centrul intr-un alt
punct, C(a,b).

x=pcosO, pe(0,r],
i ) cu (10.118)
() {y=psm6 {06[0,21‘5).
In formulele (10.118) r este raza discului circular iar intervalul pentru parametrul
unghiular 0, in radiani, corespunde unui cerc sau disc complet. Daca este necesara
limitarea la un sector de disc atunci se va reduce intervalul la un subinterval adequat.

g x-a=pcosH, pe(0,r],
cu 10.11
(#) {y—b=psine {06[0,21‘5). ( 9)
Cand se aplica, intr-o integrala dubld, o transformare de forma
x=x(u,v),
{ ( ) (10.120)
y=y(u,0)
sub integrala in noile variabile («, v) va aparea ca factor jacobianul acestei
transformari,
ax ox
D (x, ou 0
M = Y ¢ (10.121)

D(u,0) |3y dy|
ou o0v

In cazul trecerii in coordonate polare, jacobianul este
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dx ox
D(x,y) |op 96
9y

cos 0 —psine‘

D(p,9) ) 9y " |sin® p cos 0 - P (10.122)
op 06
2
Ex.10.3-6 ffx_zdxdy’ D:1sx*+y?<2x. (10.123)
y
D

Dubla inegalitate ce caracterizeaza domeniul de integrare reprezinta regiunea
com-plementara discului de raza r =1 centrat in origine fata de discul de aceeasi raza
centrat in punctul C(1,0). Intr-adevir, si notim

D,=D(C,1) ={(x,y): x2+y?<2x &= (x-1)2+y2<1}, (10.124)
chD(O,l)={(x,y):x2+y2<1}. (10.125)
(10.123-125) = D =D \D,. (10.126)

Avand in vedere aditivitatea integralei duble in raport cu domeniul de integrare, rezulta
din (10.123-126) ca putem scrie integrala din enunt ca o diferenta,

”y_zdxdy :”y_zdxdy ‘ffy_zdxdy =J;-J,. (10.127)
X X X not

D D, D,

Trecand in coordonate polare cu formulele (10.119-122) in prima integrala se ajunge la

ffyz ?nfl p*sin?0
J, = dxdy = 2pdpdﬂ=
b, ¥ 5o (pcos® +1)

2n 1 p3sm20

- ff —— dpd® =
o o Pcos 0 +2pcosO +1
1 27

sin® 0

I
—
©
[eM]
u
©

) ao. (10.128)
5 p°cos“@ +2pcosO +1

Integrala in raport cu 0 din expresia (10.128) poate fi calculata dupa obtinerea
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primitivei, cu metode specifice integralelor trigonometrice. Dar aceasta ar implica un
efort care poate fi evitat, asa cum justificim mai jos. Dar am condus transformarile pana
la expresia (10.128) spre a ilustra modul cum se poate aplica trecerea in coordonate
polare (cu centrul in alt punct decat originea).

O alta modalitate de a calcula integrala consta in transformarea domeniului
D intr-un domeniu care sa nu fie neaparat dreptunghiular. Acest domeniu D' poate fi
caracterizat prin

> 1
D': { EZZZ:OSG, 0e[-n/3,m/3]. (10.129)

Caracterizarea din (10.129) rezulta din trecerea in coordonate polare (10.118), cu
originea acestorain O (0,0). Prima inegalitate din (10.129) caracterizeazd exteriorul
domeniului D, din (10.125). A doua inegalitate caracterizeazd domeniul D, intrucat
distanta de la originea O (0,0) launpunct M de pecercul (I';) = C((1,0); 1) este
cateta care pleaca din origine a unui triunghi dreptunghic cu unghiul drept in acest
punct curent M sidiametrul =2, unghiulin O(0, 0) dintre axa absciselor si raza
vectoare (sau vectorul de pozitie r,,) fiind tocmai unghiul 0 din (10.125) & (10.129).
Limitele de variatie din (10.129) pentru acest unghi rezulta dupa gasirea punctelor de
intersectie ale celor doua cercuri :

2 _

(TN (T,): { *y’ ? = (T,)N(T,) = {4(1/2,V3/2), 4'(1/2, -3 /2)}.
+y

Asadar, domeniul D' din planul coordonatelor polare (p, 0) este caracterizat de
dubla inegalitate pentru parametrul p = distanta de la origine la punctul curent M :

D'={M(p,0):1<p<2cosO, 0e[-n/3,n/3].} (10.130)
(10.118) & (10.130) =

n/3 2cos 6 2

= ffy dxdy= [ a0 [ 22— 0 p -

n/3 ] p2cos?0
n/3 n/3
= ftg 0(2cos0 -1)2d0 = ftg 0 (4c0s20 -1)d0 = (10.131)
—n/3 —n/3
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n/3 n/3
- f(ZSin26 —%tgze)de =2 f (2sin26 —%tgze do. (10.132)
-n/3 0

Egalitatea din (10.131) a rezultat prin neglijarea termenului central din desvoltarea
patratului diferentei intrucat acesta era imparin 0 iar intervalul de integrare simetric ;
ultima expresie s-a obtinut cu proprietatea de integrare pe interval simetric a unei
functii pare. In continuare, integrala din (10.132) se poate rescrie sub forma

n/3 n/3
. 1
Of (4sin26 - tg20) d0 = Of (1- cosze)(4 - coszﬂ] a0 =

n/3

+1]de=f(5—2(cosze+1)— L ]de=

2
o cos“0

= f (4—4c0526—

= [30 - sin26 —tge]

cos“0

- 3 5
O/szn_g_ 3:,1_%. (10.133)

Observatji. Valoarea din (10.133) este aceea si cea la care s-a ajuns in culegerea [S.
Chiritd, 1989 - p. 250] de unde a fost preluata aceasta aplicatie, dar fara a se detalia
transformarile din (10.132-133).

Integrala poate fi calculata si folosind formula (10.109) pentru domeniu si (10.137)
de mai jos pentru integrald dar — in acest caz — curba din stanga va fi un sector din
cercul unitar centrat in origine, dintre punctele

A'(1/2,-/3/2) & A(1/2,V3/2) (10.134)

determinate anterior prin intersectarea celor doua cercuri. Asadar, cele doua curbe-
frontiera si functii care intervin in formula (10.109) sunt

(TD:x=V1-y% =y, (),
(Fz):xz\'l_yz +1 =¢2(J’),

Cititorul este invitat sa calculeze aceasta integrala si cu formula (10.109), urmand sa
regaseasca valoarea din (10.115). Se recomanda si desenarea domeniului D.

yel[-v3/2,/3/2].
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Ex.10.3- 7| Integrale duble pe domenii triunghiulare :

=0,
(i) [[cos(x+y)ydxdy, D: { * (10.135)
5 y=x & y=m.

Gy [[(x*-y*)V2dxdy, D=[0AB] cu A(1,-1) & B(1,1).  (10.136)
D

(i) Domeniul din (10.135) poate fi descris analitic prin
D={(x,y)eR*:xec[0,n] & x<y<n}={(x,y)cR*:yc[0,n] & 0 < x < y}.

Se poate aplica fie formula (10.110) fie alternativa sa, pentru un domeniu caracterizat ca

in (10.109) :

d_ W) d "0
[[f@asay = [| [ seenydx|dy = [ay [ jeyyds.| Goa37)
D ¢ U (y) e wo

T

ffcos(x+y)dxdy = fndx fcos(x+y)dy
D

0 x

s = f[sin(x +m) -sin2x]dy =...

(ii) Domeniul din (10.135) poate fi descris analitic prin

-2.

D={(x,y)eR*:x€[0,1] & -x<y<x}=
={(x,y)eR*:ye[-1,0] & -y<x<1}U{(x,y) e R*:yec[0,1] & y < x<1}.

Se poate aplica formula (10.110) intrucat prima caracterizare a domeniului este mai
simpla decat a doua (care este o reuniune de doua triunghiuri dreptunghice) :

ff(xz— y)H) 2 dxdy = fdx fx\/xz— y2dy =
D 0 -x
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10.3 A | Integrale duble - Exercitii
10.3 A -1 | Se cere calculul integralelor ce urmeaza pe domeniile indicate.
) { x=0,x=y,
3A-1.1 I, = dxdy, D limitat de 3
: {)f FENY g y=1,y=4y2.
x+y=0,

3A-1.2| 1,= [[arcsinyx < ydxdy, D limitatde | . _y.

D
3A-1.3 13:j]k1—x)(l—xy)dxdy,

D

<x <1
D:{ O<x=b b 10.171%0.2].
0<y<?2
2 25-3/2 D: O<x<l,

3A-1.4 ]4=jy&y(1+x +y°) ' dxdy, lo<y<t.

D

x?+y?<2y,
_ D:

3A-1.5| 1,-[[(1-y)dxdy, {ysxz,xzo

D

y2x?,

3A-1.6 16:/]kxyfndxdy, D:yy<x?,

D x> 0.
10.3 A -2 | Si se transforme integralele de mai jos prin inversarea ordinii de

integrare.

3 X

3A-2.1 I, = fdx f f(x,y)dy.

-1 (x2+2x-3)/4
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Vx 1
3A-2.2| I,- [dy[f(x.y)dx.
0

2
X

Raspunsuri si recomandari de rezolvare

3A-1.1 Se poate integra intdi dupa x si apoi dupa y. Domeniul este un trapez
dreptunghic, cu bazele paralele cu axa (O x). Integrala interioara este

y

Y - e = 1Y _ 2 2 -

Il(y)—of =, 2dx—...—2 x . 2|0 fx +y*dx|=
y x“+y 0

- %yz[ﬁ— In(1+y2)] = I, =... = %[ﬁ- In(1 +4/2)].

A se detalia calculele.

3A-1.2 Desi cele doud drepte (bisectoarea a doua si o paralela la aceasta, situata
deasupra sa) nu sunt marginite, domeniul este marginit datorita conditiei

implicate de argumentul functiei arcsinus :

O<x+y<l=yel[-1,1] & xe[-y,1-y]. (10.138)

Frontiera domeniului este deci un paralelogram.

1-y 1
J,(y) = f arcsiny/x + y dx = farcsinﬁduzg = IZ:%’
-y 0

A se detalia calculele.

3A-1.3 | Domeniul de integrare este dreptunghiular. Avand in vedere factorul
care depinde numai de x, este preferabil ca prima integrare sa se faca

dupd y.

2
2 2
I3 (x) = f(l—xy)dy=(y—xy2/2)|0=2(1—x) = = =3
0

A se detalia calculele.



3A-1.4 Domeniul este patratic iar functia-integrand este simetrica in cele doua
variabile, deci alegerea unei ordini de integrare sau a celeilalte este egala.

1

1
L) =[x 22+ y2) 202 = - [a[(1+ 22+ y2) /2
0

0

1 x=0 1 1
- - - (10.139)
[\/1+x2+y2]x=1 J1+y? Y2442
(10.139) = I, = [[xy(1+x%+y?)* dxdy = Y dy -
-/ f evrc T

:[\/1+y2—\/2+y} ﬁ—f—1+\/§ 2\/7_\/5_1°

3A-1.5| Domeniul de integrare este marginit inferior de un arc al cercului

C((0,1); 1) si mérginit superior de un arc al parabolei, ambele situate in
semiplanul (x > 0). Cele doua curbe au ca punct comun originea dar si un al

doilea punct care se obtine din intersectia

ryi=2y 0(0,0) & A(1,1)
= , ’ .
y=x2,x20 (10.140)

(T,) N(T,)

Integrand mai int4i dupd y se obtine Jx) = %(x2 -xH) > o> I =—.

A se detalia calculele.



