9. Integrale din functii definite in R

9.1. Primitive, integrala nedefinitd

Succinte preliminarii teoretice (+ exemple)

Definitia9.1.1.Fie f: D —> R ofunctiereald continua peuninterval 7 ¢ R. O functie
F:I—R, (9.1)

care este derivabila pe intervalul I, este o primitiva a functiei f pe acest interval daca

(Vxel) F'(x) = f(x). (9.2)

Asadar, o primitiva este o functie derivabild a carei derivata coincide cu functia f pe
intervalul 7. Se mai foloseste si termenul de antiderivatda in loc de (sau echivalent cu cel
de) primitiva, ca in volumul [Gh. Siretchi 1985, vol. I, p. 260]. [ poate sa reprezinte fie un
interval, fie o reuniune arbitrara de intervale nedegenerate (care nu se reduc la un punct).
Proprietatile notiunii de primitiva urmeaza a fi prezentate (si investigate), dar este evident
ca ele sunt esential legate de cele ale derivatei si ale operatiei de derivare. Una dintre
proprietatile imediate priveste non-unicitatea primitivei asociate unei functii date; mai
exact, daca o functie f admite o primitiva atunci ea admite o infinitate de primitive.

P.9.11 Daca F si ® sunt doua primitive ale aceleiasi functii f atunci ele pot sa
difere printr-o constanta reald.
Intr-adevir, din definitia (9.2) rezulti ci
(Vxel) F'(x) =®'(x) = f(x) = F'(x)-®'(x) =0 =
= (F-®)(x)=0=> F-®)(x)=ceR = ®(x) = F(x) +c. (9.3)

Prin urmare, daca se cunoaste o primitiva F a functiei f atunci orice altd primitiva se
obtine din aceasta prin addugarea unei constante reale. Putem nota, ca in monografia mai
sus citata, cu @(/) multimea tuturor functiilor antiderivabile pe intervalul 7, adica
multimea functiilor care admit primitive pe acest interval. Se poate afirma ca primitiva unei
functii este unic determinata panda la o constanta.

Definitia 9.1.2. Data fiind o functie f din &(7), multimea tuturor primitivelor sale se
numeste integrala nedefinitd alui f sise noteaza

ff sau ff(x)dx. (9-4)

Asadar, daca F este o primitiva a functiei f atunci
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ff(x)dx=F(x)+c, c e R. (9.5)

Din Def. 9.1.2 rezulta ca integrala nedefinitd este mai curand o multime de functii decat o
functie si ar trebui deci sa scriem

ff(x)a’x ={F(x)+c: F'(x)= f(x), ce R}. (9.6)

Totusi, primitiva unei functii este o functie iar integrala nedefinita poate fi considerata o
functie care depinde si de un parametru c, cain (9.5) (sau C) , iar nu o multime de functii
cain (9.6). Avand in vedere derivatele unor functii elementare, putem oferi cateva exemple
imediate.

Exemple 9.1. (i) fsinxdx = -cosx +c¢, c €R.

3
(ii) f(x2—2x+3)dx=x?—x2+3x+c, c e R.

(iii) f\/x+1dx:§\/(x+1)3+c, ceR.

(iv) f2x1+3dx:%1n(2x+3)+c, ce]R,x>—%.

0

O serie de proprietati ale primitivelor sau (mai general) ale integralei nedefinite decurg
din proprietati ale functiilor derivabile si ale derivatelor, cum sunt cele care implica operatii
cu astfel de functii.

P.9.1.2 Daca f si g sunt functii care admit primitive pe un interval | atunci f+g
st Cf (C € R) admit de asemenea primitive si

[y = [r=[e.  [cnH=c[r. (9.7)

Intr-adevir, dacd F & G sunt (respectiv) primitive ale celor doua functii atunci

F'=f&G'=g = F+G'=ftg = (F£G)'=f+g =
= [(fxe)=F+G = [(fxg)=[r=]g. (9.8)
In prima egalitate din (9.8) am omis constantele de integrare precum c din (9.5), dar
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acesta nu este un aspect esential. Daca

ff=F+c&fg=G+d atunci

[F£[e=(F+e)£(G+d)=F£G+(cxd) = [(f£g),

intrucat ¢ + d = k este o constanta ce poate lua orice valoarereala atuncicand ¢ & 4 iau

valori arbitrare in R. A doua formula din (9.7) este imediata.

O proprietate importanta a notiunii de primitivda / integrald nedefinitd este

urmatoarea:

Dacd f este derivata unei functii F (care poate fi indentificatd) atunci are loc

egalitatea (9.5), pe care o mai scriem o data :

ff:F+c sau ff(x)dx =F(x)+c, c€R.

(9.9)

Cele patru primitive (integrale nedefinite) din Exemplul 9.1 au fost deduse tocmai pe baza
acestei proprietati evidente. Tot pe aceasta proprietate se bazeaza asa-numitul

TABEL AL PRIMITIVELOR IMEDIATE (UZUALE)

1° fdx=x+C;

30 [9E _ x|+ C, x#0;
o xq. _ a’
5 fadx—lna+c,o<a
dx
70
.[xZ_aZ

N b

#1;

1

1
a
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—In
2a

— arcC

2° fx“dx

40

dx
x+a

xa+1

o+1

+C,a#-1;

=Inlx+a|+C, x# -a;

6° fe"dx=ex+C;

X -

X +ta

+C, a#0;

tg£+C, az#0;
a



g° fL=1n(x+\/x2+a2>+C;

x2+a?

10° fﬁ =1n(x+\/x2—a2>+ C;

11° fsinxdx =-cosx +C;C 12° fcosxdx =sinx + C;
dx dx
o =tgx +C; o = -ctgx+C;
13 f cos?x 14 f sin%x
dx X dx X T
° — = = : © =In|tg| = +=||+C;
P sinx o tg2 rC 16 fcosx g(2 4)
17° ftgxdx= -In|cosx|+ C; 18° fctgxdx=1n|sinx|+C;
19° flnxdx =x(Inx-1)+C;
dx . X
20° | ———= = arcsin— + C.
0 f a2 - x2 a
Functiile hiperbolice se definesc prin
chx = & ; shx = % ; (9.10)
thy =ShX e "e” . cthy =Sh* _e"*re ™ (9.11)
chx e*+e™* shx eg*-¢°*

Functiile din (9.10) sunt cosinusul hiperbolic si sinusul hiperbolic, iar cele din (9.11) sunt
tangenta hiperbolica si cotangenta hiperbolica. Aceste functii intervin in alte patru formule

cu primitive uzuale.

21° fshxdx =chx + C; 22° fchxdx =shx + C;
dx dx

o =thx+C,; o = —cthx + C.
23 fchzx 23 fshzx
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Metode pentru determinarea primitivelor

Determinarea primitivelor unor functii reale pot sa implice atat formule simple precum cele
din (9.7), primitive imediate (sau uzuale) ca cele din tabelul de mai sus, dar si unele metode
de integrare specifice : metoda integrarii prin parti, respectiv integrarea prin substitutii.

Metoda integrarii prin parti este o consecintd imediatad a formulei pentru derivarea
produsului a doua functii :

[f()g®)]' = f(x)g'(x)+ f'(x)g(x). (9.13)

Daca se aplica operatorul de luarea a primitivei la cei doi membri ai egalitatii (9.13),
inmultiti cu dx, se obtine

f®)g@) = [fx)g (x)dx + [f'(x)g(x)dx =

S | [fme xydx = f()g(x) - [£'(x)g(x)dx. (9.14)

In cazul functia de sub integrali (a cirei primitivi este ciutati) este de forma

f(x)=u(x)v'(x) = f(x)dx = u(x)dv(x)

formula integrarii prin parti — sau IPP — (9.14) se poate rescrie sub forma
fu(x) dv(x) = u(x)v(x) - |[v(x)du(x)

sau

fudv=uv—fvdu. (9.15)

Evident, aceasta formula (sau metoda de integrare) este aplicabild in momentul in care
functia de integrat (sau integrandul) poate fi pusa sub forma produsul dintre o functie si
derivata sau diferentiala altei functii. In unele situatii, existenta unui astfel de produs nu
este absolut evidentd dar el se poate totusi considera, iar formula IPP este singura care
poate furniza o primitivd. Unul dintre cele mai simple exemple il oferd formula 19° din
TABELUL PRIMITIVELOR IMEDIATE : se poate scrie ca

f=Inx & g'=1 sau y=Ilnx & dv =dx

de unde rezulta, fie cu formula (9.14), fie cu (9.15), ca

211



Inxdx = [(Inx)-1dx =xInx - xldx=x1nx— dx =
[inxdz - / J

X
=xlnx-x+C=x(lnx-1)+C.

Urmeaza alte cateva exemple de aplicare a formulei IPP.

Exemplu 9.2. fL e Tosinx gy (9.16)
1 —

x2

Se pot aplica notatiile

_ , arcsinx . 1
u=e ’ du = e™™ — _dx,

1-x2
1 -x? v=-y1-x%.

si — pentru comoditate — putem nota cu I integrala din (9.16).

(9.17) = I[= -e®sx/] —x2 + f\/l T L paresinx gy o

1-x?

(9.17)

- _earcsinx /1 _x2 + fearcsinxdx. (9.18)

Se mai aplica inca o data formula IPP (9.15) integralei din ultimul membru al lui (9.18), cu

y = sz du = emsm;dx,
T o 1 -x2 =
dv =dx
V=X
= fe arcsinxdx — xearcsinx _[ X earcsinxdx — xearcsinx -1. (919)
J1 - x2 (9.16)
In fine,
(9.18)&(9.19) = 21 = (x ~4/1-x2 )emsmx +ec=>1-= %(x ~-4/1-x2 )emsmx + C.
(i) 1= fe"cosxdx. (9.20)
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Pentru aceasta integrala alegerea celor doua “parti” este arbitrara, intre cele doua functii:

u=e* & dv=cosxdx sau u =cosx & dv =e*dx. (9.21)

Faptul ca ambele alegeri din (9.21) sunt egal acceptabile rezulta din faptul cd exponentiala
ramane neschimbata prin derivare sau integrare,intimpce cosx = = sinx. Dacaalegem

u=e* du = e*dx ) )
? = . > o [=e*sinx - fexsmxdx. (9.22)
dv = cosx dx Vv =sinx

In integrala din (9.22) este necesari o noui aplicare a IPP :

u=e”, du =e*dx,
) = =
dv =sinx dx V = -COSX

= fexsinxdx = —e*cosx + fe"cosxdx = -e*cosx + 1. (9.23)

(9.22) & (9.23) = 21 = e*(sinx +cosx) = I = %e"(sinx +cosx) + C. (9.24)

Am addugat constanta de integrare doar la ultima expresie a primitivei din (9.24).

In cazul altor integrale care se pot rezolva cu metoda IPP, alegerea “partilor” nu este
arbitrara, ca in cazul tocmai prezentat, cu integrala din (9.20). Aceasta fie din cauza
faptului ca o anumita alegere a functiei derivate y' sau — mai exact — a diferentialei dv
fie nu permite gasirea imediata a primitivei acesteia, in vederea aplicarii formulei (9.15), fie
integrala din membrul drept al formulei (9.15) sau (9.14) devine mai complicata decat
integrala initiala. Exemplul urmator ilustreaza o asemenea situatie.

(iii) f(x2 +2x-3)e?*dx . (9.25)

Examinand cele doua functii din produsul de sub integrala (9.25), este evident ca trinomul
de gradul II se simplificd prin derivare dar se complicd prin integrare, in timp ce
exponentiala rimane sub integrala coborand doar in fatd un coeficient constant (2 sau
1/2). Asadar, alegerea logica este

u=x*+2x-3, du
=
d

2x =1
v =e“ dx V=3¢

(2x +2)dx,
2x =

I=2(x?+2x-3)e® - [L(2x+2)e?dx =
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=%(x2+2x—3)e2x—f(x+1)e“dx. (9.26)

Evident, ultimei integrale din (9.26) i se mai aplica odata metoda IPP si in final se obtine

_1 2 _ 2x _ 1 2x 1 2x _
I—E(x +2x-3)e 2(x+1)e +2fe dx

1 2x(,2 T S 1 1 J2x(..2 _7
Je x“+2x-3 -x 1+2) S € (x + X 2). (9.27)

Cititorul interesat va putea verifica primitiva din (9.27) prin derivare.

(v) [e* x2dx. (9.28)

In aceasti integrali, singura alegere posibild pentru functia nederivati, adicd f pentru
formula (9.14), respectiv # pentru formula (9.15), ar fi exponentiala intrucat EXP (x %) nu
admite o primitiva exprimabild prin functii elementare. Dar formula IPP ar conduce la o
integrala mai complicata intrucat in integrala din membrul drept al formulelor (9.14) /
(9.15) puterea variabilei x crestela 3, Se mai poate totusi incerca aplicarea formulei IPP
prin asocierea exponentialei cuun x din x?2, ajungindu-se astfel la

u=x, du=dx,
2 = 1 52 =
dv =e”* xdx v=oe€
2 4 X 2 1 2
e* x%dx =Ze* - = |e* dx. .2
f 5 2[ (9.29)

Dar in (9.29) se ajunge din nou la integrala din (sau primitiva functiei) e ** care nu se
poate exprima prin functii elementare. Aceastd integrala poate fi abordata in cadrul
ANALIZEI COMPLEXE.

Integrarea prin substitutii.

Unele integrale nedefenite (sau primitive) pot fi determinate prin metode de substitutie,
adica prin trecerea de la variabila de integrare x la o alta variabild, sau printr-o schimbare
de functie daca se poate pune in evidentie o alta functie a carei derivata sa apara sub
integrali. Existi cel putin doud modalititi de aplicare a metodei substitutiei. inainte de a
trece la o prezentare formalizatd oferim descrierea semi-formalizata a acestora.

IPS - 1| Metoda schimbarii de variabila consta in inlocuirea variabilei independente
cu o functie derivabila. Aceasta schimbare de variabila trebuie aleasa astfel incat
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functia a carei primitiva este cautata sa se simplifice prin aceasta schimbare.

Formal, se inlocuieste

x=@(t) = dx = @'()dt. (9.30)
Funtia de integrat devine
F®) = fle(®) = [fle®)e'(t)dt. (9.31)

Dupa determinarea primitivei din (9.31), sd o notam cu ®(¢), se obtine primitiva F(x)
din (9.5) prin revenirea la variabila x. Practic, aceasta presupune inversarea functiei ¢
din (9.30). Asadar,

F(x)=®[¢ '(x)]. (9.32)

Nu exista criterii generale pentru a alege o schimbare de variabild sau alta, dar se
urmareste o asemenea schimbare care s conduca la o simplificare a problemei determinarii
primitivei din (9.31).

Exemplu 9.3. fﬂ : (9.36)

X

Aceasta este ointegrald irationala in sensul caintegrandul f(x) contine unradical (dintr-o
functie de gradul II). Se vor prezenta ulterior metode specifice de integrare a functiilor
irationale, iar aceasta integrala din (9.36) se incadreazi in chiar doua clase din aceasta
categorie. Dar in multe cazuriin care functia de integrat include un radical de forma celui
din (9.36) este posibild inlocuirea variabilei x cu una dintre functiile trigonometrice
fundamentale, sinus sau cosinus. Daca alegem

x =sint = dx = costdt, (9.37)

integrala (pe care o notam din nou cu I) din (9.36) devine

I:f x2dx _ fsm 2tcostdt fsm tdi =

J1 - x2 937 cost
1-cos2t 1 1 .
= | ———————dt==|t-—sin2t]|. .38
f 5 2( 5 ) (9.38)
Avand in vedere substitutia din (9.37) care implica
t = arcsinx = dt = 1 dx,
1 -x2

primitiva in ¢ din (9.38) devine
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. l . . . 1 . . .
I-= arcsinx — 5 sin 2 arcsinx | = arcsinx — 0 sin (arcsinx)cos(arcsinx) | =

1
2
:%(arcsinx—%x\/l—xz). (9.39)

Ca si la precedentul exemplu, cititorul este invitat sa verifice primitiva din (9.39) prin
derivare.

IPS- 2| Integrarea prin schimbarea de functie.

Aceasta metoda consta in rescrierea functiei-integrand ca o functie ® de o alta functie in
variabila x, fieaceasta u(x), totulinmultitcuderivata #'(x). Formal, dacd exista functiile

Q(u) & u(x): f(x) = Plu(x)]u'(x) (9.40)
atunci
f f(x)dx = fcp[u(x)]u'(x)dx = fcp[u(x)] du(x) = fCD(u)du. (9.41)

Daca se poate determina primitiva din ultimul membru al egalitatii multiple (9.41) si
aceasta este W(u), atunci primitiva ciutata este

[f()dx = Flu()] + C. (9.42)

Nu este necesara o demonstratie speciala a acestei metode, care conduce la formula (9.42),
ci doar aplicarea regulii de derivare a functiilor compuse :

;’_ Plu(x)] = ® [u(x)] u'(x) = f(x).
x
Exemple 9.4.

2
(7) f% dx. (9.43)

Evident, in integrala din (9.43) vom observa ca notatia #(x) = Inx conduce la

2
fde =fu2du = lu3 = l]113x.
b 3 3
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(i) fl +tt2 dt. (9.44)

f L ogp=1( 2t g1 fd(l”z) fﬂ:
1 +1¢2 2 1 +¢2 1 +1¢2 u

%lnu = %ma +12) + C.

Aplicatji la metodele IPP & IPS.

9.1 - A | Sd sedetermine primitivele (integralele nedefinite) de mai jos cu schimbarile de

variabila recomandate.

(1) f—'lnxdx, t=Inx; (ii) fL {=5x;
X J1-25x2

In2x dx [ x3dx 4

m —, X =€ v t=x";

(#) fln4x X (iv) f [1- %3
COS X 1 .

v ————— —dx, t =—sinx;

) fa2+2sin2x a

(vi) xdx TR ity [V g e
4 2
\/]+x X X

Sa se determine integralele ce urmeaza cu metoda IPP.

. 1,3
Viii xe'“dx; ix — In°xdx ;
(viiiy [ (i) [
X arctgxd . ; lnxd
x — ¢ X Xi
(x) f(1+x2)3/2 (i) fx”

(xii) fe‘”‘cosbxdx (a#0,b#0).

Raspunsuri - recomandari pentru rezolvare.
. 2 2
i I=[t"2dt > .. =>1=2¢3=2=(Inx)*?;
(i) 1= 5 5 (Inx)

(ii) I =5arcsin(5x).
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(iii) Utilizand o proprietate a functiei logaritm si substitutia recomandata, integrala

devine

In2x dx _[In2 +t

In4x x In4 +

dt

(1n2)f .=t = (In2)In(In4 + 7).

Cu substitutia inversa ¢ = 1n|x| in (9.45) se obtine
I=In|x| - (In2)In(In4|x|).
Cititorul este invitat sa verifice calculele si primitiva din (9.46) prin derivare.

(iv) Cusubstitutia ¢ = x*, integrala din enunt devine

=lf dt =larcsint+C.
4 2 4

Scrierea expresiei analitice finale a primitivei si verificarea ei revin cititorului.

(v) Substitutia recomandata transforma integrala din enunt in

- f cosx 4. =f adt _ arctg /21

a? + 2sin’x a2(1+2t2) a\/—

Scrierea expresiei analitice finale a primitivei si verificarea ei revin cititorului.

(vi) t2=1+i=>x4= =>4x3dx=ﬂ
x* t2-1 (12 -1)2
= xdx=l¢;
2 (t2_1)3/2
dx 1 tdt
I f d = f =

\/1+x4 (94748)2 J1+ 1 (12—1)3/2
(¢ -1)?

1 (¢2-1)tdt 1 tdt ~
A1 4]

@ D7 -12 2@ (-

_ 1 dyf*-1
271+ (2 -1)?

(9.45)

(9.46)

(9.47)

(9.48)

(9.49)

Integrala din (9.49) necesita o nouad substitutie, de exemplu v/ t? -1 = u, careotransformi

in
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1=lf—d” .
2 Jy1+ut

Integrala din (9.50) este o integrala irationala de tip integrala binomd, dar care se
incadreaza si in alte tipuri de asemenea integrale. Integralele irationale de diverse tipuri,
cu metodele specifice de rezolvare, vor fi prezentate ulterior.

(9.50)

Pentru integrala din enunt este posibila si aplicarea unei substitutii mult mai simple
(decat cea indicata de autor in [Gh. Procopiuc 2001, p. 392]) si anume

xl=v = xdx=%dv; (9.51)

(9.51) = I =% (9.52)

f dv
y1+v2
Integrala din (9.52) este irationald dar se incadreaza in cazul in care se poate aplica o

substitutie trigonometrica si anume

v=tg(p=>;=coscp&dv= d¢ ; (9.53)

1+v?2 cos?¢

Intg| 2 +Z 1.
{33

Ultima expresie din (9.54) s-a obtinut cu formula 16° din TABELUL PRIMITIVELOR IMEDIATE.

1 d 1
(9.51) &(9.53) = I== ¢ _
27 cosqp 2

(9.54)

(9.53) = ¢ = arctgy = arctgx?. (9.55)
(9.51)

Din (9.54) & (9.55) se obtine integrala din enunt sub forma
I-= %ln(x2+ J1+x%) +C. (9.56)

Vom relua aceastd integrala si ca integrald irationala (asa cum am mentionat mai sus).
Cititorul este invitat sa verifice, prin derivare, expresia analitica din (9.56).

(vii) Cu substitutia recomandata in enunt,

dt x2+1 cos’tdt
x=tgt = dx=—"—— & dx = [ —22%2° - (9.57)
cos?t f x? fsin2tcos3t
=f .costdt =f . dsmt. . (9.58)
sin? ¢ cos?t sin?f (1 - sin?t)
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In aceasti integrali (9.58) se poate aplica substitutia fireasca

. du 1 1
u=snt = JI=| —7=" = — + du = (959)
(9:58) fuz(l -~ u?) f(u2 1 —u2)
:f i+ 1 + 1 du=—l+1n 1+u. (960)
w2 20 -u) 201 +u) u 1-u

In (9.58) se aplici inversele substitutiilor din (9.57) & (9.59) si se ajunge la primitiva

2

I=In(/x2+1+x)- ¥ *1 . ¢ (9.61)
X

A se detalia calculele si se verifica primitiva din (9.61) prin derivare.

(viii) u=x,dv=. = 1= ax(x—%)+C.

(ix) Se poate nota integrala cu I, (dupa puterea logaritmului) si se poate alege

u =1nx, dv = d—); = I,= Ly +31,. (9.62)

X X

Sunt necesare o a doua si o a treia integrare prin parti. Se obtin relatii de recurenta similare
cu cea din (9.62) :

I, = _1 In2x + 21, I, = —l(lnx +1). (9.63)
X X

(9.62) &(0.63) = I, = - - (In’x + 31n’x + 61lnx + 6). (9.64)
X

Cititorul este invitat sa reconstituie in detaliu cele 3 integrari prin parti si sa verifice prin
derivare primitiva din (9.64).

(x) Avand in vedere structura functiei-integrand, putem alege

X

u=——, 1
(1+x2)1/2 duz—’
arctg x = (1+ x2)3/2 (9.65)
dv = € > Vv = earctgx‘
1+x

Aplicand formula IPP cu (9.65) se ajunge la rezultatul
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_ arctg x
j-x-1 e™ (9.66)
2 1 +x?

Cititorul este invitat sa reconstituie in detaliu integrarea prin parti si sa verifice prin
derivare primitiva din (9.66).

(xi) Se poate nota integrala cu I (dupa puterea de la numitor) iar alegerea naturald
(sau cea mai fireasca) este

u=lnx,dv=ﬂ = .=>1=- In x - 1 1
x" (n-Dx"! (n-1)% x"!
B ‘;(ln“ ) (9.67)
(n-1)x"1 n-1

Ca si in cazul integralelor precedente, cititorul este invitat sa reconstituie in detaliu
integrarea prin parti si sa verifice prin derivare primitiva din (9.66).

(xii) Pentru aceasta integrala alegerea celor doua parti poate fi oricare din cele doua
posibile. Daci se alege

Y= %% du =ae®*,
ccoshr - 68
{dv=cosbx v=%smbx. (9.68)
_1 ax o a ax .
(9.67) = l—ze smbx—zfe sinbxdx. (9.69)

Este necesard o a doua integrare prin parti cu aceeasi functie # (ca in (9.68)) si dv
corespunzator, in integrala din membrul drept al lui (9.69). Se ajunge la o ecuatiein I care
conduce la

ax

I=—2% (bsinbx + a cos bx).
a?+b?

Integrarea prin relatii de recurenta (IRR).

Aceastd metoda se bazeaza, in principiu, pe metoda IPP. Daci o integrala depinde de un
indice natural », deci o putem nota cu /,, iar prin aplicarea metodei IPP se obtine in
membrul drept o expresie care contine integrala precedentd I _, sau chiar integrale de
ranguri mai mici, este posibild —in principiu — determinarea expresiei integralei I adica
a unei primitive de forma F, (x) sau F(x,n).
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Inainte de a oferi douii exemple specifice, si observim ci rezolvarea aplicatiei
(exercitiului) (ix) din setul anterior a implicat exact gasirea unor relatii de recurenta intre
I, L, 1I,.

Exemple 9.5.
(i) In=fx”exdx. (9.70)
Senoteaza u =x", dv=e*dx =
(9.70)
= In=x"e"—nfx"‘1e"dx=x”ex—n1n_1. (9.71)

Pe baza acestei relatii de recurentd (9.71) se va putea determina efectiv integrala I,
plecand de la integralele de indici mici, I, I,, I,.

I, = fexdx=ex, I, = xe*-e"=e*(x-1). (9.72)
(9.70) 9.71)
I, = xze’“—2l1 = x2e*-2e*(x-1)=e*(x2-2x +2). (9.73)
9.71) 9.72)
I, = x3e"—312 = x3e*-3e*(x2-2x+2)=e*(x*-3x%2+6x - 6).
9.71) 9.73)
(ii) I, = f sin” dx. (9.74)

Dacasefaceoalegere apartilordegenul = sin”x, dv = dx seajungelaointegralain care
apare si variabila libera x asa incat, inca de aprima aplicare a metodei IPP, integrala se
complica :

I =xsin"x - nfxsin”"1 cosxdx.

O alegere mai potrivita este
u=sin""lx, du
i =
dv =sinxdx v

(9.74-75) = I, = —fsin"‘lx dcosx = -sin” 'x cosx + (n - l)fsin"‘zxcoszxdx =

(n-1)sin" %xcos xdx,

(9.75)

—COSX.

= -sin" " lx cosx + (n - l)fsin"'zx(l - sin?x) dx =

= -sin” 'xcosx + (n-1)(I,_,-1) =
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= | nl =-sin”" 'xcosx +(n-1)I . (9.76)

Aceastd relatie de recurenta (9.76) leagd doua integrale din sirul (9.74) aflate la distanta de
2 ranguri. In consecinti vor trebui determinate primele dou# integrale I o & I, iar
urmatoarele se vor gasi separat, pentru rangurile pare si respectiv impare.

(9.74) = I, =fdx =x & I, =fsinxdx = -COSX. (9.77)
(9.76) = 21, = -sinxcosx + I, = I, = l(x —sinx cos x).
.77)
(9.76) = 31, = -sin’xcosx +21, = I, = —%(ZCOSJC + sin?x cos x).
©.77)

Integralele de ranguri superioare se pot obtine in aceeasi maniera, aplicand relatia de
recurenta (9.76) integralelor de rang par, respectiv impar.

Aplicatii la metoda integrarii prin recurenta - IRR.

9.2-A | Sasedetermine cate o relatie de recurentd pentru integralele de mai jos.

(i) ]n:fln”xdx; (i) I, = ftg"xdx;
(i) ]n=fL,x¢a¢O; () 1= [cos"dx;
(a2_x2)n

Sd se determine orelatiederecurentaintre 7, , & I
integrarea prin parti.

dx . x"dx
(v) I = ——; (vi) J = .
fx”\/x2+1 f x2-1

Raspunsuri - recomandari pentru rezolvare.

J,_, & J demaijos folosind

n?

(1) I =xIn"x -nl__,.

1

(i) I,,,=—tg"x-1,_,;I,=x+C, I =-In|cosx|+ C.
n

iy I,,=--|L _—* . 2n-ly o 1pyx+al, ¢
a?|2n (a*-x?)" 2n 2a |x-a

(iv) Se poate proceda in maniera in care a fost tratat Exemplul 9.5 - (ii). Se vor
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determina si primele integrale I, & I, .
(v) Sepoateplecadela I, _, care seintegreaza prin parti, cu alegerea posibila

1 dv = dx

n—2’ 2

u = }
x x“+1

Se ajunge la relatia de recurenta

2
7 - - 1 (x+1+n—212].
n n-1 -l n-17"

Se pot calcula si primele integrale I, I, & I,. Seprocedeaza analogsipentruintegralele
J, , & J,.

n

Integrarea unor clase de functii.

Pentru anumite clase de functii, determinarea primitivelor se poate realiza folosind anumite
metode specifice, pe 1anga cele generale mai sus prezentate precum IPP sau IRR.

1 | Integrarea funcitiilor rationale

Functiile rationale au forma generala ca raport dintre doua polinoame :
_P(x)
f(x) = m cu Pec POL (R) & Q€ POL (R). (9.78)
X

Evident, indicii (inferiori) care intervin in (9.78) indica gradele polinoamelor respective.
Pentru functiile de forma (9.78) sub posibile doua cazuri :

11 | gradP > grad Q <= m > n.
(9.78)

In acest caz se procedeazi la impartirea curest alui P 1a O sirezultd noua expresie a
functiei de integrat,

f(x) = C(x) + % cu CePOL__ (R) & Re POL_ (R). (9.79)
X

Evident, nota functiile din (9.79) nu mai trebuie explicate. Prin urmare, primitiva functiei
din (9.78) se va determina ca suma dintre primitiva (banala a) unui polinom — polinomul
cat — si cea dintr-o alta functie rationala care se incadreaza in cazul urmator.

1.2 grad P <grad Q <= m < n.
(9.78)
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In acest caz se procedeazi la descompunerea polinomului de la numitor in factori
ireductibili peste cAmpul numerelor reale. Dupa cum se ce si din ALGEBRA SUPERIOARA
studiata in liceu, acesti factori pot sa fie sau liniari (corespunzand unor radacini reale) sau
functii de gradul al doilea cu radacini complex-conjugate. Dar ambele tipuri de factori pot
sa apara in descompunerea lui Q(x) la cate o putere > | daca factorul respectivadmite

radacini multiple. Pentru a nu incarca expunerea, oferim forma cea mai generala a

1

e TR . " - i
factorizérii unui polinom cu coeficientireali Q(x) = ayx" + a,x +.+a, x+a,.

O(x) = ag(x - x)" . (x -x)? (x2+ by x+c) o (x2+ b x +c,). (9.80)

In aceasti descompunere (9.80) intervin p factori ce corespund radacinilor reale, fiecare
cumultiplicitateasa k, (1 < 4 < p) careaparelaexponentul fiecarui factor, urmatide alti
g factori ce corespund celor g perechi de radacini complex conjugate, de asemenea cu
multiplicitatile lor ¢ ; (1 <j < q). Desigur, perechile de coeficienti din acesti factori cu
radacini complexe verifica inegalitatile

b -4c;<0 (1<j<q). (9.81)

Odataidentificata descompunerea de forma (9.80), al doilea termen din expresia (9.79)
sau insasi functia f(x) = P(x)/Q(x) in cazul 1.2 , se poate scrie ca o suma de fractii
simple care se iIncadreaza in unul dintre cele 4 tipuri de mai jos :

A B

2
X =Xy (x_xh)r

cu l<rc<k, (9.82)

Cx+D Ex +F

2 ’ 2 s
+D.X +C. +D.X +C.
x“+bx+c, (x"+bx+c)

cu l<s< (. (9.83)

Fiecare factor simplu contribuie cu cate o singura fractie simplala descompunerealui f(x)
in timp ce factorii aferenti radacinilor multiple contribuie, fiecare, cu un numar de fractii
simple egal cu multiplicitatea radacinii (perechii de radacini) respective. Determinarea
coeficientilor constanti de la numaratorii fractiilor de formele (9.82) & (9.83) se realizeaza
prin aducerea fractiilor din suma la acelasi numitor dupa care se aplica metoda
coeficientilor nedeterminati, identificAinduse polinoamele de la numaratorul functiei date
cu numaratorul obtinut dupa acea aducere la acelasi numitor.

Gasirea primitivelor fractii simple este o chestiune relativ simpla, daca se foloseste
TABELUL PRIMITIVELOR IMEDIATE precum si primitivele fractiilor cu numitori de gradul II
care conduc la logaritmi si arc-tangente. Apoi primitiva lui f(x) se scrie ca suma
primitivelor tuturor fractiilor simple din descompunerea acesteia. Exemplele ce urmeaza
vor ilustra diverse cazuri care pot s apara in aplicatii.

Exemple 9.6.
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. _rx*-5x+9
(l) I— fm dx. (9’84)

(9.84) = f(x) =1+

23( 1 1 )=>
(x-2)(x -3) x-3 x-2

S T=x+3(nx-3| -I|x-2|) + C = x+31n:x z:+c
X -

dx
T = _ .8
(if) f(x+1)(x2+x - (9.85)

uuuuu

conjugate (ale unitatii) ; deci in descompunerea sa ca suma de fractii simple vor aparea
doua fractii, una de forma (9.82-1) iar cealalta de tip (9.93-1) :

_ 1 A Bx+C _ 1 x
fx) - -4 - - =
(x+Dx2+x+1) x+1  x2+x+1 x+1 xZ+x+1
dx
= I=Inx+1] - [ 22X (9.86)
| | fx2+x+1

Integrala din (9.86) se determina printr-un artificiu care creeaza la numarator derivata
numitorului de gradul IT, urmat de un alt artificiu la numitor care va conduce la o primitiva
cu arctg :

f xdx _1 2xdx f(2x+1)dx_ f _
x2+x+1 2 x2+x+1 x“+x+1 x? +x+1
1 1 1 1
=—In(x?+x+1) - _— ~In(x?+x+1)-=J. .8
2 ( ) fx +x+1not2 ( ) 2 (9 7)
x2+x+1=(x+l)2+3:J= dx ___ dx =
2 4 fx2+x+1 f(x+1/2)2+3/4
2 —— arctg 2 2x+1_ 2 arctg 2x+1. (9.88)

V3 V3 o2 V3
In fine, din (9.86-88) obtinem

dx

xZ+x+1

1 1 2 1
= I=Inx+1| - = =Injx+1|-=In(x"+x+1)+ =J =
1] -2 f ot 1] = Jine? e+ 1)+ o
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1 2 2x+1

=1n|x+1|—%1n(x2+x+1)+5—arctg = £ C =
3 3

|x + 1| 1 2x +1
+ arctg

x2+x+1 ﬁ

=In + C.

3x +5 dx
(x2+2x +2)2

Giny 1= [ (9.89)

Functia de sub integrala are un numitor cu o pereche de radacini complex-conjugate
duble. Asdar vom cauta pentru functie o descompunere de forma

3x +5 _ Ax + B . Cx+D
(x2+2x +2)2 (x2+2x+2)2 x2+2x+2°

f(x) =

Ax + B + (Cx + D) (x> +2x +2) _

8 =
(9.89) = f(x) v 2x 1 2)?

_Cx*+(Q2C+D)x*+(4+2C+2D)x + B+2D

(x2 +2x + 2)2 (9.90)

Identificandu-se numaratorul fractiei din (9.90) cu cel al functiei din (9.89) se ajunge la
sistemul algebric

c-o0, 4-=3,
2C+ D =0, B=5,

A+ 2C+2D =3, _ | C=o0, (9-91)
B+ 2D-=5 D=0

Rezultd ca functia de integrat nu mai trebuie rescrisa intrucat ea insasi este o fractie simpla.
Dar am prezentat aceste calcule din (9.90) & (9.91) spre a ilustra modul in care se cauta
descompuneri pentru asemenea functii cu numitori functii de gradul doi la o putere, in
acest caz la patrat.

Se poate rescrie printr-un artificiu numaratorul functiei de sub integrala astfel incat sa
apara derivata trinomului de gradul II, + o constanta :

3x +5 x +5/3
X = :3 =
J(x) (x2+2x +2)2 (x2+2x +2)2

2x +5/6
(x2+2x +2)2

2x + 2

3 i 16 _
2 (x2+2x +2)?

(x2+2x +2)?2
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w2 T 1
(x2+2x+2)% 12 (x2+2x+2)%

3
2 (9.92)
2

Aplicand operatorul de integrare (sau de luare a primitivei) la functia descompusa sub
forma (9.92) se va obtine tot o fractie dar cu trinomul de la numitor la puterea intaia (din

primul termen), minus o alta primitiva care va conduce de asemenea la o fractie sila o arc-
tangentda. Vom scrie

G S 2y 2h -k ©:93)
fi = f (36(22): ;)cz)er;)2 ) fiﬁii;ii;?z T x2+ 2lx +2 (994)
he f[(x R fl;u 172 zf[(xd+()1c)+21)1]2' (9.95)
In integrala din (9.95) este perfect naturali o substitutie si anume
t=x+1=>dx=dt&12=fﬁ. (9.96)

Integrala (primitiva) din (9.96) se va obtine integrand prin parti integrala care are ca
primitiva arc-tangenta :

— 1 d _ _tht
_ dt _ & u=- 1’ us=-- 12’
= 2+1—arctgt 1o+ = (t“+ 1) =
t dv =dt V=t
t t2dt (t2+1-1)dt
= arctgt = +2 = =
s t2+ 1 f(t2+1)2 t +1 f (¢%+1)?
t
= +2arctgt -2 | ——— =
2+ 1 i f(t2+1)2
dt 1
= | ———— = — | arctgt + =1,. .
f(t2+1)2 2( g t2+1) 2 (9.97)
(9.93), (9.94), (9.96) &(9.97) =
3 1 7 x+1
=>I=——— arctg(x +1) + ————— |. .08
L 24( g+ 1) (x+1)2+1) (9.98)

Cititorul va verifica descompunerea in fractii simple din (9.106) pecum si primitiva din

228



(9.98), prin derivare.

. d
) I-{ = - (9-99)
(x+1)(x“+x+1)
Pentru aceasta functie se va cauta o descompunere ca suma de 3 fractii simple :
f(x) = 1 A Bx+C Dx +E (9.100)

= + + )
(x+1)(x2+x+1)2 *¥*1  (P+x+1)> x>+x+1

Prin aducere la acelasi numitor siidentificarea coeficientilor termenilor asemenea se ajunge
la solutia

A=1,B=-1,C=0, D=-1, E=0. (9.101)
Din (9.100) & (9.101) se obtine

N

=mu+u—f

x x
x+1l (xZ+x+1)?2 xZ+x+1

dx = (9.102)

X

x
(x2+x+1)2dx _fx2+x+1dx =Injx+1[-J,-J;.  (9.103)

not

Amnotatcu J, & J; celedoud integrale care intervin in (9.103) intrucat acestea nu sunt
imediate ; intre ele se poate stabili o legatura folosind procedee similare cu cele din Ex. 9.6

- (iii).

2x +1 -1
d:
Zf(x Zrx+1)2

/> f(x +x+1)2
2x + 1 1 1
2fx Zrx+1)? _fo2+x+1)2dx_

fd(x +x+1)dx lf . 1 dx -
2 (x2+x +1)2 (x2+x+1)

1 1 1 1
_————Efmdx. (9.104)

Se poate nota ultima integrala din (9.104), fara coeficient, cu I, ; deci

1
J, = - 3 -=1I1, cul,-= f(x .- +1)zdx (9.105)

Aceastd integrald I, se determinad similar cu modul in care s-a gasit primitiva J. Notand
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. dx =dt, 1
X TS Y 24124243 =>Iz(f)=f—3dt. (9.106)
4’

In integrala

1 2 2t
dt = — arctg — (9.107)
I 203 3

u= 1 du = ~2!
t2+%’ N (t2+3)2’ N
(9.107)
dv =dt v=t
= iarctgﬁ = ! +f 212 =
2,3 2 . 35\2
el V3ot T (¢ +z)
4 Pele t dt 3
4 4 ~ 3
B t2+% * 2[ (t2+%)2 dt = t2+% +2f 2.3 212(f)° (9.108)

4

Reamintim cdin (9.108) amnotatcu I,(¢) integrala din ultimul membru al relatiei (9.106).

(9.108) = iarctgﬁ = % + 2f dt_ 212(t) =
/3 J3 e " 2+ % 2 (9.107)
= I,(¢) = arctgﬁ + % 2t T =
V3 t+2 0106
2x + 1 2x +1
= I, = arctg + > . (9.109)
3/3 V3 3(xP+x+1)

(9.105) & (9.109) =

1 1 2 2x +1 2x +1
= J,=-T— - arctg - =
2x"+x+1 3\/§ \/§ 6(x2+x+1)
=~ x 2 - 2 arct, 2x+1 (9.110)
3(x2+x+1) 3\/? g \/? ’ :
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lefxzx dx=lf2);+1_1 2fd(x +x+1)d lfxz | dx =

+x +1 2 x%+x +1 x2+x+1 2 +x +1

2ln(x +x+1)——f dx . (9.111)

x2+x+1

Ultima integrala din (9.111) a fost determinatd in cadrul Exemplului 9.6 - (ii) : integrala J
din (9.87-88). Rezulta

1 1 2x+1
J = =In(x?>+x+1) - —arctg . (9.112)
b2 V3 V3
In fine, din (9.103) cu (9.110) & (9.111) se obtine
I=1n|x+l|—lln(x2+x+1)+2x;2+ > arctg2x+1+C:
2 3(x“+x+1) 3/3 /3
= | I= ;;2 +In [x + 1] A arctg 2x+1 + C. (9.113)
3(x"+x +1) xZ+x+1  3Y3 V3

Nota. Am prezentat in detaliu rezolvarea acestei aplicatii avand in vedere ca aceasta
prezenta unele dificultati sau subtilitati. Cititorul este invitat sa verifice descompunerea in
fractii simple din (9.102) pecum si primitiva din (9.113), prin derivare.

Aplicatii la integrarea functiilor rationale

9.3-A | Sa se determine primitivele (din functii rationale) de mai jos.

. .. 2 dx
i il I = al ;
) () f(x+2)2(x+4)2
3 +1
(iiiy [-[—2  dx. (v)y I-[—2"01  gx.
f2x2—4x+1 f2x2+3x+2

Raspunsuri - recomandari pentru rezolvare.

x? x?

. i} _ 1.1 1.1 1 1
(1) f(x)‘x4_1 (x-D(x+1)x2+1) 4x-1 4x+1 2x2+

; (9.114)
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1
4

1

x-11, Earctgx +C. (9.115)

X +

(9.114) = I=—=In

Cititorul va verifica descompunerea in fractii simple din (9.114) pecum si primitiva din
(9.115), prin derivare.

(ii) Pentru aceasta functie se va cauta o descompunere ca suma de 4 fractii simple :

x2 A B C D
i ) ¥ ¥ + : 116
f(x) (x+2)2(x+4)2 (x+2)2 x+2 (x+4)2 4 (9.116)

Procedand ca in exemplul anterior (ii) & (iii) (prin aducere la acelasi mumitor si
identificarea coeficientilor) se vor gisi valorile

A=1,B=-2,C=4, D =2. (9.117)
Din (9.116) & (9.117) se obtine

1 2 4 2
I-= - = 118
f(x+2)2 x+2+(x+4)2+X+4 x (9.118)
1
=—x+2—21n|x+2|—x+4+21n|x+4|+C=
_ 1 4 x+4 2
T x+2 x+4 +ln(x+2) +C (9-119)

Cititorul este invitat sa verifice descompunerea in fractii simple din (9.118) precum si
primitiva din (9.119), prin derivare.

3

(iif) dx. (9.120)

[=[—*
f2x2—4x+1

Functia de integrat are gradul numaratorului superior celui al numitorului, deci ea se
situeaza in cazul 1.1 sitrebuie scrisa sub forma (9.79) :

f(x) = x3 _1 2x3 _1 x40+ Tx -2 _
2x%2-4x+1 2 2x%-4x+1 2 2x%-4x + 1
=l(x+2)+7x—_2=£+1+ Tx-2 . (9.121)
2 2x2-4x+1 2 2(x2-2x +1/2)

vvvvv

_2:|:\/7 2 _ _ _ 1 _ 1
Xy = S S 2 4x+1=2(x-1 E)(x ). (9-122)
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Sa observam ca factorizarea din (9.122) se mai poate scrie sub forma echivalenta

2x2-4x+1=(2x-1-V2)(V2x-1+2). (9.123)

Corespunator factorizarii din (9.123) a numitorului, fractia din (9.121) se descompune in
suma de doua fractii simple cu numitori functii liniare care au ca primitive logaritmii

naturali ai acestora  Se njnngp 1a Primiﬁvn (infpgrn]n nedefiniti)

I: =x_2+ 7fM+5f—=
2 2x ++ -2
2
2 -1 -
- +x+lln‘x2—2x+l + 5‘/Eln xy2 -1 +C. (9.124)
2 8 2 8 xy2 +1-42

Urmeaza sa se detalieze calculele care au condus la primitiva din (9.124) iar aceasta sa fie
verificata prin derivare.

x+1

7. dx. (9.125)
2x2+3x +2

(iv) 1=f

Numitorul functiei de sub integrala are radacini complexe. Deci functia insasi este o fractie
simpla si ea se integreaza relativ usor, prin doua mici artificii.

2
1f 4x + 4 lefd(Zx +3x+2)+lf dx =
2x2+3x +2 2x2+3x +2 47 2x2+3x +2
1 2 1 1
- S In(2x2+3x +2) + = dx. (9.126)
4 ( ) 87 x2+(3/2)x + 1 2

Integrala ramasa 1n (9.126) se aduce la o arc-tangenta, prin substitutia x +(3/4) =¢. Se
ajunge la expresian finala

In(2x%+3x +2) + arctgﬂ. (9.127)

1 1

4 27 2V7
Urmeaza sa se detalieze calculele care au condus la primitiva din (9.124) iar aceasta sa fie
verificata prin derivare.

2 | Integrarea funcifiilor irationale

Functiile irationale sunt, in general, functii care contin radicali de diverse ordine si
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din diverse alte functii. Exista o larga varietate de functii irationale, implicit si metode
variate pentru a le gasi primitivele. Tocmai acest aspect face necesara prezentarea functiilor
irationale clasificate in anumite categorii sau tipuri, cu metodele de integrare adequate
fiecareia. Fara a incerca o generalizare, in marea majoritate a cazurilor functia irationala de
integrat se transforma, printr-o substitutie potrivit aleasa, intr-o functie rationala a carei
primitiva este determinata, dupa care se regaseste primitiva func tiei date prin revenire la
variabila initiald (cu substitutia inversid). In cele ce urmeazi vom desemna prin R o functie
rationala, ca raport a doua polinoame :

R(x) = % sau R(x,y) = % cu PePOL (R|R?) & Qe POL (R|R?).
(9.128)

2.1 | Integrale de forma

I=fR(x,n\/ax+bdx sau I=fR(x, 1\/ax+b, 2\/ax+b,..., k\/ax+b)dx. (9.129)

In primul caz din (9.129) se aplici in mod firesc substitutia
ax+b=t" = dx=§t"‘1dt, (9.130)

care elimini radicalul si conduce la integrarea unei functii rationale. In cazul mai general,
in care intervin radicali de diverse ordine din functia liniara, substitutia este exact cea din
(9.130) insa n nu mai este ordinul unicului radical ci cel mai mic multiplu comun al celor
k ordine :

n,

J . .
n=I[n,n,,.,n] = Vax+b = t™'" =™ cu ijZ. (9.131)

Acest tip de integrale include cazul particular in care functia liniard de sub cei k radicali din
(9.129) se reduce la variabila x . Urmeaza doua exemple de aceasta natura.

Exemple 9.7.
dx
(@ I-= f—3 (9.132)
Jx+Vx
Substitutia (9.131) pentru functia din (9.132) devine
x=1t% = dx=6¢tdt; (9.133)

(9.132) & (9.133) =
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6¢°dt tidr _ P+ 1-1
= I(1) = f =6ft+1 _[ t+1 at
=f(l‘2—t+1)dl“de"t_3‘t_2+f‘1n|f+1| (9.134)
t+ 3 2 )

Conform cu substitutia (9.133) = 3 =v/x & £* = \/; , primitiva din (9.134) conduce la

3
6 6
1=g—g+\/¥—m|ﬁ+1|+c

Nota. Integrala din (9.132) se incadreaza in tipul (9.129-2) dar si intr-un tip de integrala
irationala in care functia de integrat este o functie rationald de k+1 variabile, ultimele k
argumente fiind puteri rationale ale variabilei X :

I= fR(x,xrl, x2,.,x ) dx, r; = %, j=1,k. (9.135)
J
Exponentii rationali din (9.135) sunt (consideratii ca fiind) fractii ireductibile, cu
numaratorii si numitorii numere intregi. Acest tip de integrale este considerat separat in
monografia [Gh. Siretchi 1985, vol. I, p. 284], desi el este asimilabil cu (9.129-2). Oferim un
alt exemplu de integrala irationala care se incadreaza efectivin modelul (9.129-2), Exemplul
1 din volumul tocmai citat, pag. 286.

1+yx+1
(i) I:f3—dx (9.136)
l1-yx+1
Cu substitutia x +1 =t = dx = 6¢°dt, integrala din (9.136) devine
M o (Aot t?) s
0 R o
6 t’ d
- _t gt = t=
6ftdt+6f dt t+6f1—t
—6f(t6+t +t4+t3+t2+t+l+t11dt=
1 1 1 1 1 1
=t8-6| T+ =0+ P+ St P 2 v+ Injr- 1. 1
(7 o s 2 3 5 £ - 1] (9.137)

In primitiva din (9.137) se inlocuieste ¢ = (x +1)'6 = \/ x + 1 (si se adauga constanta de
integrare) obtinandu-se integrala din (9.136), pe intervalul (-1, +>).

2.2 | Integrale de forma

235



I= fR( ax+b]dx, ac+0. (9.138)

Substitutia
ax+b ax+b _,
xid P (9.139)

conduce la o integrala dintr-o functie rationala.

Exemplu 9.8.
I=f(x—1) 1 dx. (9.140)
Substitutia (9.139) adaptata la functia din (9.140) este
=t = =t? = x = * =>dx=2t7dt. (9.141)
x+1 x+1 1 - ¢2 (1—t2)2 :

(9.141) & (9.141) =

I f2t2 1 2¢t2%dt ft (2t2—1)
t 2 ( 1- 2) 2 2) 3
Aceasta ultima integrala este una rationala dar obtinerea primitivei ar necesita descom-
punerea functiei ca suma de numai putin de 6 fractii simple. Dar se poate proceda la o
descompunere intermediari (si mai simpl#) utilizand substitutia #2 = u care conduce la
t2(2t2—1):2u2—2u: 1 3 2

- (d-w' (-0 (- T (9.143)

(9.142)

Notand cu g(#) functia de sub integrala din (9.142), aceasta devine — conform cu (9.143) —

g(t) = ! - 3 + 2 =>fg(t)dt:13—312+211. (9.144)
(1-t2)3 (A-tH?2 1-¢2

Notatiile pe care le-am introdus in (9.144) vor facilita obtinerea primitivei lui utilizand
integrarea prin parti “in sens invers”, dupa cum urmeaza.

1= [ -

l 1+¢
1-1¢2 2

1 -¢

In

; (9.145)

236



1-t2 = (1-¢tH? I, = (9.146)
dv = dt v=t
2
L-—t—-of T —ar-1 o1 -21, 5
1-1¢2 (1-1¢%)? 1-1¢2
1 ¢ 1
= I, =— + — 1. 1
2512 2h (9.147)
Se continua in mod similar cu a doua integrala :
u=;, duy = ————— 41
(1-tH? = (1-12)3 inI, =
dv =dt v=t
t t? 1-¢2-1
=>12=——4f—dt=—+4f dt =
(1 _ t2)2 (1 _ t2)3 ( 2)2 2)3
=;+412—4I3=>4I3=312+;=>
(1-1%)° (1-1%)°
3 1 t
= I, == +=— 148
3= 4 ATy (9.148)

Urmand in sens invers relatiile (de tip recurent) (9.148), (9.147) si expresia (9.145) alui I,
gasim succesiv

1 t 1 1+¢
I, = — + —1In ; 1
2 32 1 ‘1—1‘ (9.149)
P P2 N SRR U SR 1 B +11n‘1+t i
4 4(1-t1)2 om0 4 (1-¢2)2 4(21-42 4 |1-t
1 3t 3 1t (9.150)
4(1-112 81-¢2 16 |1-¢| '
Din (9.144) plus (9.145), (9.149) & (9.150) obtinem primitiva lui g(#):
G(t) =1, -3, +21I, =
1t 3 ¢ +im)1+f_é r _zm‘ +r+]n) ot _
4 (1-12)2 81-¢2 16 |1-t| 2 1-¢2 —¢ —¢
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=l t —2 t +£nl+t (9151)
4 (1-122 81-¢2 16 |1-t '
In fine, integrala din (9.140) se obtine din aceasti primitiva (9.151) inlocuind
_ X 2_ _ X
t=\ a1 & T (9.152)
1=L |2 xe12-2 | i) s Buner2/ax )+ s C
4\ x+1 g\ x+1 16 '

2.3 | Integrale de forma

I=[R(x,Vax?+bx+c)dx, a+0. (9.153)

Integralele de acest tip se pot transforma in integrale din functii retionale, aplicand
substitutii specifice pentru fiecare caz in parte : substitutiile lui Euler.

1° \/ax2+bx+c=t+x\/z daca a>0. (9154)

2° \/ax2+bx+c =ftx % \/? daci ¢> 0. (9.155)

30 Jax2+bx+ec =t(x-x,) dacd b%-4ac>0. (9.156)

In toate aceste trei cazuri, ecuatia care indica substitutia specifica se ridica la patrat, se
opereaza o reducere sau o simplificare, apoi se exprima radicalul numai in variabila ¢t dupa
cevariabila x afostexprimatacafunctiede x =x(#). Totaceastd exprimare permite scrierea

diferentialei dx =x'(¢)d¢. Apoi radicalul ca functie de ¢,

Vax?+bx+c = h(1), (9.157)

x=x(t) si dx=x'(t)dt seintroduc sub integrala din (9.153) si se obtine astfel o integrala
dintr-o functie rationala

g(t) = R(x(1),h(2))x'(2) cu G(¢) = fg(f)df- (9.158)

In fine, in primitiva din (9.158) se inlocuieste variabila ¢ ca functie de x, obtinuti prin
inversarea expresiei x =x(¢) sau — de multe ori mai simplu prin scoaterea lui ¢ din
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substitutia aplicata — una dintre cele trei : (9.154) | (9.155) | (9.156). Se gaseste astfel
primitiva (integrala nedefinita) cautata, cea din (9.153).

Descrierea modului de rezolvare a acestor integrale irationale poate sa pare insuficient
de precis, dar se va vedea si din exemplele ce urmeaza ca el functioneaza in toate cazurile.
Mai trebuie doar de precizat ca, in cazul 3°, inainte de ridicarea la patrat a substitutiei din
(9.156) este necesara factorizarea trinomului, care admite doua sau o radacina reala :

ax*+bx+c =a(x-xp)(...). (9.159)

Am lasat in (9.159) un factor neprecizat intrucat acesta poate corespunde celeilalte radacini
realedacd b2 - 4ac > 0, fiecoincidecu (x -x,) dacd b2 - 44c = 0. Darinacestaldoilea
caz integrala nici nu mai este irationala intrucat (x - x,) iese de sub radical, impreuna cu
Ja . Asadar, aparenta slibire a ipotezei din (9.156) privind semnul discriminantului este una
mai curand irelevantd. S3 mai remarcdm ca in acest caz 3°, dupa factorizarea trinomului
siridicarea la patrat a ecuatiei de substitutiie, se opereaza o simplificare prin (x - x,).

Nota. Inainte de a oferi cateva exemple, si mai precizim ci cele trei cazuri mai sus prezentate
nu sunt exclusive (sau incompatibile). Este posibil ca o aceeasi integrald sa se incadreze in
doud din aceste cazuri sau chiar in toate trei. AplicAind metode diferite de rationalizare se vor
obtine primitive G,(¢#) (1 <i<3) eventual diferite in variabila ¢ dar, dupa revenirea la
variabila initiald x se va obtine o aceeasi primitiva (sau primitive echivalente, care pot sa

difere printr-o constanta).

Exemplu 9.9.

I = (9.160)

dx
(x-1)Vx?-3x+2

Este clar ca aceasta integrald se incadreaza in toate cele trei cazuri intrucat a > 0, ¢ > 0 iar
trinomul de sub radical are doua radacini reale si se factorizeaza sub forma

x2-3x+2=(x-1)(x-2). (9.161)

Se poate deci aplica oricare dintre cele trei substitutii (9.154) | (9.155) | (9.156). Cu (9.154)
avem

Yx2-3x+2 =t+x = x2-3x+2=x2+2tx+1t* = 2¢tx+t?*=2-3x =>  (9.162)

_ 42 2
o x(2143) =212 > x =20 L gy= o ¥31%2 4, (9.163)
2¢+3 (2t+3)?2
2 2
(9.162) & (9.163) = /x2-3x+2 =1+ §t+’3 -1 ;;:;2 = h(1) ; (9.164)
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2 -t2 2-t2-2¢-3 t2+2t+1 _ _ (2+1)?

(9.163) = x -1 = -1-= = -

2t+3 2t+3 2t+3 2¢+3

(9.162), (9.163) & (9.165) =

2
ot +3t+22dt
= 10y = [ (27+3) cof 1 _ar--2-.c
12+ 31+2 (2+1)? (t+1)2 t+1
2t+3 2t+3

In primitiva G(¢) din (9.166) se substituie ¢ care se obtine din

(9.162) = ¢ =yx2-3x+2 - x.
(9.166) & (9.167) = I = G(yYx?-3x+2 -x) +C =

= | I=- 2 + C.

Vx?-3x+2-x+1
In aceasti expresie a primitivei se poate folosi factorizarea

Vx2-3x+2 =yx-1yx-2

care va conduce la o expresie ceva mai simpla :

122\/x—1 +\/x—2 +C:2+\/x—2 i C.

x-1 Vvx -1

(9.165)

(9.166)

(9.167)

(9.168)

(9.168")

Aceeasi integrald din (9.160), consideratd ca integrala de al doilea tip, se va putea rationaliza

si cu substitutia

Vx2-3x+2 =tx+\/§ = x2—3x+2=t2x2+2\/§tx+2 =

= x(1-12)=2y2¢+3 =>x=M.

1-12
_ 2
(0.160) = dx = 2V2(L =1 +20Q2V2143) 4
(1—t2)2
2 2
= dx=2\/5t +6t+2‘/5dt=2\/51 +(3/ﬁ)t+1dt.
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(9.162) & (9.163) =

2
L arag e 2V2143 V21230442

1-1¢2 1-¢2
2
- /2! +(31/€2)’+1 = h(1); (9.172)
2
(9.169) = -1-= L’? 1-=1 +2\/52t+2. (9.172)
1-¢ 1-¢
(9.169), (9.171) & (9.172) =
s 1= f L Lor? 23920+,
t2+22¢+2 t2+(3W2)e+1 (1 -12)?

2
{= -

2 2
dt = | ————d
ft2+2\/5t+2 f(t+\/5)2 t+4y2

= G(1). (9.173)

Jx2 -3¢ +0 - — AN _

(9.169) = ¢=2YZ 3xx 2 VG 1)(’; 2) - V2 (9.174)
-2x
(9.171) & (9.172) = I = +C (9-175)
Vx-1(Wx-2 +\/§vx—1)
Aceasta primitiva din (9.175) se poate scrie si sub forma echivalenta
F(x) = 2x(Vx-2-y2Vx-1) _ -2x(Vx-2-y/2Vx-1) _

Vx-1[x-2-2(x-1)] Vvx-1(-x)

J2(/x-2 42V 1)y 5, VE -2 (9.176)

x-1 \/x—l.

Comparand primitivele din (9.168") & (9.176) se observa ca ele nu difera decat printr-o
constanta.

Integralei din (9.160) i se poate aplica si al treilea tip de substitutie, aviand in vedere
factorizarea trinomului de sub radical, din (9.161). Substitutia poate fi

Voe-Dx-2) =t(x-1) = (x-1)(x-2)=t3(x-1)? > (9.177)
= x-2=t>(x-1) = x(t*-1)=t2-2 =>x=t;_f; (9.178)
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t?2-2 -1

(9.178) = x-1-= O -1= O ; (9.179)
-t
(9.177) & (9.178) = (x-1)(x-2) = T ; (9.180)
t?-2 2t ,
(9.178) = dx =d 2 = mdf ; (9.181)
(9.179),(9.180) & (9.181) =
2 132

=>I(t)=2f(t DT _ ¢ dr = [2dt=21 =

t (t2-1)2 ©.177)
o 1-2Y%"2 ¢ (9.182)

x-1

Comentarii. Comparand primitivele din (9.168'"), (9.176) & (9.182), se constata ca toate cele
trei substitutii ale lui Euler au condus la aceeasi integrala nedefinitd, constantele aditive
care difera nefiind esentiale.

Aplicatii la integrarea functiilor irationale

9.4-A | Sa se determine primitivele (din functii irationale) de mai jos.

dx dx
(i) I-= ; (i) 1= ;
szx—l—sz—l f1+\/x2+2x+2

dx
(iii) I = ;
f(x+1)\/x2+x+1

- 2
3\/x+1 ldx' (vi) I - x“dx

b

(v) I-= :
f,/x+1+1 x2-x+1

Raspunsuri - recomandari pentru rezolvare.

(i) Integrala se incadreaza in modelul 2.1 - (9.129). Substitutia specifica este

4
4\/2x—1=t = 2x—1=z‘4=>'x=t2+1 = dx =2t3dt. (9.183)

Integrala rationald in t este
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t2
w=2(S e remle-1]) - 12+ 2t +In(r-1)%. (9.184)

203dt _ , (t7dt _
_ _th—l )

Primitiva (integrala nedefinitd) in variabila initiald x se obtinedin (9.183)1inlocuind pe ¢ din
(9.183).

(ii) Este o integrala de tip Euler, 2.3 - (9.153). Trinomul de sub radical are radacini
complexe, deci ea se incadreaza doar in subcazurile 1° & 2°. Se poate aplica, de exemplu,
o substitutie de tip (9.154) :

Vx2+2x+2=x+t = x?+2x +2=x?+2xt+t> = 2x(1-)=1t*-2 = (9.185)

2 _ 42 _
=72 gy -Z1Tr20-2 4. (9.186)
2(1- 1) 21- 1)
_ 42
(9.185) & (9.186) = m% > 1eyxTe 22 -2

Integrala rationald in t este

2-2t -t2+2t-2 t?2-2t+2
I(1)= . dt = -2 dt = (9.187)
() fz—t2 2(1-1)2 f(2—t2)(1—t)
2 _ 2 _
= f t2 21+ 2 t=2f t7-2t+2 dt. (9.188)
(t7-2)(1-1) (t=-V2)(t+y2)(1 - 1)
Functia rationala de sub integrala se descompune ca suma de trei fractii simple :
t2-2t+2
4, 5 ¢ (9.189)

VD EVDYA 1) 1-yT teyz 11

Prin metoda prezentatad la sectiune Integrale din functii rationale, coeficientii din (9.189) se
determindacafind 4 =B=C=-1 =

~ 1 1 1 ~ _ (1-1)?
I(t) = -2 + + = v =In| —2 |, .
- g a ) o[ ) 9190

Primitiva in variabila initiala x se obtine din (9.190) inlocuind pe ¢ din (9.185),

r=Vx?+2x+2 -x.

Cititorul este invitat sa verifice descompunerea in fractii simple din (9.190), primitiva in #
si apoi primitiva in x, dupa inlocuirea mai sus mentionata. Pentru o mai facila derivare, se
poate reveni la primitive scrise ca sume algebrice de logaritmi.
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(iii) Integrala este de asemenea de tip Euler si se poate aplica oricare dintre substitutiile
(9.154) & (9.155). Pentru variatie, se poate scrie

Vx2+x+1 =¢tx+1 = x2+x+1=¢%x2+2¢tx+1 = ... = x = 2t -1 (9.191)

1-1¢2
_ 42
il o2ttt ’
1-¢2
(9.191) = 0i 12 (9.192)
dx =Ldt;
2(1-1)?
_ 2 _
(9.191) = Vx2+x+1=t21t 12 +1=t17t+21; (9.193)
-t -t
(9.191), (9.192) & (9.192) =
1—t2 1-¢t2 2t-1¢2 1 1
= I(t . . dt = — dt > ...
(1)= f t2-t+1 2(1-1)? 2f(1—t)2
e I = ad + C. (9.194)

2(x -Vxt+x+1)

Expresia finald din (9.194) s-a obtinut inlocuind variabila # dedusa din substitutia (9.191) in
primitiva 7(¢#). Urmeaza a se verifica toate calculele si a se proceda la verificari.

(iv) Integrala este similara cu cea din exemplul de la pag. 235, (9.132), Exemplul 9.7, (i) :

x=t6 = dx=6t5dt; (9195)
(9.195) =
18¢6dr _ , r2t*dt _ 3 1,2 1, 1 1/8
= 1(2) = f2t3+t2 =9 2¢+1 _9f(t PR ¢ +1 dt (9.196)

Primitiva din (9.196) este imediatd. Primitivain x,adicd F(x), se obtine prin inlocuirea
lui £ =x'¢in I(1):

1 1 1 1
J- 9(Zx2/3 _ Exl/z+ 1,173 _ gx1/6 _ Eln|2x”6—1|)C.

(v) Casiin cazul primei integrale din acest set de aplicatii, si aceasta se incadreaza in
modelul 2.1 -(9.129). Substitutia adecvata este

x+1=2t% = x=¢t%-1 = dx = 6t3dt. (9.197)

Integrala rationald in t este
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t-1

1(t)=6f(t6—t4—t3+t2+t—1— T

) dt. (9.198)

Ultima fractie de sub integrala se poate scrie sub forma

t-1 :th—Zzld(t2+l)_ 1
t2+1 2 12+1 2 241 t2+1

cu primitiva %ln(t2 +1) - arctg ?.
Ceilalti termeni din I(¢) vor fi puteri ale variabilei ; a nu se neglija coeficientii care apar. In
fine, integrala cerut# se obtine prin inlocuirea lui ¢ = (x + 1)/ in  I(?).

(vi) Aceasta este o altd integrald de tip Euler, cu trinomul de sub radical avand radécini
complexe. Se poate utiliza substitutia (9.154) :

Vx2-x+1=x+t = x%2-x+1=x%2+2xt+1? =>X(2t+1)=1_t2 = (9-199)

_ 2 _32_94
x=1 " dx = 3t7-2t 2clt; (9.200)
2t +1 (2t +1)2
_ 42 2
(9.199) & (9.200) = Y x2-x+1 = il SR el S
2t +1 2t + 1
_ 4232
(9.200) = x?2= M; (9.201)
(2t +1)2
Integrala rationald in t este
I(t)=— (1_t2)2. 2t +1 '3t2+2t+2dt=
2t +1)2 t2+r+1  (2¢t+1)2
:—f(l_t2)2'3t2+2t+2dt (0.202)
t+1)> 2+t +1 ' '
Functia rationala de sub integrald este
(1) - (1-¢%)2 3¢2+2¢t+2  (1-¢2)? 3¢2+3¢+3 -¢-1 _
& t+1)3 t2+1+1 (2t +1)3 t2+1+1
(1-1¢2%)2 t+1
=3 - . (9.203)
(2t +1)3 2+t +1

Se poate continua cu descompunerea functiei din (9.203) in fractii simple, dupa impartirea
necesara pentru primul factor. Invitam cititorul sa continue cu gasirea primitivei /() siapoi

a integralei din enunt pe aceasta cale.
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Dar este posibila si utilizarea unei substitutii de tip (9.155) :

Vx2-x+1=tx+1 = x2-x+1=¢t2x2+2tx+1 = (2.204)
2
:x(1—1‘2)=2t+1=>'x=2t+1 :dx=2wdt; (2.205)
1-12 (1-12)2
2
(2.205) = x?= % ; (9.206)
2
(9.204) & (9.205) = Yx%2-x+1 = t1+—“21 (9.207)
-t
Din ultimele trei expresii se ajunge la integrala
2 _ 2 2
I(t)=f(2t+1)- 1-1¢ .2t +r+1 _
(1-t2)2 t2+¢t+1  (1-1%)?
2
f(2t +t1;3 (2.208)

Este evident ca integrarea functiei din (2.208) este mai facila, deci preferabila celei din
(9.203). Functia de sub integrala va avea o descompunere ca suma de trei fractii simple :

Qt+1)> 4 .. B  C D _E F (2.100)
(1-2) (1-n* Q-2 1-t (1+° Q+n> 1+t’ '

Prin aducere la acela si numitor in membrul drept al egalitétii (2.209) si prin identificarea
coeficientilor celor doi numaratori se ajunge la un sistem algebric liniar neomogen de
dimensiune 6 x 6 care admite solutia unica

9 3 11 5 1
ABCDEF |- =~ -—— 1.2 1/ .
4 8¢ ] [8 16 16 8 16 16 (2-110)

Cititorul este invitat sd obtina efectiv sistemul liniar mentionat si sa-1 rezolve, preferabil cu
metoda eliminarii gaussiene pe matricea sa largita.

Din (2.208-110) se ajunge la integrala in variabila ¢

I(t)=f 9/4 . 3/8  1/8 .\ /4  5/8  1/8 dt =

(1-0° @Q-n* 1-t (Q+5°> @Q+n? 1+t
9 1 3 1 1 1 1 5 1 1

== = —In|1-¢]|-— = -—In|1+¢]. (2.211
8(1_t)2+81—t+8n| | 8 (1+ )2+81+t 8n|+| ( )
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Unii termeni din expresia (2.211) se mai pot grupa si se obtine

_1£2+9¢+8 1. |1-1¢

Gt)=wc.=—————-—In . 2.212
® 8 (1-12)2 8 |1+ (2.212)
Cu substitutia inversa care decurge din (2.204), adica
Jx2- -1
PR 1 , (2.213)

X

primitiva in variabila initiala este

1 8x*-12x3+32 - 4x + (10x3 - x2+4x)Yx?-x +1 ~
8 S5x2-8x+8 +4(x-2)Yx?-x+1

-%1n|—2x+1—2\/x2—x+1|+c. (2.214)

1

Primitiva din (2.214) poate fi verificatd determinand expresiile in x ale lui #3, ¢ si
(1 - ¢2)? care se vor inlocui in (2.212).

2.4 | Integrale irationale binome. Forma generala a acestora este

I=fx”’(ax"+b)pdx cu a,beR & m,n,peQ (9.215)

Cei trei exponenti care apar sub integrald sunt considerati ca fiind fractii ireductibile. In
vederea prezentarii substitutiilor care pot conduce la rationalizarea integralelor de acest tip
vom nota exponentii sub forma

moom P

h=-"5>DP% P, (9.216)

m = 2 b
m, n,

cu numitorii acestor fractii intregi si pozitivi. Sunt posibile trei cazuri in care integralele de
forma (9.215) se pot transforma in integrale din functii rationale.

1° pEL. (2.917)

Daca al treilea exponent este intreg dar primii doi sunt efectiv rationali, integrala este una
irationala dar se incadreaza in tipul (9.135) de la pag. 235. In acest caz se va aplica substitutia
corespunzatoare, adica
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x =t""] ynde [m,,n,] = cmmm.c.(m,,n,). (9.218)
lo) m—+1 e
2 p¢Z dar —, Z . (9.219)

In acest caz substitutia specifici este

Yre ot e ax"+b=u". (9.220)

(ax™ +b)

m+1 +1

¢ 7 dar

3° p&, +p€e. (9.221)

In acest caz substitutia specifica este

(a+bx‘”)1/n2=y = a+bx "=y", (9.222)

Daca nici una dintre conditiile (2.917), (9.219) sau (9.221) nu se verifica atunci, conform
unei teoreme a lui Cebysev, integrala (primitiva) din (9.215) nu este exprimabili prin functii
elementare. Substitutiile din (9.218), (9.220) & (9.222) se numesc substitutiile lui Cebysev.

Exemple 9.10.
(i) I-= fx 41+ x3%) 2 dx. (9.223)

Intrucat p = -2 € 7, integrala se situeazi in cazul 1°. Se va putea aplica o substitutie de
forma (9.218) cu

[4,5]1=20 = x =12 = dx =20¢t"Ydt; (9.224)
F44

- 25 12y-2 19 — - -
(9.224) = I(t) = [¢¥(1+ ') 2201 dt—20f(l+tu)zd

t. (9.225)
Comentariu. Integrala rationala din (9.225) nu este una simpla din cauza puterilor mari care
intervin. Dar se va face impartirea numitorului la numitor rezultand un polinom de gradul
20 plus o fractie cu numitorul din (9.225), care trebuie descompusa in fractii simple. Mai
exact, g(#) (sau R(t), ca safolosim notatia de la functii rationale) este

=10 -2¢%+

- (1+112)2 (2 24010 (9.226)

g(?)

Gasirea acestei descompuneri nu este simpla, dar ea poate fi simplificata folosind substitutia
u=t4
In volumul [Gh. Siretchi 1985, Vol. 1, p. 291] din care am preluat acest exemplu,
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integrala (9.223) este tratati nu ca una de tipul 1° ci se propune o substitutie mai adecvata
pentru integralele de tip (9.135), anume

(x¥5)V4 =t 5 x=¢283 5 dx = ?;17/3 dt (9.227)

care povine din egalitatea

m+1 |5 5 15
=[=+1]|==—.
n 4 3 4

2 5( 2 3) 20 20 f M
3 4 3 5 17/3 - =7 -
(9.227) = I(f) = ft 1+¢ SR = S oY dt. (9.228)

Evident, functia rationala din integrala (9.228) este ceva mai simpla decat (cea din)
precedenta, dar si aceasta necesita o dezvoltare in fractii simple relativ laborioasa.

114 p 3t6+2¢?
)=——=¢t%-2¢2+ ———— 22
50 - Gy I (9.229)
Cu substitutia provizorie u = ¢? in fractia de mai sus se giseste

3ud+2u? _ u . 3u
(u?+1)2 (u?+1D? u?+1

N 3t6+2¢2 _ t* 312 (9.230)

t8+214+1 (t*+ 1?2 1 '

Numitorul primei fractii din (9.229) se poate rescrie pe baza identitatii

Yl =t 26241 -202 = (12 +1)2- 202 = (£2 - 2t + 1) (22 + 21 + 1), (9.231)

Pe baza acestei descompuneri se ajunge la

! In +\/_t+1 —arctg ty2

1! T4z ~J2t+1 242 1-1¢2

J,(f) = f (9.232)
Primitiva

1
Jy(t) = f(t T2

se obtine integrand prin parti pe J,(¢), cu

1 4t3dt
u=—7—>", du = -———,

+1 = (t*+1)?* >
dv =dt v =t
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t t*dt t tY+1-1
Jy(2) = 441 +4f(t4+1)2 T4 +4f(t4+1)2d’_

_ +4J,(1) - 4J,(1) = (1) = %(

t4t+l +3J,(1)). (9.233)

Din (9.233) cu (9.232) se obtine expresia analiticd a lui J,(#), in care se va inlocui x din
(9.227).

dx
(i) I = f — (9234}
VX 341+ VX 3
Integrala din (9.234) este evident una binoma, cu

3 3 1
m=-5,n=7,P="73; (9.235)

(9,235) = conditia (9.221) este verificata. Se poate deci aplica substitutia

1+x34=p3 o x=(p3-1)*8 o (9.236)
_A Byrdy o, yr L
= dx = 3(y3-175 4 (y?-1)73 dy; (9.237)
(9.236,237) =
3_1)2(v3 - 1)1/342
= I(y) - _4f(y (;3(_)11)7/3)); . dy - _4fydy B _2y2. (9238)
. x3441\13 344 1)13
(9.236) = y=(1+x73%H113 =(7) =( x1/4) =
3/4 2/3 3/4 2/3
:yzzu =>1=—2u+c. (9.239)

x 1/2 x 1/2

Cititorul va putea verifica (prin derivare) ca functia din (9.239) este primitiva corecta.
Aplicatii la integrale irationale binome

9.5-A | Sa se determine primitivele de mai jos.

) - dx ) . _ dx .
(i) l-fﬁ(%”)m, (i) 1= [———:
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3
(iif) 1=f4L; (iv) I:f\/1+4\/§dx;
x*+1
\/ 1+ xdx
1= [——= i) - [—=—=.
V1 + \/7
Raspunsuri si recomandari pentru rezolvare

, 1 1o
(1) m = 2,n—4,p— 10 ;

integrala este de tipul 1°, pag. 248. Se va putea aplica o substitutie de forma (9.218) :

4
Vx =t = x=¢*.

Se ajunge la o diferenta de integrale din fractii simple, usor de obtinut.
(i) m=-1,n=2, p=-1/3 = integrala este de tipul 2°, pag. 248.
3
Vx2+1=¢t = x2+1 =43 5 2xdx =3t2dt, (9.240)

Se poate amplifica functia-integrand cu (2 x) /(2 x) spre a se profita de ultima egalitate din
(9.240) si a se evita astfel calcule mai complicate. Substitutia conduce la o diferenta de
primitive ale unor fractiii simple care au mai fost intalnite in subsectiunea consacrata
integrarii functiilor rationale :

3 t -1
I(t) == -~ | ——=dt = ...
) 2ft—1 t2+t+1d
11n|t—1| 11n|t2+t+1|+£arctg2t+1. (9.241)
NG
Se va ajunge la primitiva in x inlocuind in (9.241) pe t din (9.240).
(iii) m=0, n=4, p=-1/4 = integrala este de tipul 3°, pag. 248.
4 4
v1+x'4=y=>x :1=y4=>x=(y4—1)"1/4=> (9.242)
X
= dx = -(y*-1)7"*y3dy. (9.243)
Din ultimele doua expresii si din expresia radicalului
4
1’1+x4 =y(y4_1)—1/4 =
2
= 1(y) = - [ - DV -1) 2y = - [ y{_ -dy. (9.244)
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Prin descompunere in fractii simple a ultimei functii din (9.244) si prin integrarea acestora
se ajunge la

= I(y) = —%lni_l +larctgy.

+1 2

Cu substitutia din (9.242) se ajunge la integrala ceruta.

(ivy) m=0, n=1/4, p=1/3 = integrala este de tipul 2°, pag. 248.

3

l+x =y = 1+x=u’ =5 x=(u*-1)" = (9.246)
= dx=4w-1)3u%du=12u3-1)3u?du. (9.247)
(9,246) & (9.247) = I(u) = 12f(u3—1)3u3du. (9.248)

Integrala (9.248), dintr-o functie polinomiala, este una banala. Integrala in x ceruta se
obtine din 7(u) cu substitutia din (9.246).

(v) m=-1/2, n=1/4, p =1/3 = integrala este de tipul 2°, pag. 248.
Substitutia este aceeasi ca aceea din (9.246), impreuna cu (9.2247). Dar integralain « este

_1)3u3

du = 12f(u3—1)u3du = 1—2u7—3u4 + C.
3_1)2 7

I(u) = 12[“‘3
u

(vi) m=1, n=2/3, p=-1/2 = integrala este de tipul 2°, pag. 248.

3
1+Vx? = 5 1+xP =02 5 x=(u2-1)*? > (9.249)
N dx=%(u2—1)1/22ud”=3 u®-1udu. (9.250)
(9,29) &(9.250) = I(u) =3[(u?-1)*du. (9.251)

Integrala (9.251) este una imediata.

3 | Integrarea functiilor trigonometrice

Prin “functii trigonometrice” intelegem o clasa foarte larga de functii compuse ce
implica functii trigonometrice fundamentale precum sinx, cosx, tgx, ctgx etc. Tocmaidin
cauza caracterului vag al acestei descrieri, integralele (primitivele) unor astfel de functii pot
fi foarte diverse, la fel ca si metodele pentru determinarea lor.
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3.1 | De multe ori, prin functii trigonometrice se inteleg functii rationalein sinx & cosx
Intrucat tangenta si cotangenta sunt ele insele functii rationale in sinx & cosx. Forma lor

generala este

I= fR(sinx, cosx)dx. (9.240)

Teoretic, orice astfel de functie poate fi transformata intr-o alta functie rationala de variabila
t prin substitutia # = tg(x/2) intrucat cele doud functii trigonometrice fundamentale se

sexprima in tangenta jumatatii de unghi prin

. 2tg(x/2) .2t
siny = —2 =7 sinx = ,
1 +tg?(x/2) 1+12 ( )
= 241
1 -tg?(x/2) _1-1¢2 0-24
cosx = —=2 2/ Cos X = .
1+ tg?(x/2) 1+¢2
Aceeasi substitutie ¢ = tg(x/2) conduce la
x =2arctgt = dx = 24t . (9.242)
1+¢2

Rezulta ca substitutia ¢ = tg (x/2) transforma integrala din (9.240) intr-o integrala dintr-o
functie rationald. Teoretic, orice integrali de forma (9.240) se poate astfel determina. Insi
expresiile (9.241) ale functiilor sinus si cosinus pot conduce la integrale rationale destul de
complicate, in timp ce anumite proprietiti ale functiilor trigonometrice sau alte substitutii
ar permite o mai facila determinare a primitivei.

Pentru anumite proprietiti ale functiei rationale R este posibila aplicarea unor alte
substitutii care conduc la o integrare mai simpla :

1° R(sinx, cosx) = - R(-sinx, cOSX) = COSX =1 (9.243)

2° R(sinx, cosx) = -R(sinx, -cosx) = sinx =¢; (9.244)

3° R(sinx, cosx) = R(-sinx, -cosx) = tgx =¢. (9.245)
Exemple 9.11.

0) I= f #. (9.246)

Se poate aplica substitutia generala ¢ = tg(x/2) cu(9.241, 242).
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1+¢? 2 dt 2 dt dt
1) = - = . 2
) f3(1+t2)+5(1—t2) 1+22 f8—2t2 f4—t2 (9.247)

Ultima integrald din (9.247) este una rationala dintre cele mai simple :

1 1 1 1 2+t
I(t)—4f(2_t+2+t)dt—4ln2_t. (9.248)
(2.248) & t=tg(x/2) =
1. |2 +tg(x/2) 1. |2cos(x/2) + sin(x/2)
I(t) = —In| —=——~|=-1 .2
=7 n‘ 2 tg(x/2) | 4 " |2cos(x/2) - sin(x/2) (9-249)
[
dx
= ) .
(@) f2sinx -cosx +5 (9-250)
Cu substitutia generala ¢ = tg(x/2), integrala din (9.250) devine
1+¢2 2dt 2 dt dt
I(#) = = = . (9.251)
(2) f2(1+t2)—(1—t2)+51+t2 f6+3t2 f3+12

Conform unei formule din TABELUL PRIMITIVELOR IMEDIATE, integrala din (9.251) este

arctg— = 1= Larcth + C.

10 = 73 73T

\/_

[

Functiile trigonometrice din (9.243-245) pot fi caracterizate nu numai prin acele
proprietati de paritate / imparitate (in una sau ambele variabile) ci si prin puterile la care
aparin R cele doua functii trigonometrice fundamentale. De exemplu, daca sin x apare la
o putere pard iar cosx la o putere impard, functia R(sinx, cosx) se va putea rescrie
retinand un cosx pentru dsinx = cos x dx iar ceilalti termeni sau/si factori sa se exprime
doarin functiede cos®x intrucat si sin®x = 1 - cos®>x. Exemplele ce urmeaza vor ilustra
cum se trateaza astfel de integrale.

sin x
dx.

(i) 1= [——>- (9.252)

1 + sin’x
Functia de sub integrala se incadreaza la cazul (9.243), fiind impara in sin x :
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sinx _ (cosx)'

7 = 1 + sin?x 2 - cos?x
-v2
L7 fdcosx 1 f d cos x _f doosx ) 1 , |cosx V2 . C
cos’x-2  2/2| 7 cosx-y2 Jcosx+y2] 2/2 |cosx+y2

Ultima expresie a integralei a rezultat din integrarea unei functii rationale cu numitorul
2_92=(u-y/2)(u-y2), u = cosx, dar n-am mai scris efectiv aceastd substitutie.
L]

() I=[— : (9-253)

sin x+2c0s x

Integrala se incadreza in cazul (9.245) dar — pentru o mai facild obtinere a primitivei —
substitutia recomandata acolo, adicd tgx = t, poate fi inlocuita cu

1 2
—tgx =t = x = arctg2at = dx=i sau dt=L; (9.254)
2 1+ 4t? 2 cos®x
dx dx dtgx
2 = I = = =
(9-253) fsm 2x +2cos’x fcoszx(tg2x+2) ftg2x+2 9.258)

= I(t) =f 2dt L ctg— I-= % arctg(y/2tgx) + C.  (9.255)

41242 J2 V2 (9254)

Cititorul poate verifica prin derivare ca primitiva din (9.225) este una corecta.

3.2 Functii trigonometrice integrabile prin alte metode.

Alte integrale din functii trigonometrice pot sa nu aiba structura din (9.240) ci sa implice
functiile fundamentale nu neaparat prin intermediul unei functii rationale. Tocmai acest
caracter general al functiilor care implica functii trigonometrice face imposibild descrierea
unor metode standard de determinare a primitivelor. in foarte multe cazuri, gisirea unei
primitive este facilitata de aplicarea unor formule din trigonometrie, de exemplu cele care
exprima functii trigonometrice de sume / diferente de unghiuri, functii de unghiuri multiple,
formulele de transformare a sumelor in produse si invers. Cateva exemple de mai jos
ilustreaza cateva astfel de situatii si metode de integrare.

Exemple 9.12.

(i) Se cere calcularea (determinarea) integralelor
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10) = [ 2 gy = [

cosx cos2x’ sinx cos2x
cos X COS X
I(x) = | ————dx = dx.
() fcoszxc0s2x f(l - sin?x)(1 - 2 sin%x)

(9.256)

(9.257)

In integrala (9.257) se poate face substitutia naturald u = sinx = cosxdx = du, cu care

avem

du 2 1
I(u)=f(l—u2)(1—2u2)=f(1—2u2_ 2

1-u

du =

1 1
+
1-u 1+u

wlmm e

Primitivele in u siin x sunt

du.

1+y/2u
1-y/2u

1+u

G(u) = - % In ,

1-u

14
2

1 + sinx
1 - sinx

1+y2si
I(x) = L pp| 17 V250

V2 | 1-4/2sinx

A doua integrala din (9.256) se determina de o maniera similara.

+

L in
2

(i) I(x) = fsin Sxcosxdx; J(x) = fcosx cos2x cos 3xdx.
Pentru prima integrala, la functia de integrat se poate folosi formula
sin o cosP = %[sin(a +B) + sin(a - B)]
care conduce la
f(x) = sin5xcosx = % (sin6x + sindx) = I(x) = —1—12 cos 6x — % cos4x.
Pentru a doua integrala se poate folosi formula
cos o cosf = % [cos(a - B) + cos(a +PB)]

care, aplicata produsului cosx cos3x, conduce la

g(x) =cosxcos2xcos3x = %cos 2x(cos2x + cos4x) =
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= J(x) = %fcos 2x(cos2x + cosdx)dx = %f(cos22x + cos2xcos4dx)dx =
= lf[l(l + cos4x) + l(cos2x + cos 6x)] dx =
2J 12 2

= % + %sin4x + %sin2x + 1 +sin 6x + C.
Aceea si formuld (9.259) a fost aplicata si produsului cos x cos 3x, spre a se obtine penultima
expresie a integralei.
]

(iii) Unele integrale de forma (9.240) — deci rationale in sinus si cosinus — dar care cad
in cazul al treilea din (9.245) se pot integra prin substitutia recomandata tgx = tdar este
posibila si rescrierea functiei-integrand prin folosirea formulei (formulelor) pentru cos 2 x.
Aceasta permite reducerea puterilor (pare) lacareapar sinx & cosx subfunctiarationala
R. Metoda este ilustrata prin exemplul ce urmeaza.

dx
I(x) = | —————. (9.260)
(*) f sin*x cos*x
1 16 16
f(x) = = ; (9.261)

sin‘xcosx (1 - cos2x)2(1 + cos2x)® (I - cos?2x)?

dar numitorul din ultima expresie ce apare in (9.261) poate fi rescris prin

2
cos?2x = 1+cosdx (1-cos?2x)?=|1- 1+ cosdx)® l(1 - cos4x)? =
2 2 4
64
= f(x)= ——; (9.262)
(9.261) Jx) (1 - cos4x)?

Deci, prin dublarea repetata a argumentului, puterea cumulata 8 a celor doua functii din
(9.260) & (9.261) — prima expresie a fost redusa de 4 ori. Primitiva functiei sub forma din
(9.262) se va deduce prin substitutia naturala

1 1 1-¢t2
tg2x =t = x = —arctgt = dx = — dt & cos4x = t ; (9.263)
2 2 1+¢2 1+t2

64 dx

(9.262) = Ix)=|—"" =
? (*) f(l - cos4x)?  (9.263)
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1 (1+:t2)? dt
= G(t) =64 =
) fl—l ,2221+t2 f 41*  1+1¢?
1+¢2
=8f1+’2dt=—i—§ (9.264)
tt 313 ¢t '

In fine, primitivain ¢ din (9.264) si substitutia din (9.263) conduc la

8 8
3tg32x  tg2x

I(x) = - (9.265)

Sa incheiem acest exemplu cu observatia ca, daca in integrala din (9.260) ar fi fost folosita
substitutia standard pentru clasa respectivd de functii, adicatgx = t,, integrala s-ar fi
transformat in una rationala dar procesul de obtinere a primitivei ar fi fost mult mai greoi din
cauza puterilor mari la care ar fi intervenit noua variabild. In culegerea [S. Chirit4, 1989, p.
210], de unde am preluat aceasta aplicatie, se ofera si raspunsul (la pag. 561) bazat pe
substitutiei tgx = ¢, sub forma primitivei in acest ¢:

I(t)=3(t—%) +§(t3—t—13)+c. (9.266)

Daca in primitiva din (9.265) seinlocuieste tgax = 2¢/(1 - t2) seajunge exactla primitiva
din (9.266). Dar este evidentd usurinta cu care s-a obtinut primitiva din (9.264), consecinta
a celor doua transformari trigonometrice aplicate anterior.

[

(iv) Exemplul care urmeaza ilustreaza o situatie oarecum inversa. Unele integrale
trigonometrice care contin cel putin una din functiile sin x, cos x sub un radical de ordin
par pot fi (eventual) rezolvate, mai exact rationalizate, prin injumatatirea argumentului si
utilizarea formulelor pentru cosinusul unghiului dublu.

I(x) = sinx dx ’ 26
(*) fm (9.267)
I(x) - f23in(x/2)cos(x/2)dx _ fcos(x/Z)dx ~

| sin(x/2) |

v 2sin?(x/2)

- 2\/—f‘;s:z(x/é2)) =22 In|sin(x/2)| + C.
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3.1 Utilizarea unor substitutii trigonometrice in integrale irationale.

Anumite integrale irationale pot fi abordate utilizand substitutii trigonometrice in
functiile de sub radicali care permit eliminarea acestora. Un exemplu a fost oferit anterior
pentru metoda substitutiei (sau a schimbarii de variabild), anume Exemplul 9.3 de la pag.
215. O asemenea substitutie, x = tgt, a fost recomandata si pentru exercitiul 9.1-A (vii)
de la pag. 217. Urmeaza alte cateva exemple.

Exemple 9.13.

(i) Se cere calcularea (determinarea) integralelor

2 i 2
() = [ \/%, Jx) = [ —“xxdx. (9.268)

In prima integrali se poate utiliza substitutia x = sint care conduce la

sin’tcostdt . 9 1 A
G(2) = fT = fsm tdt = Ef(l -cos2t)dt = 5 Zsm2t =
= I(x) = %arcsinx - %x\/ 1-x2+C.
Pentru a doua integrala din (9.268) substitutia fireasca este
1 dt
x=tgt = y1+x2=—— & dx = ; (9.269)
cost cos?t
(9.269) =
(1/cost)(1/cos®t)dt dt sin?t + cos?t
= J(t) = = = | —————dt = (9.270)
2 tgt fsintCOSZt f sin f cos?¢
= ant dt + f L dt = 1 + In tgl + C. (9.271)
cos?t sin ¢ cos t 2
1 1
(9.271) = J(x) =—— + In|tg—arctgx | + C. (9.272)
cos arctg x 2

Expresia din (2.272) se mai poate explicita daca se exprima cosinusul in functie de tangenta:

1+y1+1g%a

; (9.273)
tga

1 1 o
cose = —— = cosarctgx = —— & tg— =
2

V1 +tg2a yi+x?
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1+\/1+x2

X

(9.272,273) = J(x)=V1+x?+ In +C. (9-274)

Dezvoltarea din (9.270) este cea propusa in culegerea anterior citata, in raspunsul de la pag.
204. Dar exista si o alta modalitate de a obtine primitiva in t, plecand de la (9.270) :

(1/cost)(1/cos?t)dt dt dcost
J t = = - = - - -
) f tgt fsintcoszt fsinZtcoszt
dcost
- - f : . (9.275)
(1 - cos“t) cos“t
Cu o noud substitutie, anume u = cost, se ajunge la primitiva in t
1 1-cost
J(t) = In|—— .276
) cost+n‘1+cost (9-276)
Cu expresia cosinusului din (9.273) se ajunge la aceea si primitiva ca in (9.276),
/ 2
J(x)=w/1+x2 + In u +C.
X
]
.. dx
Gi) 1(x) = [———. (9.277)
V1-25x2

Primitiva se poate gasi utilizand substitutia 5x = ¢, care va conduce la un arcsin. Dar se
poate incerca si

5x =sint = x = %sint = dx = %costdt; (9.278)

costdt 1 1 .
oS 7 —§t+C = I(1) —garcsm(Sx) +C.

(9.277) & (9.278) = I(t) = %f
L]

Aplicatiile care urmeaza includ atat integrale din functii trigonometrice cat si integrale
din alte functii (irationale) care pot fi determinate utilizand substitutii trigonometrice.

Aplicatji la integrale din functii si cu substitutii tigonometrice

9.6 -A | Sa se determine primitivele de mai jos.
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dx
' I = ; i) 1= )
(2) fl +sinx + cosx () f(smx + cosx)?

(iir) [=fsin3x cosSxdx; (iv) ]:fsinIOx cos8xdx ;
COS X , B sin2xdx
) ]_fcos2x dx; (vi) I_f(2 +sinx)?
cos2xdx sin2x dx
y I : - :
(vii) fcos x + sinx (viii) f(2 + sinx)?

() 1= [ : (x)

1—x2+1—x2

_fvx2+1dx
B 2
X

(1+x)dx

\/l—x2 ,

(xi) I = f 1 -x2dx; (xii)

(xiii) I = f(l Fx2)32dx.

Raspunsuri si recomandari pentru rezolvare
(i) Serecomanda substitutia generala t = tg(x /2). Primitiva in t se obtine foarte usor :
I(t) =In|t +1].
(ii) Dupa rescrierea numitorului se poate aplica substitutia t = tgx.

(iii) & (iv) Setansforma produselein sume sau diferente utilizand formule trigonometrice
precum cele folosite la integralele din (9.258), la pag. 258-259.

(v) Sevaexprima cos2x in sin x iar integrala rationala care rezulta se obtine usor dupa
descompunerea in fractii simple.

1 1+\/_smx
2\/— 1-/2sinx

(vi) Integrala este similara cu precedenta. Prin aceeasi trecere a lui in sin x se ajunge la

+ C.

I(x) =

o integrala rationala ;
_ -2
2 +sinx

(vii) Numitorul se poate rescrie prin dublarea argumentului, adica se poate exprima ca
un binomin cos 2x, darapoisetrecetotulin sin 2x. Integrala rationald obtinutd conduce
la o primitivi similari cu cea de la exercitiul (v) dar cu sin 2x inlocde /2 sinx.
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(ix) Radicalul se poate elimina imediat cu una din substitutiile x = sint sau x = sint.

Integrala devine

dt
I(t) = | /—/——,
(®) f 2 +cost
iar aceasta se va integra cu substitutia generala u = tg(t/2).

(x) Se poate incerca substitutia x =tgt = dx = dt/(cos®*t) =

(1/cost) dt dt
= I(t) = = . 2
2 f tg?t  cos?t f sin’f cos t (9-279)

Integrala din (9.279) este similara cu cea din (9.270) si se poate transforma in aceeasi
maniera in care s-a obtinut integrala din (9.275).

I(¢) = f

cost dt dsint 1 1-sint
2 2 =f +In
sin“t cos“ ¢t

sin?t(1 - sin?f)  sint 1+sint

Primitiva in x se obtine revenind la substitutie sau, mai simplu, exprimand sint in

tgt = x.

(xi) Se aplica aceeasi substitutie (adica una din cele doua posibile) ca la aplicatia (ix).
I(t) seobtine prin trecereain cos2t.

(xii) Substitutia x = sint transforma integrala in una rationaldin sint & cost :

G(f) = .. = f(l +sint)dt =t - cost.
(xiii) Se poate aplica substitutia t = tgx. Se ajunge la

dt.

I(t) =f

cos°t

Integrala este impara in cos t , deci va fi necesara o noua schimbare de variabila, u = tgt.
I(x) =x(1+x2)Y2+C.

4 | Integrarea functiilor hiperbolice si cu substitutii hiperbolice

Prin “functii trigonometrice” intelegem o clasa de functii compuse ce implica functii
hiperbolice precum shx, chx, thx, cthx etc. Functiile hiperbolice au fost definite in
sectiunea FUNCTII DERIVABILE. Iar primitivele functiilor hiperbolice fundamentale figureaza
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in TABELUL PRIMITIVELOR IMEDIATE (la pag. 210). Le reamintim :

Functiile hiperbolice se definesc prin

e*+e’* e*-e™”*
chx = ———; shx = ————— ; (9.280)
2 2
thy -Shx _e’-e : cth x _thx _eT+e” (9.281)
chx e*+e7* shx eg*_¢g°*

Functiile din (9.280) sunt cosinusul hiperbolic si sinusul hiperbolic, iar cele din (9.281) sunt
tangenta hiperbolicd si cotangenta hiperbolica. Aceste functii intervin in alte patru formule
cu primitive uzuale.

21° fshxdx =chx + C; 22° fchxdx =shx + C; (9.282)
dx dx
o =thx+C; o = —cthx + C.
23 fchzx 23 ‘[Shzx (9.283)

Prin functii hiperbolice mai generale intelegem functii compuse care au ca argumente functii
hiperbolice, de exemple functii rationale de ch x & sh x. Metode generale pentru a obtine
primitive ale unor astfel de functii sunt mai greu de formulat dar — in general — se aplica
schimbari de variabila si se folosesc primitivele din (9.282) & (9.283). Dupa cateva exemple
de integrare a unor functii (care implica functii) hiperbolice vom discuta si ilustra prin
exemple modul in care se pot obtine anumite integrale nedefinite prin utilizarea unor
schimbari de variabila (substitutii) cu functii hiperbolice.

Exemple 9.14.

(i) Sa se determine cate o relatie de recurenta pentru fircare din integralele
I, = fch"xdx, J, = fsh"xdx. (9.284)

Se aplicd metoda integrarii prin parti (IPP). Pentru 1I,,
u=ch™ 'x, du

=
dv =chxdx v

(9.284) & (9.284) = I, =ch" 'xshx - (n- 1)fch"'2x sh?x dx. (9.286)

(n-1)ch™® 2shxdx,

.28
hx. (9.285)

Dar relatia fundamentala intre functiile hiperbolice este

ch?x - sh?2x=1 = sh?2x=ch®x-1 =
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= I, =ch" 'xshx - (n —1)f(ch"x -ch" 2x)xdx >

= I, =ch" 'xshx-(n-1){,-I,_,) = nI,=ch" 'xshx+(n-1)I

n-2 =
1 n-1
= | I,=—ch® 'xshx + I, ,. (9.287)
n n
Pentru a doua integrala se procedeaza similar si se gaseste relatia recurenta
1 n-1
J,=—sh" *xchx - J,_,- (9.288)
n n

L]
(i) Folosind (si) relatiile de recurenta (9.287) & (9.288), se pot determina (in principiu)
integralele de forma (9.284) pana la la orice ordin ; ne limitam la ordinul 4 inclusiv.

IO=J0=fdx=x+C.

Insi aceste doui integrale banale nici nu sunt, de fapt, integrale hiperbolice. Primele astfel
de integrale sunt cele de ordinul 1. Ele sunt prezentate maisus,la 22° & 21°, darlereluim
pentru unitatea prezentarii ; vom omitele constantele de integrare care sunt implicite.

1 eX-e™
I = chxdx = —|(e*+e™*)dx=——"— =shx. (9.289)
" (0.284) f (0.280) 2 f 2
I, = fch2xdx = lf(e2"+e'2"+2)dx=l(e2"—e'2"+4x). (9.290)
(9-284) (9289) 4 8
1 2 1
I, = fch3xdx = —ch®xshx+—1I, = —shx(ch®x+2).
(9.284) (9.287) 3 3 (0289 3
1 3
I, = fch“xdx = —ch3xshx+=1I, =
(9.284) (9287 4 4 " (9:200)

1 31 - 1 3 )
= —ch3xshx + =~ (e** -e ®*+4x) = —ch3xshx + = (e**-e ®* +4x) =
4 g 4x) =, 52 ¢ 4%)

1 3
—ch3xshx + =—(2sh2x + 4x).
4 32( 4x)

Cititorul este invitat sd determine cele 3 integrale J;, k = 2,4 plecand de la
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J, = fshxdx =chx
(9.282)

si procedand ca in cazul integralelor I, , k = 2,4.

Integrarea unor functii folosind substitutii cu functii hiperbolice

Anumite integrale, in special din functii irationale, pot fi determinate mai simplu (decat cu
alte substitutii) daca se procedeaza la schimbari de variabila prin functii hiperbolice.

Exemple 9.15.

Sa se determine primitivele

(i) I=f\/x2—2x +2dx; (9.291)

Gi) J=[(3-2x-x%) 24z (9.292)

(i) Trinomul de sub radical se poate scrie
x2- 2x +2=(x—1)2+1 (9.293)
si se poate utiliza substitutia

dx = chtdt, x2-2x +2 =1+ sh?t = ch?t,
x-1=sht = (9.294)

\/x2—2x+2=cht;

eZt+ e—2t+ 2
(9.2291) & (9.294) = I(t) = fchztdt = f 1 dt = (9.295)
1 1 t 1 t
—Ef(ch2t+1)dt—zsh2t+E—Eshtcht+5. (9.296)

Pentru a reveni la variabila initiald x se foloseste substitutia din (9.294) dar si expresia lui
care decurge din aceasta, ambele inlocuite in (9.296) impreuna cu

el=x-1+yx?-2x+2 = t=In|x -1+Vx?-2x +2]. (9.297)

(9.296) +(9.294) , (9.297) =

= I=%(x—1)\/x2—2x+2 +%1n|x—1+\/x2—2x+2|+C.

(ii) Trinomul de sub redicalul din (9.292) se poate scrie sub forma echivalenta
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3-2x-x2=4-(x+1)2 (9.298)

si se poate utiliza substitutia

x+1=2tht = 3-2x-x2=4-(x+1)>=4-4th’t= (9.299)
ch?t - sh?t 4
=4 = ; .300
ch?t ch?t (9-300)
(9,2909) = dx =2dtht = S dt; (9.301)
ch*t
(9.296) + (9.294) , (9.297) =
ch2t)** 2 1 1
t) = dt == | chtdt = —sht. )
= J(#) f( 4 ] ch?t 4fc 4S (9.302)

Revenirea la variabila initiald x decurge din substitutia din (9.299) dar si din expresia lui

2
sh®*t =ch®t-1-= 1 -1-= th* =>sht=L- (9.303)
1 - th?t 1 - th?t 1 - th2t
x+1)/2 x+1
(9.299) & (9.303) = sht = ( )\ = ; (9.304)
J1-1I(x+1)/2]1> 3 -2x-x2
1 x+1
(9.299) & (9.303) = |] = 1 + C. (9.305)
V3 - 2x - x 2
L]
Aplicatji la integrale din functii si cu substitutii hiperbolice
9.7-A | Sa se determine primitivele de mai jos.
(i) I:fchzxdx; (i1) J=fsh2xdx;
1
jii I=[th’xdx; ) I-= dx ;
(iif) | () 1= [
X . r o —1
(v) I—fe chxdx ; (vi) ]_fchx—chadx'

Sa se determine primitivele (integralele nedefinite) ce urmeaza folosind substitutii
hiperbolice.
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(vii) [=f x*+2xdx; (viii) I=f a’+x*dx, a+0;

2
(ix) [=fx—dx,a¢0; (x) 1-[—dx .
sz—az x\/x2+1
(xi) 1= [(1-2x-x%)"dx; (xii) 1= [y 1+thx dx.
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