10.4. Integrale triple

Fie V un domeniu spatial marginit si f o functie definita si continua pe acest domeniu

VeR?, f: V—R, feC,. (10.201)

Functia f se presupune a fi marginita ; daca domeniul ¥ este compact atunci ea este
automat marginita, conform unei cunoscute proprietati a functiilor continue pe domenii
compacte, valabila si la functiile de mai multe variabile, in particular la cele de 3 variabile.

Domeniul fiind marginit, se poate presupune ca el este inclus intr-un paralelipiped:

Vecla,b1x[a,,b,]%[a;,b,], a,<b,, i =1,3. (10.202)

Mai mult decat atat, se poate presupune ca frontiera domeniului atinge toate cele 6 fete ale
paralelipipedului din (10.202). De exemplu, ¥ poate fi interiorul unui elipsoid avand
elipsoidul frontiera tangent la cele cele 6 fete ale paralelipipedului . O notatie consacrata
pentru frontiera unui domeniu din spatiu este oV.

Pe fiecare din intervalele din (10.202) se considera cate o diviziune, ca la definirea
integralei Riemann. Asemenea diviziuni au intervenit si in definirea integralelor duble —
a se vedea (10.73) la pag. 355.

A, =a =%, %, cees X5 e, X, = b1},

Ay’n= {a, =y0,y1,...,yj,...,yn=bz}, (10.203)

Az’p = {3 =20, Y s eee s Zps 0en s Z, = b,}.

[al ,bl] = 'L—Jl [x,-_lax,-]a
(10.203) = 1la,,b,] = _U1 [y, 1.1, (10.204)
j=
p
[613,b3] = kL—Jl [Zk_l,Zk] .

Produsul cartesian al celor trei diviziuni din (10.203) produce o diviziune tridimensionala
paralelipipedului din (10.202) :

Ax,y,z(V) - Ax,m>< Ay,nxAz,p = {(x,.,yj,zk) rielm,jel,n, kel,p}. (10.205)
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Cele mnp triplete de puncte din diviziunea 3-dimensionala (10.205) sunt mai putin
relevante (sau importante) decat prismele elementare pe care ele le determina :

;o %1% [y, v 1% Mz5 152 = 8,54, (L<i<m,1<j<n,1<k<p). (10.206)
not

Din incluziunea (10.202) sidin (10.206) rezulta ca

m n r
Vela,b]xl[a,, b,]x[a,,b,] = 1U1 ]Ul kU16 (10.207)

Functia f fiind mérginitd pedomeniul V c [a,,b,]%[a,,b,] % [a,,b,], eaeste marginitd
si pe fiecare paralelipiped elementar de forma (10.206). Notam cele doua margini prin

=inff(8,;,), M =sup f(§,;;) (1<i<m,1<j<n,1<k<p). (10.208)

Daca

m =inf f(V) =inf £, M = sup f(V) = sup f. (10.209)
v v

Din (10.208) & (10.209) rezulta tripla inegalitate
(V(x,y,2)€8,;;) m<m, < f(x,y,z) <M;;, <M (1<i<m,1<j<n,1<k<p).
(10.210)

Avand in vedere ca volumul unui paralelipiped elementar de forma (10.206) este egala cu
produsul lungimilormuchiilor sale, se pot considera doud sume de tip Darboux — similare
cu cele introduse pentru definirea integralei definite pe axa reala si a integralei duble :

M

S(f3A,, (V)= 2; ,El kzl myp Vol
= 2—:1 zjl Z m,]k(x ,-_1)(yj_yj-_1)(zk_zk_1)’
3 S (10.211)
S(f; A, (V) = 1 Z EMUkVol
i=1 j=
Z:l JZ E ]k(x i—l)(yj_yj—l)(zk_zk—l)'

Comentarii. €.10.4.1 Casiin cazul integralei definite unidimensionale sau al integralei
duble, cele doua sume din (10.211) sunt suma inferioara Darboux, respectiv suma
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superioard Darboux.

C.10.4.2 Pentru o functie f continud pe V, cele doud margini m,, & M,;, din
(10.208) pe paralelipipedul elementar compact 3,;, careintervinin (10.208), (10.210-2111)
sunt chiar valori extreme (locale) ale functiei, deci

) & M, = maxf(ﬁl.jk).

m,;, = min (3,

Dar aceastd observatie nu afecteaza relatiile (inegalitatile) scrise pana acum si nici pe cele
care urmeaza.

C.10.4.3 Din inegalitatea multipla (10.210) si din definitiile celor doua sume integrale
din (10.211) rezulta inegalitatea

m(b, - a,) (b, - ay) (b - ay) < S(f; A, ,(D)) <

_ (10.212)
< S(f5A, (D)) <M(b, -a))(b,-a,)(b; - a;).

Evident, inegalitatile din (10.212) sunt verificate pentru orice diviziune (3-dimensionala)
a domeniului.

C.10.4.4 Sa mai observam, ca pentru domenii ¥V strict incluse intr-un dreptunghi
precum cel din (10.72), este posibil ca sumele din (10.211) sa nu contina exact caite mnp
termeni pentru simplul motiv ca unele paralelipipede elementare 3§, s cadd in afara
domeniului V:

8, pcla;,b1x[a,y,by]x[a;, b1\ V. (10.213)

Dar aceasta situatie nu creaza nici un fel de problema intrucat functia f poate fi usor
prelungita la intregul dreptunghi, dandui-se valoarea 0 pe dreptunghiuri ca cele din
(10.213). Astfel, fiecare suma Darboux poate fi scrisda cu exact mnp termeni, dar
eventualii termeni corespunzatori paralelipipedelor elementare din (10.213) vor fi nuli.

Ca si in preliminariile la definirea integralei Riemann pe axa reala si a celei duble,
pentru o diviziune ca cea din (10.205) a domeniului spatial V si pentru o alegere oarecare
a unor puncte intermediare in paralelipipedele diviziunii,

(&/m;G) €8, — §elx, x], nely, 1yl &G elz 2],  (10.214)
se poate scrie suma Riemann corespunzatoare :
D

E(f3A,, (N, (EHZ) =2 Y Y &m0 G- %) (- v, @ 2.

i=1j=1k=1
(10.215)

Cureferire la inegaliatatea multipla (10.212), o astfel de suma Riemann se va incadra exact
intre cele doua sume Darboux, in virtutea inegalitatii (10.210).
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Pentru a se ajunge la definitia integralei triple cu ajutorul sumelor integrale este
necesara — ca siin cazul integralelor definite pe R sau al integralelor duble — considerarea
normei diviziunii din (10.205), in determinare reciproca (,) cu normele diviziunilor din
(10.202) :

V(A X A, xA,) = max V-2 )2+ (-9, )% + (20— 2 )2 (10.216)
I’J’

Conditionarea mai sus mentionata revine la implicatii / echivalente de forma celor de la
pag. 349 :

VA, XA ) >0 & [v(A) >0 & v(A) >0] = m,n> +. (10.217)

Normele diviziunilor pe cele doua intervale de pe axe sunt definite (de obicei) exact ca in
(10.88) la pag. 357, dar reamintim acea definitie, extinsa si la a treia variabila :

v(4A,) = max(x; - x;_ ), V(A ) =max(y; -y, ;), V(A)) =max(z, - z;_;). (10.218)
i j k
In (10.217) & (10.218) nu am mai pus in evidentd numirul intervalelor celor doud diviziuni.

Definitia 10.4.1. Dacd pentru orice € >0 existaun 6(e) = 8 > 0 astfel incat pentru
orice diviziune

A, (V) =A,xA xA eDIV,,

V(A,,,)<d = S(fs A, (D) -S(f;A,, (D)) <e (10.219)

atunci functia f este integrabila pe domeniul spatial V. O

Aceasta definitie reprezinta criteriul de integrabilitate al lui Darboux pentru integrala
tripla. Proprietatea de integrabilitate se poate defini (sau caracteriza), la fel ca in cazul
integralei definite in R sau al integralelor duble, si prin intermediul sumelor integrale de

tip Riemann. Am prezentat o astfel de suma in (10.215).

Definitia 10.4.2. Daca exista numarul L € R astfel incat, pentru orice diviziune

Ax, oz (V) =A_x Ay x A, € DIV, siorice 3-vector de puncte intermediare (2,H, Z),

lim Z(f;A
v(A >0

(D), (E,H,Z)) =L (10.220)

X,Y,2
x,y,z)

atunci functia f este integrabild pe domeniul plan D iarlimita din (10.220) este valoarea
integralei, notata
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ffff(x’y’z)dxdde- (10.221)
4

0

Se pot da exemple de aplicare a acestor doua definitii spre a se verifica integrabilitatea
unei functii de trei variabile pe un anumit domeniu, respectiv pentru a se calcula chiar
valoarea unei asemenea integrale duble ca limitd a unei sume integrale Riemann triple, ca
cea dn (10.215). Dar in cele mai multe aplicatii practice intereseaza modalitatiile practice
de a calcula integralele triple, folosind formule similare cu formula Newton-Leibniz de la
integrala definitd din R (a se vedea sectiunea / capitolul 9.2).

Formulele pentru calculul unei integrale duble depind in mare masura de forma
domeniului plan pe care trebuie calculata integrala. Cel mai simplu caz este

T.1 | Domeniu paralelipipedic. In acest caz, incluziunea (nestricti) (10.202) este chiar o
egalitate :

V=Ila,blxla,,b,]1%[a,,b;], a;,<b,, i=1,3. (10.222)

Integrala tripla (10.221) pe un asemenea domeniu se poate scrie sub forma

by by by

ff ff(x,y,z)dxdydz. (10.223)

4y a, 8,

In (10.223) se foloseste o simpli notatie, care insi nu indici efectiv modul de calcul al
integralei. Trebuie aleasa o anumita ordine de integrare : de exemplu, se poate calcula mai
intai integrala din f(x,y,z) in raport cu a treia variabili z, pe intervalul [a5,b;];
rezultatul vafiofunctie g(x,y) careseintegreaza apoi, caintegrala dubld, pe dreptunghiul

[a,,b,]1%][a,,b,] obtinandu-se valoarea integralei. Aceastd modalitate de a calcula o
integrala tripla prin culculul succesiv a doud integrale definite simple se numeste (in unele
manuale / culegeri de ANALIZA) iterare a integralei triple. Evident, existd mai multe
modalitati de a calcula o integraala tripla. Alternativ (fata de varianta tocmai prezentata),
integralaa interioara poate fi o integrala dubla in raport cu doua dintre variabile, iar cea
exterioara va fi o integralad simpla in raport ca variabila ramasa.

Prezentam prima alternativa, impreuna cu cate o notatie specifica, intrucatva abuziva,
dar care precizeaza variabila / variabilele in raport cu care se face integrarea pe fiecare
interval / domeniu.
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by by by by by by

[ [ [feyzizayaz= [ [| [ feyz)dz]ixdy -

not

Ay 8y A3 a4y 4, 43
by b, b,
= [[axdy [f(x,y,2)dz. (10.224)
a4y 4y az

Daca prima integrare se face dupa x,y iar cea extrerioara dupa z atunci ordinea
operatiilor de integrare se poate pune in evidenta sub forma

by b, by b, b, b,
[ [ [fayzaxayaz= [| [ [ f(xy,2)dxdy|dz -
f1 82 A a, a; a, no
by by by
= [dz] [ f(xy,2)dxdy. (10.225)
8 010

Alegerea unuia sau altui mod de calcul iterat al unei integrale triple pe un paralelipiped
este, in principiu, arbitrard. Dar se poate opta pentra una sau altd ordine de integrare
avand in vedere si natura (adica expresia analitica a) functiei f(x,y,z) : este posibil ca
gasirea unei primitive in x — in vederea aplicarii formulei Newton-Leibniz — sa fie mai
facila decat gasirea unei unei primitive in y, sau invers. Mai mult decat atat, este posibil
ca una dintre primitive sa nu fie exprimabila prin functii elementare, sau determinarea ei
sd fie mai dificild. In ce priveste integralele duble care intervin atat in (10.224) cat si in
(10.225), ele se calculeaza asa cum s-a explicat in sectiunea precedenta 10.3 — Integrale

duble, pag. 358-359.
Inainte de a oferi doui-trei exemple, si semnaldm si cazul particular, foarte avantajos

in aplicatii, cand functia de integrat este o functie separabila, adica se poate scrie ca
produs de functii, una de variabila x, a doua in variabila y iaratreiain z:

f(x,y,2) = o(x)w(y)n(z). (10.226)

In acest caz, integrala pe un paralelipiped de forma (10.202) va fi egali cu un produs de trei
integrale Riemann simple. Se poate spune ca integrala tripla dintr-o functie separabila
este factorizabila :
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by b, by b, b, b,

[[ [leG)w()n(z)]1dxdydz - fcp(x)dx f w(y)dy - fn(Z)dz (10.227)

4y 4y 83

10.4 E -1 | Exemple de integrale triple pe paralelipipede

XYz
Ex.10.4-1 dxdydz, V=10.11x[0,1]x[0,1]. (10.228
» [l s awdviz, V=101X1011X[0,1]. - (0229

Domeniul este cubul unitar cu un colt in origine, situat in primul octant. Functia fiind
simetrica in cele trei variabile, ordinea de integrare va fi arbitrara. Daca alegem
ordinea de integrare ca in (10.224), integrala se scrie sub forma

11

xyz Xyz
fff(1+x Y dxdydz—ffdxdyf(1+x -y ) dz. (10.229)

De sub integrala interioara din (10.229) se pot scoate in factor (sub integrala exterioara)
produsul x y iar primitiva integraleiinterioarein z vafi -1/6 dintr-o functierationala,

dar cu puterea de la numitor =3:

fl xyz d 1 1 z=1
zZ = - — =
5 (1+x2+y2+22)4 6 (1+x2+y2+z2)3
_ 1 1 _ 1 (10.230)
@+x2+y?)®  (1+x2+y?)?] '
11 1 YUz
(10.229) & (10.230) = ffdxd f Y dz =
(1+x2+y2sz2)
1 1 1
y y
= = - dy|xdx =
6of of( (1+x?+y?)° (2+x2+y2)3]
1 =1
1 1 1 Y
_iof (2+x2+y2)2_(1+x2+y2)2 xdx =
y=0




2x . X
(3+x) (2+x2)2 (1 +x?)2

dx =

11
=£0f

1
- |
48 ; 48 4 3 2 192

Cititorul este invitat sa detalieze calculele si sa incerce calculul acestei integrale cu o
alta ordine de integrare.

=i(%_1+1_1+z_1)=;_

3+x2 2+x 1+x

Ex.10.4-2 fffoexz*Z«"coszz dxdydz, (10.231)

V=[0,1]1x[1,2]%[0,=/2]. (10.232)

Functia de integrat din (10.231) este separabila iar domeniul de integrare este un
paralelipiped, deci se poate aplica factorizarea din (10.227).

2 n/2

1
ff 2xe* "Weoslzdxdydz = f2xex2dx-fe2ydy-fcos2zdz =
0 0

1

2]1 1[ 2 ]2 1 1.
= x L y L +_
[e 0" 5 le] 5|zt sin2z

o_.4

n(e’ - e?)
— 5

T.2 | Integrale triple pe domenii mai generale

Domeniile din spatiul 3-dimensional (3D) pe care se pot considera integrale triple pot fi
foarte diverse ca forma, implicit si caracterizarile lor analitice vor fi variate iar o prezentare
(mai mult sau mai putin) sistematica a acestora ar consuma prea mult spatiu. Cateva
domenii spatiale tipice vor interveni in exemplele care urmeaza. Mentionam totusi
domeniile avand frontiera dV formata din plane, cazin care domeniul este unul poliedral,
un caz particular al acestora este cel al domeniile paralelipipedice, ca in cele doud exemple
anterioare. Un alt caz este acelain care 9V este o suprafata cuadrica precum elipsoidul,
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hiperboloizii, paraboloizii, cilindrii sau conurile, eventual o portiune dintr-o astfel de
suprafata completatd cu unul sau mai multe plane, eventual chiar plane de coordonate :
(xOy), (xOz) sau (y Oz). Forma domeniului de ingerare si caracterizarea / carac-
terizarile analitice ale frontierei sale vor fi esentiale pentru stabilirea limitelor integralelor
simple sau duble ce vor interveni in calculul integralei triple, prin metoda iterarii.

Vom incerca o prezentare cat mai generala a cazurilor care pot interveni. Prin analogie
cu trapezele curbilinii ca domenii generale pentru integralele duble, orice domeniu spatial
poate fi considerat ca avand proiectia pe unul din planele de coordonate un domeniu plan D
iar volumul respectiv sa fie limitat — in directia ortogonald pe respectivul plan de
coordonate — de doua suprafete simple in raport cu aceasta directie si netede, eventual pe
portiuni. Pentru a face mai clara acesta descriere cam generala, consideram cazul

DcR? = (x0y), D =Proj,,,V & (10.233)

V={(x,y,z) e R®: (V (x,y) € D) @,(x,y) <z <@,(x,y}. (10.234)

Cele doud functii de x,y care intervin in (10.234) reprezintd analitic doua suprafete
presupuse a fi simple in raport cu axa (O z), ceea ce Insemana cd orice dreaptd verticald,
adicd paraleld cu (O z), intersecteaza fiecare din cele doud suprafete in cel mult un punct.
Putem descrie aceste suprafete prin

(S,) = {M(x,y,2) €R®: (¥ (x,y) € D) z =¢,(x,Y),

s (10.235)
(S;) = {M(x,y,2) €R®: (V (x,y) € D) z =, (, ).
Rezultd din aceste doud caracterizari analitice ca toate punctele suprafetei (S,) sunt
situate sub punctele suprafetei (S,).

In unele aplicatii (exercitii) ecuatiile analitice ale celor doui suprafete sunt date, dar
in alte cazuri suprafetele sunt descrise doar geometric iar ecuatiile lor trebuie deduse /
scrise de cel ce abordeaza un asemenea exercitiu. Sa incheiem aceastd descriere care tine
mai curand de GEOMETRIA ANALITICA cu o interpretare a (frontierei) domeniului de
integrare ca fiind formata dintr-un cilindru cu generatoarele verticale || (Oz), avand
drept curba directoare in planul (xOy) frontiera domeniului D :

(I') =0D c (xO0y). (10.236)

Evident, curba-frontiera din (10.236) este presupusa a fi neteda, cel putin pe portiuni, si
reprezentabila analitic printr-una sau mai multe ecuatii. Alternativ, curba frontiera a
domeniului D poate avea o reprezentare parametrica. Aceste aspecte au fost discutate si
in sectiunea precedenta, 10.3 — Integrale duble. Volumul pe care se face integrare este
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situat in interiorul cilindrului si este marginit inferior / superior de suprafetele
(S;) & (S,), respectiv. In conditiile unei integrale pe un domeniu ca cel tocmai descris,
inclusiv prin ecuatiile (10.234) & (10.235), integrala tripla se va calcula cu formula

2(x,»)
ffff(x,y,z)dxdydz _ ff[(p fyf(x’y,z)dz dxdy. (10.237)
v D ¢z

Sd mai mentionam cd natura, deci forma curbei directoare (I') = D c (x Oy) poateficat
se poate de diversa. De exemplu, ea poate fi o linie poligonala, o reuniune de arce de curba
netede etc. etc. Exemplele ce urmeaza vor ilustra diverse situatii.

x>0,y>0,z>0,

x+y+z<1. (10.238)

_ z3dxdydz V- {
Ex.10.4-3 fof(y+Z)(x+y+Z),

Se constata cu usurinta ca domeniul de integrare este un tetraedru tridreptunghic, cu
unghiul triedru drept avand varful in origine si cele trei muchii concurente in acest punct -
segmente de lungime situate pe cele trei axe de de coordonate. Triunghiul care inchide
tetraedrul este unul echilateral. Folosind o notatie specifica notiunii de simplex, ceea ce si
este acest corp, putem scrie

V=[0ABC] cu 0(0,0,0), A(1,0,0), B(0,1,0), C(0,0,1). (10.239)

Din aceasta caracterizare rezultd cd domeniul plan pe care se proiecteaza volumul este
triunghiul (mai exact, simplexul triunghiular) dreptunghic

D =[0OAB]c (x0y). (10.240)
Din aceasta incluziune (10.240) rezulta si suprafata inferioara,

(5,) =(x0y):z=0 = ¢,(x,y)=0. (10.241)

Suprafata superioard este planul triunghiului echilateral anterior mentionat, deci ea se
poate scrie si caracteriza analitic sub forma

(5,) =(ABC):z=1-x-y = 0 = @,(x,y) =1-x-y. (10.242)

Aceasta alegere corespunde descrierii unui domeniu spatial anterior discutat, dar mai exista
si alte doua posinilitdti analoage. Alegerea ca prima integrare sa se faca dupa variabila z
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nu este cea mai adecvata intrucat aceasta este prezenta in trei factori (la numarator si la
numitorul functiei rationale de sub integrala), iar descompunerea acestei functii in fractii
simple ar implica un efort inutil. Alternativ, se poate alege domeniul plan

D =[0OBC]c(yOz). (10.243)
Din aceasta incluziune (10.243) rezulta si cele doua suprafate care limiteaza volumul :

(5, =(y0z): x=0 = Yy, (y,z)=0; (10.244)

(S,) =(ABC):x=1-y-z = 0= y,(y,z)=1-y-z. (10.245)

In consecinta, se poate incerca integrarea cu formula

ljlz(yZ)
(s s 1] [ e radara
D (3.2 (10.244-245)
1-y-z
- [[ = [ f—+d+ dy dz =
[OBC]y o Xtyrz
1- : ' zz3ln(y +2)
ff 1n(x+y +z)] Y idydz = - fdzf dy
y+z iz
[0BC] : :
1 1 2 y=1- 4 1 : 312
= -5 [ e2)]) 0 Tdz = 5 [ 20 Inzda (10.246)
0

Integrala Riemann simpla din (10.246) se poate calcula cu metoda IPP (prin parti). Se
poate nota integrala din (10.246) cu I si

du=zlnz,
u =In?z, 4
= 4 =
dv=z3%dz v =
4
1/ 11z o1
= I=50fz3ln22dz —E[Tlnzz]o —Zofz31n22dz]. (10.247)

Primul termen al expresiei din (10.247) a integralei nu este o simpla variatie a produsului
respectiv de functii Intrucat acesta se anuleaza evident in limita superioara in timp ce
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“valoarea” sa in limita inferioara este de fapt o limitd cunoscuta (se poate revizita si
sectiunea Limite de functii) dar ea se poate calcula efectiv, de exemplu cu regula lui
I'Hospital :

4 In%z 1 Inz 1

z
lim—In?z = — lim—— = - — lim— = — limz?2 = 0. 10.248
z%0 4 42\0 Z_4 82\0 2_4 32 zN0 ( 4 )

Din (10.247) si din limita (10.248) se ajunge la ecuatia

%I =0 = I=0. (10.249)

Nota. In culegerea de probleme [D. Flondor & N. Donciu, Vol. II, 1979], de unde a fost
preluat acest exercitiu, se ajunge (in cadrul raspunsului de la pag. 334-335) la expresia
(10.246) a integralei dar apoi se aplica substitutia Inz =t cu care se regaseste valoarea
integralei din (10.249), trecand printr-o integrald improprie pe interval nemarginit.
Consideram ca utilizarea limitei din (10.248) si a a ecuatiei din (10.249) reprezinta o
variantd preferabild. Cititorii interesati sunt invitati sa verifice calculele care au condus la
expresia din (10.246) si la valoarea finala.

0<z

x2+y2<1,x>0,y>0
Ex.10.4-4 dxdydz, V: ! ! ! 10.250
T 0250

Domeniul de integrare este sfertul de cilindru circular drept (vertical) de raza unitara,
centrat in origine, limitat inferior de planul de coordonate (x O y) si limitat superior de
planul paralel cu acesta (z =1). Pe de alta parte, functia de sub integralad este evident
separabild dar domeniul de intergare nefiind prismatic (adica paralelipipedic), integrala nu
se poate factoriza ca produs de trei integrale. Totusi, ea se poate scrie ca produsul dintre
o integrald dubla si o integrala Riemann simpla :

I=fffxydxdydz =ffxydxdy'f1dz =ffxydxdy. (10.251)
v D 0 D

Integrala dupa z era una banald, iar domeniul plan din ultima integrala ce intervine in
(10.251) este sfertul de disc circular unitar centrat in origine. Este asadar naturala trecerea
in coordonate polare : a se vedea formulele (10.118) si (10.122) dela pag. 366 & 367, pe care
le reamintim gi le adaptam la sfertul de disc din (10.250) :

= € (0,11,
{x pcos®, cu {P ( 1

10.252
y = psin® 0e[0,m/2]. (10.252)
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Jacobianul schimbarii de variabile este

D(x,y) |op a6
D(p,0) |9y 9y

=p. (10.253)

cos® -psin6
sin@ pcos©

Din (10.252) & (10.253), integrala din (10.251) este

1 n/2

I=..=[[xydxdy=...= [p?dp- [cosBsinBd6 -
D 0 0
/2 1

[sin?0]5 " = 2

NG
N | =

D.3 | Integrale triple rezolvabile prin schimbari de variabile.

Pentru calculul anumitor integrale triple este necesara trecerea de la variabilele cartesiene
uzuale (x,y,z) laaltevariabile, de exemplu (¢, u,v). O astfel de transformare este de
forma

x=x(t,u,v),

y=y(t,u,0), (10.254)
z=z(t,u,v).

Sub integrala in noile variabile («, v) vaaparea ca factor jacobianul acestei transformari,

ot Jdu Ov
D(x,y,2) |3y 3y 2y

- 10.2
D(t,u,v) ot du dv (10.255)
9z 2z oz
ot du OJv

La fel ca i in cazul integralei duble, intr-o astfel de schimbare de variabile este esential si
modul in care se transforma domeniul de integrare. Daca domeniul “initial” de integrare
este, ca in formula (10.221), V sinotam cu W domeniul variabilelor (t,u,v) atunci
legatura intre cele doua domenii de integrare se poate scrie sub forma
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V=(x,y,z) (W) (10.256)

unde (x,y,z) nu este, de aceasta datd, un triplet de variabile independente ci o functie
vectoriala in variabilele (¢, 4,v) cu componentele din (10.254).

Cu aceste precizari, formula de schimbare a variabilelor in integrala tripla se poate scrie
sub forma

ffff(x,y,z)dxdydz =
v

(x,y,2)

- g Flx(t,u,v),y(t,u,v),z(t,u,v)] Zl))(t,u,v) dtdudv. (10.257)

Una din cele mai cunoscute (si folosite) schimbari de variabile in integrala tripld consta
in trecerea de la coordonatele cartesiene la cele sferice. Daca integrala este scrisa in
coordonate cartesiene, inraport cureperul standard (O;x,y, z), formulele delegdtura (de
la coordonatele sferice la cele cartesiene) sunt

x = psinBcos ¢, p=d(0,M), p € [0, +x),
y = psinBsing, unde b=<k,(OM)), 6€[0,], (10.258)
z = pcosB ¢ =<(i,(OM")), @ € [0,2m).

In formulele (10.258) M este un punct curent din spatiu, M' este proiectia acestuia Jn
planul de coordonate (xOy), (OM) & (OM') suntsemidrepte care unesc originea
cu puctele respective iar i & k sunt bine-cunoscutii versori ai reperului cartesian
ortonormat. Cele trei coordonate sferice (p, 0, ¢) reprezinta, asadar, distanta dela origine
la punctul curent, unghiul dintre versorul semiaxei verticale (O z) sivectorul de pozitie al
punctului curent M si — respectiv — unghiul dintre versorul semiaxei (O x) si vectorul
de pozitie al proiectiei M 'a punctului curent M in planul orizontal de coordonate. Din
aceste definitii geeometrice ale ceelor trei coordonate sferice rezulta si intervalele pentru
fiecare din ele, precizate in (10.258). Se poate afirma ci intreg spatiul R® este imaginea
prin transformarea (10.258) a domeniului prismatic semi-infinit

[0, +») x [0, m] x [0,2m). (10.259)

Corespondenta intre tripletele de coordonate cartesiene si cele de coordonate sferice este
biunivoca : ele se determina reciproc, in mod unic. Se pot scrie si formulele de trecere de
la coordonatele cartesiene la cele sferice, deci cele care definesc inversa transformarii din
(10.258).
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Jacobianul transformarii (10.258) se poate calcula imediat :

ox ox 0x
op 90 OJv
D(x,y,z) |dy 8y dy

D(p,8,9) |0p 36 d¢ . .
9z 9z oz cosOsing -psin® 0

dp 00 d¢

sinBcosp pcosBOcos@ -psinbOsing

=|sinOsing pcosOsing psinOcose | =

sinBOcosp cosOcos¢@ -sinOsin@
= p?|sinOsin@ cosBsing sinBcose |=
cos 0 -sin O 0
= p?(cos?0cos?@sin® + sin®Osin?¢@ + cos?HsinOsin?¢ + sin®6 cos? @) =
= p?(cos*0sin 6 + sin®0) = p?(cos?O + sin’0) sin O = p?sin 0. (10.260)

Prin urmare, o integrala tripla rezolvabila prin trecerea in coordonate sferice va putea fi
calculata cu formula ce deriva din formula mai generala (10.257), transformarea (10.258)
si jacobianul din (10.260) :

ffff(x,y,z)dxdydz =
14

= ffff(psinecoscp,psinesin(p,pcosﬁ) pisin@dpdOde. (10.261)
w

In aceastd fomuli (10.261) nu am specificat limitele pentru cele trei integrale dupi p, 0,
respectiv ¢. Daca domeniul initial este o sfera completd de raza R atunci limitele vor fi

0O<ps<R,0<0<m, O0<¢<2m. (10.262)

Daca (insd) domeniul V este o parte dintr-o sfera sau, mai exact, din bila de raza R,
intervalele pentru cele dou# unghiuri vor fi modificate corespunzitor. In toate cazurile,
noul domeniu de integrare W din spatiul coordonatelor sferice (p,0,@) este un
paralelipiped ceea ce - iIn multe cazuri - face mai simpla obtinerea valorii integralei.

Inainte de a oferi cateva exemple, si mai observiim ci trecerea de la coordonatele
cartesiene (x,y,z) la cele sferice (p,0,¢) este analoaga cu trecerea de la (x,y) la
coordonatele polare, in cazul integralelor duble. (§ 10.3, pag. 366-367).
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Ex.10.4-5| [[[(x?+y?+ 2z} dxdydz, (10.263)
vV

2 2 2
V:{x ryTrzts2, (10.264)

x>0,y>0,z>0.

Domeniul de integrare este sfertul de “bila” sferica de raza R = /2 situat in primul
octant al spatiului. Este deci naturala trecerea in coordonate sferice. Schimbarea de
variabile este

x = psinOcos @, pe[O,\/E],
y =psinBsing, cu 0e[0,n/2], (10.265)
z =pcosH @€ [0,m/2].

Deci domeniul V din (10.264) este imaginea prin transformarea (10.265) a paraleli-
pipedului [0, \/E] x[0,m/2]%[0,/2]. Cuformula (10.261) adaptatd la limitele din
(10.265) si functia din (10.263), integrala (pe care o putem notacu I), devine

VE /2 /2
I- fdep°fsinGd9'fd(p=
0 0 0

. 01° .E:E.
[COS ]n/2 2 2

p4]ﬁ

0

2 2 2
rryosan (10.266)

Ex.10.4-6 x2+y) 2gxdydz, V:
f!f( ) Y 0<z<2a-x-y.
Domeniul este o portiune din cilindrul vertical de raza R =a centrat in origine,
limitatd inferior de planul de coordonate (x Oy) silimitat superior de planul

(p): x+y+2z<2a. (10.267)

Pentru aceasta integrald, cea mai oportuna schimbare de variabile este trecerea in
coordonate cilindrice, avand in vedere si forma domeniului de integrare. Aceasta
transformare revine la trecerea de la coordonatele cartesiene cartesiene (x,y) la cele
polare (7, ®) inplanul (x Oy) intimpcevariabila z nuseschimba (variaziliberin R).
Formulele de transformare sunt
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X =rcoseg,

y=rsing, (10.268)
z€eR.

Intervalele pentru cele doud coordonate polare sunt exact ca in (10.258). Jacobianul
transformarii este

D cosg -rsing O
X,Y,z
w =|sing rcos¢@ O|=r. (10.269)
D(p,¢,2)

0 0 1

Pentru domeniul de integrare din enunt, intervalele de variatie pentru cele trei coordonate
din (10.268) sunt

O<r<a,0<¢<2m, 0<z<2a-x-y. (10.270)

Avand in vedere limita superioard pentru a treia variabild, care depinde de primele doua,
este normal ca integrala interioara sa fie in raport cu z in timp ce domeniul integralei
duble dupd (x,y), D, vafidiscul derazd a centrat in origine :

2a-x-y
fff(x2+y2)”2dxdydz=ff(x2+y2)”2[ f dz |dx dy =
4 D 0
= [[(x*+y)"22a-x-y)dxdy =
5 (10.268-270)
a 2n
= frz[f(Za - rcos @ - rsin(p)dp]d(p =
0 0
a 2 aS a4
= Ofrz[bf(Za - 7Cos @ - rsin(p)dp]d(p = ?-45111 -1, =4n? -1,
unde
a 2o 4
I,-=- fr3dr- f(coscp+sin(p)dcp = —%[sin(p —coscp]érI = 0. (10.271)
0 0

Rezultd cd valoarea integralei este I =4ma®/3 intrucat integrala I , din (10.271) se
anuleaza datorita periodicitatii functiei trigonometrice, avand variatia nula intre 0 si
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2.

dxdyd 2 25220,
Ex.10.4-7 fff reyaz , V: x2+y2>z> (10.272)
T N

Domeniul de integrare este intrucatva asemanator cu cel al integralei precedente, din
(10.266). El este situat in interiorul cilindrului circular unitar centrat in origine, in
semispatiul (z>0) si este limitat superior de un paraboloid de rotatie. Ca si in cazul
precedent, calculul acestei integrale poate fi facilitat prin trecerea in coordonate cilindrice,
cu formulele (10.268) & (10.269). Intervalele de variatie pentru cele trei coordonate
cilindrice sunt precizate prin inegalitatile

Osrsl,Oscps2n,Oszsx2+y2. (10.273)
Ca de obicei, vom nota integralacu I.

(10.268-269) & (10.272-273) =

2

x2+y
= I=ff[ f (x2+y2+22) 324z |dx dy. (10.274)
D 0

Integrala interioara din (10.274) este o integrala irationala in raport cu variabila z si
anume o integrala binoma. Dar determinarea ei poate fi mai simpla daca se trece in
coordonatele polare, de la (x,y) la (r,¢), chiar in acest stadiu. Cu schimbarea de
variabile (10.268-269) integrala din (10.274) devine

2

I-= ff[ f(r2 +22) 324z \rdrde. (10.275)
D 0

Se poate aplica o substitutie specifici acestui tip de integrale, cazul 3° din substitutiile lui
Cebysev :

2 2 2
T 22 42 oy 245224252 o g2 =r2(t?2-1)"1 > (10.276)

2 2 _

z t° -1
Soz=r(t2-1)V2 5 dz-= -%(t2 S22 dt=—r(#2-1)2¢dt.  (10.277)

Cu substitutia din (10.276), functia de integrat devine
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(r2+22)/2 = (t2)% = (r) 2 (12 - 1)%/2.

Noile limite de integrare rezulta din (10.276) :

1 5 z=0 = t=+0,
=—yro+z° =
z

z=r2= t=y\r2+1/r.
(10.277), (10.278) & (10.279) =

m/r
= J(r) = [ (-1 [-r (1?2 -1) /28 ]dt -

1 | 1 [1]Vr2e1/r 1
£2 2| ¢
\/r2+1/r

r

(10.275) & (10.280) =

2n
= I= ff rdrd(p fmdr°ofd(p=

Drr+

x[In(r +r2+1)], = 27In(1 +2).

+oo ryr?+1

(10.278)

(10.279)

(10.280)

(10.281)

(10.281)

Comentarii. In penultima expresie din (10.280) s-a tinut seama de semnul primitivei lui
1/ t2 prin inversarea limitelor variatiei acesteia. In calculul integralei din (10.281) a fost
luat in considerare si jacobianul transformarii din (10.269),dela (x,y) la (r,¢). Din
punct de vedere geometric, mai putem observa ca cele doua suprafete se intersecteaza pe

cercul

(T) ={(x,y,2): x*+y?=1 & z =1}

iar suprafata superioara, adica paraboloidul de rotatie, este tangenta la discul inferior in

origine.

Cititorii sunt invitati sa detalieze calculele, in special cele cu determinarea primitivei

din integrala binoma.

10.4 - A | Integrale triple - Exercitii
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10.4 A -1 | Se cere calculul integralelor ce urmeaza pe domeniile indicate.

x+y+z<l,
4A-1.1| 1 - [[[x+y)zdxdyd:z, V1 x20.y20.250.
Vv
4A-1.2 | 1,- [[[eos(x + )tgzdxdydz, ¥ =[0,m/2]%[n,3m/2]%[0,n/4].
Vv
x?+y?+z?<a?,
- 2 :
4A-1.3 I —ffZ dxdydz, V. x2+y?+z?<2az.
!
x?+y?+z?<a?,
4A—1.4 [4:fff(x2+y2+22)dxdydz, V. {y2+22£x2’x20.
!
xt+y?<2z,
4A-1.5| I - [[[(x*+y?)dxdyd:z, v { 0<z<2
Vv
x2 y2 ZZ
4A-1.6 | I - [[[x*dxdyd:z, Ve et
Vv

10.4 A - 2 | Pentruintegralele de maijos sa se descrie geometric domeniile de integrare.

az—xz

4A-2.1 fadx [ ay f f(x,y,2)dz.

.

4A-2.2 fadz fadx fa}(x,y,z)dy.
0 0 0

10.4 A -3 | Sa se calculeze integralele de mai jos prin trecerea in coordonate sferice.

4A-3.1 I, =fff(x2+y2+22)”2dxdydz, Ve x?+y?+zi<z.
v
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1 V1«2
4A-3.2 I, = fdx f dy f z2dz.
0 0

4A-3.3 ]3=fff\/x2+y2+zzdxdydz, V:x?+y2+z2 <R?.
v

10.4 A -4 | Sase calculeze integralele de mai jos prin trecerea in coordonate cilindrice.

x?+y?-2x<0,
y>0, 0<z<I.

4A-4.1 I, =ff (x2+yH"2dxdydz,
v

x?+y?<2z,
& x2+y2+zzs8.

4A-4.2 ]2:fff(x2+y2)”2dxdydz,
v

2 2
dxdydz {x ryr=z,
4A—43 I, = , V. 2 2
e

Raspunsuri - recomandari pentru rezolvare

4A-1.1 Domeniul de integrare este tetraedrul tridreptunghic, cu varful unghiului
triedru drept in origine, intalnit siin exemplul Ex.10.4 -3 : el se poate nota
casiacolo, V =[O A BC] iar suprafetele inferioara / superioara sunt cele din (10.2410)
& (10.242), cu domeniul plan triunghiular D = [OAB] c (x Oy).

1-x-y

Il=fff(x+y)zdxdydz= ff(x+y)[ fzdz]dxdy=
v 0

[OAB]

1
_1 24y = ... = L
—Eofdx 0f(x+y)(1—x—y) dy—...—60.

Cititorul este invitat sa detalieze calculele care conduc la aceasta valoare.

4A-1.2 Domeniul de integrare este un paralelipiped, deci intervalul de
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integrare dupa fiecare variabila va avea limite constante. Mai mult decat atat, functia-
integrand se poate rescrie (pe baza undei identitati trigonometrice) ca o diferenta de functii
separabile, deci integrala va fi o diferenta de produse de cate trei integrale simple.

cos(x +y) =cosx cosy - sinx siny =

n/4
=1, =ff(cosxcosy -sinx siny)dxdy - ftgz dz =
D 0
=%an([sinx}g/z-[siny]in/z—[cosx]g/z-[cosy]in/z)=... =In2.

Cititorul este invitat sa detalieze calculele care conduc la aceasta valoare.

4A-1.3 | Domeniul deintegrare V este situat in interiorul sferei de raza a centrata
in origine dar si in interiorul sferei de aceeasi raza, cu centrul deplasat in
punctul C(0,0,a). Asadar, domeniul se poate scrie sub forma

V =B(0,a)NB(C,a). (10.282)

In (10.282), B(O,a) & B(C,a) reprezinta bilele (inchise) cu centrele in cele doua
puncte. Cele doua sfere se intersecteaza pe cercul

_ _ x2+y2 =3a%/4,
(T) =S(0,a) NS(C,a): z=a/2. (10.283)

Din (10,283) rezulta domeniul plan de integrare pentru integrala dubla,
D={(x,y): x*+y?<3a%/4}. (10.284)

Forma domeniului de integrare induce oportunitatea trecerii in coordonate cilindrice, cu
formulele (10.268) - (10.269).

@,5(x,y)
I, =fffzzdxdydz =ff[ zf zzdz]dx dy. (10.285)
14 D y(xy)

In integrala interioara din (10.285), cele dou suprafete sunt sfera cu centrulin C si sfera
cu centrul in origine, respectiv. Asadar, aceasta integrala este
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Va2-x2-y2
J3(x,y) = f sz2=%[\/(a2—x2—y2)3 —(a—\/az—xz—yz)?’}.
a-va2-x2-y?

(10.286)

Functia irationala din ultimul membru al acestei expresii ar mai putea fi rearanjata prin
amplificari cu expresii conjugate, dar se poate aplica — in acest moment — primul pas al
trecerii in coordonate cilindrice adica trecerea de la (x,y) la (r,@) ca in exemplul
Ex.10.4-7, cu formula (10.268). Se obtine astfel o expresie in r a integralei din
(10.286) :

a~-r

J5(7) = f szz=%[\/(a2—r2)3 —(a—\/(az—rz)e’]. (10.287)
a_vﬂz—rz

(10.284) & (10.287) =

V3a/2 2n
= 13=§ [ [V@*-r®)? —(@-Va2-r2)?|rdr- [do - (10.288)
0 0
20 v3e/2

2 @ ) - - fat ) -
0

V3a/2
:2_; f [(ﬂ2—72)3/2+(\/¢12—r2—a)3]rdr=
0
20 v3a/2
=? f [2(612—1‘2)3/2—3(512—1'2)&1+31/a2—r2a2—a3}rdr. (10.289)

0

In integrala dupa r din (10.288) a fost introdus jacobianul (=) din (10.269). Pentru
calculul integralei din (2.289) este oportuna aplicarea substitutiei

, 9 r=0 = u=a2,
a‘-r"=u| = -2rdr=du & (10.290)
r=y3a/2 = u=a%/4.

(10.289) & (10.290) =
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a2
II
13=...=§ f [u3/2+(u3/2—u)3)]du=... (10.201)
a2/4

431 5 315 5 14 ,

_3 5. _59ma’
4 T 480

a a°+—
5 32 2 16 8

I1
— 10.202
3 (10.292)

Cititorul este invitat sa detalieze calculele care au condus la ecuatiile celor doua suprafete
din (10.286), la expresia integralelor din (10.289) & (10.291) precum si la valoarea din
(10.292).

4A-1.4 Ca si la integrala precedentd, domeniul este inclus in interiorul sferei de
raza a centratda in origine dar siin interiorul conului de rotatie cu varful
in origine, avand ca axa de rotatie (semi)axa (O x) iar generatoarele rectilinii la unghi de
45° fata de aceasta axa sifata de planul de coordonate (y Oz). Asadar,domeniul se poate
caracteriza sub forma

Ve V={(x,y,2):y*+z*<x?<a’-y*-2z% x>0}. (10.293)

Avand in vedere aceasta caracterizare analitica, este natural ca integrala interioara sa se
calculeze dupa x, rezultatul fiind functia-integrand pentru o integrala dubla dupa y, z.
Aceasta din urma se va calcula prin trecerea in coordonate polare, (y,z) = (r,®).

Cititorul este invitat sa efectueze toate calculele (urmand procedurile din exemple si
exercitii anterioare), care vor conduce la valoarea

- 2, .2, 2 . .1 5
I4—f‘[f(x +Y“+z )dxdydz—...—sna (2 -2).

4A-1.5 | Domeniul V are ca frontierd paraboloidul de rotatie cu varful in origine si
(Oz) ca axa de rotatie, limitat superior de planul orizontal (z=2). Se
poate proceda in aceeasi maniera ca la integralele precedente, insa limitele constante fiind
cele pentru variabila z, este normal ca integrala interioara sa fie cea in raport cu aceasta
variabila.

2
I(x,y)= [ dz=2-(x2+y?)/2. (10.294)

(x%+y?)/2
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Integrala (exterioara) dubla va fi

15=ff(x2+y2)[2—(x2+y2)/2]dxdy, (10.295)
D

domeniul plan de integrare fiind discul de razi 2 centrat in origine, D: x ?+y?< 4.
Prin trecerea in coordonate polare, in (10.295), se va ajunge la

2 2o
1
15=fr2[2—r2/2]rdr~fd(p=...=?611. (10.296)
0 0

Cititorul este invitat sa detalieze toate calculele, care conduc la valoarea din (10.296).

4A-1.6 Domeniul de integrare este elipsoidul de semiaxe a, b, ¢ cu originea ca
centru de simetrie si (Ox), (Oy), (Oz) ca axe de simetrie. Pentru un
astfel de domeniu, este oportuna trecerea in ceea ce am putea numi coordonate elipsoidale,
o generalizare a coordonatelor sferice, cele din (10.258).

x =apsinOcos @, p=d(O,N)/d(O,M), pe[0,1],
y =bpsinOsing, unde 0=<k,(OM)), 06€[0,n], (10.297)
z=cpcosB ¢ =<(i,(OM")), ¢e€][0,2m).

In (10.297), M € (E) este punctul curent de pe suprafata elipsoidului (care se obtin din
expresiile coordonatelor (x,y,z) pentru p=1), iar N este un punct curent pe raza
vectoare a lui M. Aceasta prima coordonata elipsoidala este tocmai raportul celor doua
distante. Celelalte doua coordonate unghiulare au exact interpretarea de la coordonatele
sferice, Jacobianul transformarii (10.297) este

asin®cosp apcosbcosp -apsinbsing
D(x,y,z) B

=...=|bsinOsing bpcosOsing bpsinBcose |=
D(p,0, ) P P

ccosOsing -cpsin® 0

sinOcosgp cosBcos¢@ -sin0Osin@
=abcp?|sinBsing cosOsing sinBcos@ |=...=abcp’sinb. (10.298)

cos 0 -sin O 0

Cu (10.297) & (10.298), integrala din enunt devine
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1 I
I :fffxzdxdydz :a3bcfP4dP ' fsmaede‘fcoschd(p. (10.299)
v 0 0 0

Integrala din (10.299) este un produs de trei integrale Riemann simple, care se pot calcula
fara dificultate, ceea ce revine ca exercitiu pentru cititorii interesati.

Se va ajunge la valoarea

a’bc
=1

I
6 15

10.4 A - 2 | Domeniile se vor putea caracteriza interpretand cele trei duble inegalitati
aferente intervalelor de integrare dupa fiecare variabila.

4A-2.1 -a<x<a & - az—xzsyS\/az—xz&\/x2+yzszsa=>

= x2+yzsa2&zzzx2+y2&zsa. (10.300)

Din inegalitatile (10.300) rezulta ca domeniul de integrare este interiorul conului circular
drept limitat superior de planul orizontal (z =a). Acestdomeniu se proiecteaza, in planul
de coordonate (x Oy), pe discul centrat in origine derazd R =a.

4A-2.2 O<x<a & O0<y<yax & 0<z<a =
= Vc[0,1]%[0, +e)x[0,1]. (10.301)

Domeniul din membrul drept al incluziunii (10.301) este o prisma cu sectiune patrata,
semi-infinita spre +e, cu muchiile si planele frontiera paralele cu axa (Oy). Dar
domeniul este marginit intrucat este limitat spre stanga de planul de coordonate (x O z)
iar spre dreapta de suprafata cilindrica, in sens larg,

y?=ax, zeR. (10.302)

Aceasta suprafata din (10.302) este o suprafata cuadrica. De fapt, a treia variabila z, ca
si variabila x de altfel, nu parcurg toata axa reala ci doar intervalul unitar [0, 1]. Deci
domeniul de integrare V este inclus in paralelipipedul [0,1]x [0, Ja ]x[0,1]. Else
proiecteazd, in primul cadran al planului (x Oy), pe un triunghi curbiliniu limitat de cele
doua axe de coordonate si de arcul de parabold ce uneste originea cu punctul A (1, Ja ).

Cititorii interesati vor putea incerca reprezentarea grafica a acestor doua domenii.
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104A-3

4A-3.1 | Domeniul este sferaderazda R=1/2 cucentrulin C(0,0,1/2). Deci ar
putea fi oportuna schimbarea de variabile

x =psinOcos e, pel0,1/2],
y =psinBsing, cu 0 e[0, a],
z-1/2 =pcos0 ¢ € [0,2m].

dar aceasta ar complica transformata in coordonate sferice a functiei-integrand. Alternativ,
se poate aplica trecerea in coordonate sferice cu centrul in origine, cea din (10.268), dar in
acest caz intervalul pentru prima prima coordonata sferici p nu va mai avea ambele
extremitati constante ; cea superioara va depinde de unghiul 0:

x = psinOcos @, p€[0,cosB],
y =psinBsing, cu 0e[0,/2], (10.303)
z =pcosH ¢ € [0,2m].

Corectitudineaintervalelor pentru parametrii p & 6 vaputea ficonstatata de cititordaca
acesta va desena un cerc de sectiune prin sfera S(C, 1/2) cu un plan vertical ce contine
axa (0z).

(10.303) & (10.269) =

cos 0 m/2 20
= I, =fff(x2+y2+z2)1/2dxdydz = fp?’dp fsinGdG fd(p =
v 0 0 0
= e =g%[c0556]ﬁ/2=1—r:). (10.304)

Cititorul este invitat sa detalieze toate calculele, care conduc la valoarea din (10.304).

4A-3.2 | Domeniul poate fi determinat (sau identificat din p.d.v. geometric) intr-o
maniera similara cu cea folosita pentru exercitiul 4 A-2.1 : domeniul plan
D este primul sfert al discului unitarderaza 1 centratin origine (din primul cadran), iar
inegalitatea pentru variabila z este

Vx2+y?<z<y2-x-y? = x2+y?<z?<2-x%2-y2, (10.305)

Deci V este solidul cuprins intre conul circular drept care a mai fost intalnit anterior si
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sfera de razd {2 centratd in origine, intersectat cu primul octant al spatiului. Cele doua
suprafete se intalnesc pe cercul

2 2
x“+y =1,
I:
(T) { s =1 (10.306)
Trecand in coordonate sferice (v. (10.258-260)),
2 2 _ . 22 2 .2

Vyx“+y” =psin0, \/2 x°-y° = \/2 p~sin“0. (10.307)

(10.306) & (10.307) =

2n n/4 v/ 2 - p?sin? 0
> I,= [de [ cos*0sin6dd [ pidp. (10.308)
0 0 psin@

Aceasta integrala din (10.308) nu este una imediata. Integrala dupa ¢ este independenta
de celelalte dous si are valoarea /2. In raport cu celelalte doui variabile, se va calcula
intai integrala dupa p cu valoarea depinzand de 0, iar rezultatul se va integra dupa 6,
impreuna cu cei doi factori care apar sub integrala mediana din (10.308).

Dar, desi pentru aceasta integrald se recomanda trecerea in coordonate sferice (in
culegerea [S. Chirita, 1989, pag. 271], natura functiei-integrand si forma domeniului de
integrare face mai oportuna utilizarea coordonatelor cilindrice, ca in exemplul
Ex.10.4-7. Se va ajunge la o integrala factorizata si anume

n/2 1_+2-,2
I, = fd(p-f[ f zzdz]rdr= :1_1'15(2\/5 -1). (10.309)
0 0 r

Cititorul este invitat sa detalieze toate calculele, care conduc la valoarea din (10.309),
eventual si cu utilizarea coordonatelor sferice. .

4 A-3.3 | Aceastaesteointegralda mult maisimpla si perfect adequata pentru utilizarea
coordonatelor sferice (p,0, @) . Domeniul este sfera de raza R.

2n R n
I, =fff\/x2+y2+zzdxdydz = fd(p-fp?’dp-fsinede = ... =mR*,
v 0 0 0

Se recomanda verificarea acestui rezultat prin detalierea calculelor.
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10.4 A -4 | Se vor putea aplica formulele (10.268) - (10.269).

4A-4.1 | Domeniul V este un semicilindru avand ca frontiera suprafata cilindrica

generatd desemicercul (T): (x-1)>+y2=1, y > 0. Pentrucoordonatele
V sepot transforma in coordonatele polare (7, @) cucentrulfieinoriginea O(0,0), fie
in centrul (semi)cercului C(1,0). Inprima varianti functia-integrandin (7, @) vafimai
simpld, f(rcos¢,rsin@) =r, iar in a doua descrierea domeniului plan D este mai
simpla. Cu formulele mentionate (10.268) - (10.269),

I1 =fff(x2+y2)1/2dxdydz =ffr2drd(p-f1dz =ffr2drd(p _
v D 0 D

/2 2 /2
I cos @ I 16

= fd(p frzdr=§ fcoss(pd(p=... =5 (10.310)
0 0 0

Cititorul este invitat sa detalieze toate calculele care conduc la valoarea din (10.310),
justificand si limitele celor doua integrale simple din primul membru.

4 A-4.2 | Domeniul deintegrare este situat intre un paraboloid de rotatie (ca suprafata
inferioard) si sfera centratiin origine, derazi 2,/2 (casuprafatd superioara).

Domeniul plan D al integralei duble este discul de razd R =2 centrat in origine, iar cele
doua suprafete se intalnesc pe cercul

x2+y2=4,
r):
() { z =2,

(8-x2-y2)i/2
Iz=fff(x2+y2)1/2dxdydz=ff(x2+y2)1/2dxdy f dz. (10.311)
v b (x*+y?)/2
Evident, integrala din (10.311) se va calcula dupa trecerea in coordonate polare, cu
formulele mentionate in enunt. Se va obtine

(8-r2)1/2 2 2
I,=[[r2drde [ dz= [r?[(8-r*)"/2-¢?/2]dr- [de =
D r2/2 0 0
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_ frz[(8—r2)1/2—r2/2]dr-fd(p=2n[fr2(8—r2)1/2dr— fr4/2]dr] _
0 0 0

0 not

= 211[]2 - Kz]- (10.312)

Integrala ], esteirationald sibinoma dar ea poate fi mai facil calculatd aplicAnd substitu-
tia trigonometrica

/4
r=2y/2sint = ... = ], = 64 f sin®t costdt = ... = 2m. (10.313)
0
Integrala K, este mult mai simpla :
1 512 16
K, = 10 [r }0 =5 (10.314)
4n
(10.312-314) = I, = 5 (5m - 8). (10.315)

Cititorul este invitat sa detalieze toate calculele care conduc la valorile din (10.313) &
(10.315).

4 A-4.3 | Domeniul de integrare este un corp de rotatie, situat in interiorul cilindrului
de rotatie de raza 1 cu (O z) ca axa, limitat inferior de discul de raza 1 si
limitat superior de paraboloidul de rotatie

(Prot) sz =x2+ yz.

(10.316)

Prin trecerea in coordonate cilindrice, integrala se poate scrie sub forma

2
) dxdydz ) p 1
I, _fvff¢(1+x2+y2—z)3 - {)frdrd(pof ETTERYE dz. (10.317)

In integrala irationali din (10.317) se poate aplica substitutia

dz=-2udu, =0 = u=yr?+1,

&
(1+7r2-2)/2=1/u? r? = u=1.

N
|

1+r2—z=u2:{ (10.318)

N
1l
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(10.318) = f ;iz 7 =2 f d—L; =..= 2(1 —1/\/72+1 ) (10.319)
g (1+7r7-2) / , U
(10.317) & (10.319) =
1 27' 2
= Is=f[2r— ]dr fd(p=
0 r?+1 0

=2n[r2—2\/r2+1];=2n(3—2\/§). (10.320)

Cititorul este invitat sa detalieze toate calculele care conduc la expresia (10.317) si la
valorile din (10.319) & (10.320).
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