Algebra liniara - I | Subiecte pentru teza - solutii A

A.1| Utilizand vectoriibazei 4 si expresia lui X se obtine

0 3
X = 0 (1); coordonatelelui X in baza 4 sunt X, = -2 . 2)
-1 -1

Coordonatelelui X in baza B se pot obtine cu schema (lantul) de transformari
1/5
[TT|X4] > ..o | Xs]l =X =| -16/5 | 3)
=7/5

In enunt se cere si determinarea vectorului X al coordonatelorin nouabazi B si utilizand-o efectiv pe
aceasta. Se poate aplica formula B = AT care va conduce la

7 0 1
B=[b; by bs]=| 5 -1 3 [, )
-1 2 -4

iar transformarile |:B | X :| ~..~ |:1 3| X B] trebuie sa furnizeze acelasi vector de coordonate ca in

(4). Se poate proceda si la o verificare a coordonatelordin (4) cu cormula BXp = X, acest X fiind cel
obtinutin (1).

A.2| Se vor prezenta cele doud definitii (echivalente) ale unui subspatiu, W < V, inchiderea la

combinatii liniare generale (de m vectori), apoi cele trei operatii cu (doud) subspatii. Wi, Wa Cgpe, Vsl
propozitia privind suma si intersectiaca subspatii. Se va enunta propozitia privind descompunerea
unicd x = x; +x; ; se va enunta si teorema dimensiunilor (a lui Grassmann). Subspatii-nucleu pentru

forme liniare ' : V' — R, respectiv forme biliniaresimetrice f': V' x V' — R, ambele notate .Kerf, sunt
ambele subspatii iar demonstratia este foarte simpla.

subsp

Aplicatie. Se va determina cate o baza pentru W, + W, si W, N W, ; generatorii celor doud subspatii
pot fi notati a;,a, si — respectiv — as,a, iar un vector din W, va fi de forma 1;a; + A,a,; analog
pentru W,. Din cei 4 vectori care genereaza suma trebuie selectatd o baza. O baza pentru infersectie se
va gasi dupad rezolvarea sistemului omogen in (4;,42,43.14) echivalent cu ecuatia
Ai1a; + Arap = Azaz +A4aq. Se va gasi dim (W, nW,)=1. Apoi se va verifica teorema
dimensiunilor(Grassmann) pentru subspatiile spatiului R* mai jos indicate:

A3 | O forma patraticd ¢ : V' — R. se defineste ca fiind asociatd unei forme biliniare simetrice

f:VxV — R; se va prezenta matricea coeficientilorsi expresia analiticd inclusiv in cazul particular
V' = R". Diagonalizreaunei forme patratice insemana aducerea acesteia la o expresie canonica ; se va
scrie o astfel de expresie, in general. Se va defini signatura si se va enunta Teorema de inertie a Iui
Sylvester.

Aplicatie. Din expresia o(X) = 7x} + 7x3 + 10x3 — 2x1x2 — 4x1x3 —4x2x3 (1) se va scrie matricea



acesteia,

7 -1 =2
ETEy=[e] =A=| -1 7 -2 |. )
h 2 210

Metoda Gauss este aplicabild pentru diagonalizareaoricarei Q-forme si constd in gruparea succesiva de
termeni cu formarea unor patrate de functii liniare, prin artificii cu scaderi / adunéri de termeni. Prima

grupare (cu termenii ce-1 contin pe x) se va face dupa scoaterea Iui a;; = 7 ca factor fortat din acesti
termeni :
oX) = 7(x% - %xlxz - %XQQ) + 7x% + 10x§ —4x,x3 =
2
=7|:(x1 —%xz—%m) —4—19 2 _ 449 x% 449 XQX3:|+7.X'2+1OX3 dxyx3 =
_ - 1l _2 48 (2 _2 66 42 -
= ... = 7<x1 7x2 7x32> + => 7 (xz 3 x2x3> + 7
- 48 (1 26 .2
—()+7(x2 3x3)+3x3 3)
Din acesta expresie (3) rezulta trnsformarea care conduce la o expresie diagonald anume
X1 = X1- %xz - %xs,
- 1 ¥ L4852, 26+
(T) X2 = XZ—?)Q, (:3; (P(X) 7 7 )C 3 )C (4)
X3 = X3,

Se constata cd @(X) pozitiv definitd intrucat sgng = (3,0,0).
Metoda Jacobi este si ea aplicabild la diagonalizareaacestei forme patratice, intrucat
Ao=1 si (2) = A1=7 Ay =48, A; =detd =416 =

= ()= TX1+ L7+ 57 (5)
Se observa ca, in expresule (4) si (5), coeficientii sunt respectiv inversi unii fata de ceilalti Metoda
EVYV (a Tranformarilor ortogonale) este — in principiu— aplicabila dar valorileproprii ale matricei 4
sunt A, =8, A, =8—-2J3, 13 = 8+2,/3 iar determinarea vectorilor proprii U,, Us ar fi mai
dificila

A.4| Se recomanda transpunerea matricei endomorfismilui L : V' — V, datd intr-o bazd A, apoi

scrierea polinomuluicaracteristic.:

10 -1 10 -3
Li=| 0 1 1 | =>1Ly=M=| 0 1 -1 |[() =
3 -1 0 " 110
1-2 0 -3
PrA)=detl 0 1-4 -1 |=-AA2-2A+D)+3A-D+1-1= ... =
-1 1 1
=—(A*-2A* - 1+2); 2)



P(A)=0 = (A1 =1, =-1, 23 =2]|. 3)
2)

Cei trei vectori proprii se determina introducand succesiv valorile proprii din (3) in locul variabilei A
din matricea ce apare in al doilea membru al egalitatii multiple (3) si rezolvand sistemele omogene
(echivalentecu) (M — A,/3)U; = 0 cu matricile astfel obtinute.

0O 0 -3
0 0 1 -1 1 0
M—-AI3 = M-Iz = 0 0 -1 - - =
14 -1 1 -1 0 0

1
1
=U=| 1 |[; 4)
0
2 0 3
0o 2 -1 0o -2 1
M-I = M+1; = 0 2 -1 - - =
-1 1 1 -1 3 0
-1 1 1
3
= U= 1 |; (%)
2
-1 0 -3 0 -1 -1
1 0 3
M—l313 =M—213= 0 -1 -1 bl 0 -1 -1 - 0 1 1 =
-1 1 =2 -1 1 =2
-3
=>Us=| -1 |. (6)
1

Vectorii din (4), (5), 6) sunt vectori din R*® care au drept componente coordonatele vectorilor proprii
in baza A4 ; asadar, vectorii bazei canonice B — in care matricea endomorfismuluiva fi diagonalda — sunt

b, = a; +aj,
bz = 3al+az+2a3, (7)
b; = —331—324—33
1 0 0
iar matricea lui L in aceastd bazd B vafi Ly = 0 -1 0 =[1 -1 2]. ®)
0 0 2

Verificarea rezultatului din (8) nu este obligatorie dar este recomandabila Expresiile (7) ale vectorilor
bazei B in functie de cei ai bazei 4 initiale oferd matricea de transformare



1 1 0 -3 1 2
T = 3 1 2 = T!= r3 9 -1 2 |. ©)
-3 -1 2 o 2 2

Cei interesati pot verifica daci inversa din (9) este corecti. In continuare, cu matricea L4 din (1), cu
matricile 7 & T! din (8) si cu formula de schimbare a matricei unui endomorfismla schimbarea bazei

se obtine
1 1 0 1 0 -1 3 1 =2
LB=TLAT‘1=% 301 2 0 1 1 9 -1 2 |=

311 3 -1 0 0 2 2

1 1 0 3 1 2 6 0 0

=4+ 3 -1 =2 9 -1 2 |=+| 0-6 0 |=[1-1 2]=
6 2 2 0 2 2 0 0 12
—[ A2 As].

Asadar diagonalizareadin (8) este corecta.




Algebra liniara - I | Subiecte teza - ghid si raspunsuri

B.1| Din definitianotiunide baza a unui spatiu liniar V' = £(4) rezultd cd orice vectorx € V se poate

exprima liniar, de o maniera unicd, in baza A4 ; in scriere matriceald, x = A X, = XEAT; se va
demonstra unicitatea (vectorului) coordonatelor X4. Se va mai demonstra ca orice doua baze ale
aceluiasi spatiu liniar V" constd din acelasi numar de vectori, care defineste dim /' = dimensiunea
spatiului respectiv (finit generat) ; aceasta demonstratie face uz de o Lemmad pentru care se cere doar
enuntul. Caracterizarile echivalente ale notiunii de bazd implica dimensiunea spatiului ¥, independenta
vectorilor familieirespective 4 si faptul ca 4 este o familie generatoare a spatiului: V' = £(4).

Aplicatie. Se vor scrie — mai intai — coordonatele X4 care rezulta din expresia analiticd data a lui x.
Aplicand formula Xz = T-TX,, care presupune rezolvarea sistemului neomogen de matrice largita /
extinsd |:TT|XA :| , se va gasi

3
-1
Xp=—%| 1 | (1)
2

Corectitudinea acestora se poate verifica revenind la baza 4, folosind matricea de transformare care
este data ; se va regdsi expresia initialda vectoruluix, x = -2a; +a; —2as + aa..

B.2| Intrucat parametrul @ apare in mai multe elemente ale matricei, se va calcula intii determinantul

acesteia, procedand Intéi la obtinerea a trei elemente = 0 pe o linie sau o coloana ; cea mai oportuna
alegere este coloanal-a, deci se vor obtine trei 0-uri sub elementul 1 din coltul de NW (de exemplu). Se
va gisi detA(a) = (a — 1)*(a + 14). In consecinti va rezulta ci rangA(a) < 4 < a € {1,-14}. Se
va constata cd rangA4(l) =2 si rangA(-14) = 3, folosind metoda aducerii matricei la o forma
quasi-triunghiulara (de preferintd). Rezolvand sistemul omogen de matrice A(1) se va determina o
relatie generald de dependenta liniard intre cele 4 coloane, depinzand de 2 parametri reali arbitrari, de
ex. B si y. O astfel de ralatie este (6 + 5y)C1 — (7 +4y)C2 +3BC;3 +yC4. Din ea se pot obtine
oricate relatii de depemdenta particulare dorim, dand valori arbitrare celor doi parametri.

B.3| Din expresia analitici datd ¢(X) = 2cx? +x3 —4x1x, —4xox3 se va deduce matricea 4 a

formei patratice. Metoda Gauss este foarte usor aplicabild dar este necesara scoaterea in factor a lui 2
din termenii care-l contin pe x;.Se va determina o expresie canonicd de forma
p(X)=2x{-x3+47%3.

Metoda transformairilor ortogonale - EVV necesita scrierea polinomului caraczteristic al matricei A
si determinarea valorilor proprii ; acestea sunt

2-2 =2 0
PyA)y=det| 2 1-12 =2 |=.. = (1)
0 2 -2
=—(A3-312-61+8); Q)
PA)=0 = A1 =1, =-2,4;=4]|. (3)

(2)



Rezolvand cele trei sisteme omogene (M — A;13)U; = 0 (j = 1,3) se vor determina cei trei vectori
proprii corespunzatori,

2 1 2
U, = 1 ; Us = 2 ; Us = -2 . “4)
-2 1

Utilizand produsul scalar uzual din R3, U; - U; se va constata ca cei trei vectori din (4) sunt 2 cate 2
ortogonali Pe de alta parte, ei au aceeagi norma:

U= U2 =IUs]= 3. ()
Din (4) si (5) se deduce matricea ortogonald a versorilor proprii,

2 1 2
P=|:l11 u, ll3:|=% 1 2 =2 5 (6)
-2 2 1

Calculand produsul PTAP, cu P din (6) si A scrisd anterior, se va gisi PTAP = diag(1,-2,4), cu
valorileproprii din (3) pe diagonalaprincipald Expresia canonice ce corespunde acestei matrici este

PX) =31 -2%3 +453, %

signatura sa fiind aceeasi cu cea care rezultd din expresia canonicd Gauss : sgne = (2,1,0). Sa mai
precizam ca versorii proprii din (6) constituie chiar baza canonica B = |:u1 u; uj :|, in care

matricea formei patratice are forma diagonald mentionatd iar expresia sa analitica este expresia
canonicd (7).

B.4| Endomorfismele liniare sunt morfisme de la un spatiu V la (in) el insusi, L : V' — V. Daca V'

este generat de o bazd A, deci V = L(4), matricea sa in baza A este unic definitd prin relatia
LAT = L, - A" . Expresia analitici a imaginii unui vector x = 4X, = X; A" in baza 4 este dati de
Lx = XAT Ly + A" ; ca detaliu, punctul din aceastd expresie se poate omite, fiind vorba de produse de
matrici. Scalarul A este o valoare proprie a lui L iar x # 0 este un vector propriu corespunzator
acesteia dacd ei sunt legati prin relatia . In tratarea acestui subiect teoretic se vor defini
multimea S*(A) si subspatiul W(A), se vor enunta proprietatile lor. Se va arata ca orice vector nenul din
cele doud multimi este un vector propriu corespunzator lui A; se va arata ca W(1) = S*(1) U {0} este
un subspatiu, invariant in raport cu L. Se va enunta problema diagonalizarii unui endomorfism L
(prin gasirea unei baze "canonice' B 1n care matricea sa Lp sa fie o matrice diagonald).

Aplicatie. Pentru a determina valorile proprii si vectorii proprii ai endomorfismului L : R* — R? dat
prin matricea sa (in baza canonica £), se recomanda transpunerea acesteia:

1 -1 2 -1 2
Le=| -1 1 =2 |=Lp=| -1 1 =2 |=M )
2 2 0 2 2 0

In acest caz particular cele doud matrici coincid Intrucit matricea Lg era simetrica. In continuare se va

scrie polinomul caracteristic P;(1) si se vor determina radacinile sale, adica valorile proprii ale
endomorfismului asa cum s-a procedat in aplicarea metodei EVV pentru diagonalizarea formei



patratice de la subiectul |B.3| .Se va obtine P4(1) = —A(A? — 2 A — 8) cu radécinile (valorile proprii)

A’l = 05 2'2 = _23 2’3 = 4 (2)
1 -1 1

si vectorii proprii corespunzatori U; = 1 ; Up = 1 ; Us = -1 . 3)
0 2 1

Se va putea verificacd — in baza B = |:U1 U, U3:| — matricea Lg = [ A; A, A3 ] constatind ca se
verifica egalitatea MS = S[A; A, A3, unde S = |:U 1 Uy Us ] . Egalitatea celor doud produse

este echivalentacu relatia de asemanare (similaritate) intre matricea LE si matricea diagonala
[A1 A2 A3 .




Algebra liniara - I | Subiecte pentru teza - solutii C

C.1| Se va prezenta forma generald a unui sistem liniar (de m ecuatii In n necunoscute), echivalent cu

ecatia matriceala AX = b. Se vor clasificasistemele (neomogene/ omogene) dupa vectorul termenilor

liberi b € R™. Se va scrie matricea largitd (sau extinsd) A , relevantd doar pentru sistemele
neomogene. Se va defini multimea solutiilor S = {X € R” : AX = b}. Se vor clasifica sistemele
liniare dupd multimea S a solutiilor (in compatibile / incompatibile, iar cele compatibile in determinate
/ nedeterminate). Se va ardta cd S este un subspatiu, in cazul unui sistem omogen (cu .b = 0 € R™)
Se va arata cd — dacd S are mai mult de o solutie — atunci ea contine o infinitate de solutii (fiind de
puterea continuului ca si R). Se vor enunta teoremele clasice de compatibilitate (Kronecker-Capelli
si Rouché).

Aplicatie. Se scrie matricea largitd a sistemului neomogen

X1 + X2 + X4 = 0, 1 1 0 1 | 0
3x1+2x, —x3+4 = 4, ~ 3 2 -1 4 4

T L2 T A 1) = - | . )
—2X1 — X2 +2x3—2x4 = -3, -2 -1 2 2] 3
3)61 +2X2+2X3+7)C4 = 7 3 2 2 7 | 7

Prin transformdri aplicate numai asupra liniilor acestei matrici ea poate fi redusd la o forma
quasi-triunghiulara si apoi la una quasi-diagonald (care o contine pe /, — matricea unitate de ordin » =
rangA) ca submatrice, din care se va putea scrie imediat solutia generala a sistemului (1). Prezentam
cateva transformate ale matricei largite din (2), cititorul urmand sa identifice ce transformari cu liniile
au fost efectiv aplicate.

I 1 01 0 1 10 1] 0
U R 0 01 1|

0 1 20| -3 2 12 2| 3

0 -1 24| 7 0-12 4] 7
1 10 1] 0 100 3| 5 |
0 10 2| -5 010 2] -5

- - - G)

0 01 1] 1 001 1] 1
0 -12 41 7 002 2 2

La ultima matrice din (3) se observa ultimele doua linii proportionale ceea ce permite eliminarea
ultimei linii deci a ultimei ecuatii; dar, pentru a pune in evidentd forma quasi-triunghiulara si chiar
quasi-diagonald facem transformarea L4 — 2 L3 care face s apara blocul zero inferior (mai precis, linia
0 € R*). Se observd ci rangA = 3 iar a patra variabild este secundari si se poate nota x; = a.
Rezulta



100 3| 5 5_3q
010 -2 -5 542
- | - Xa) = . &)
001 1| 1 l—a
000 0] 0 a

Se poate verifica solutia generala din (4) calculand produsul 4 X(a) = |:O 4 -3 7 ] T

C.2| Formele liniare (FL) sunt aplicatii de la un spatiu liniar ¥ la corpul scalarilor K (K = R sau

K = ). O forma finiara f: V' — K verificd proprietatea de liniaritate:

(Vl],lz e K) (Vxl,xz S V) f(l]X} +lz)€2) = l1f(X1)+lzf(X2) . (LIN)

Se va enunta si demonstra (prin inductie) proprietatea liniaritatii extinse si se va scrie aceasta
proprietate cu notatii matriceale. Daca V' = £(4), coeficientiiunei FL f in baza 4 = [a; a2 ...a,]
sunt componentele vectorulutlinie f(4) = [f(a1) f(a2) ... f(a,)] =[a1 az...a,] = [a] .Expresia
analiticda imaginiiunui vector x = 4 X4 este data de

Sx) = [a] Xy (1)
Se va demonstra expresia (1) folosind liniaritatea extinsa (in scriere matriceald). Dacd baza A4 se

transforma in baza B cu matricea de transformare 7T (deci BT = TA" < B = AT") atunci coeficientii
formei liniare se schimba cu formula f(B) = [B] = [@]T"; se va demonstra aceastd formuld.

Aplicatie. Forma liniard f: R* — R fiind definitd prin f(X) = x| + 2x2 + 3x3 + x4, rezultd imediat
coeficientiisdi in baza cnonicd E a spatiului R4,

fEy=[el=[12 3 1]. ()

Calculullui f(X) pentru X =[7 -4 1 2]".revinela aplicarea formulei generale (2) cu [a] —> [£]
din(2)si Xy > Xg=X:

7
[ =[elx=[12 3 1] _‘1‘ =7-8+3+2=4. 3)
2
Determinarea coeficientilor [ §] ai lui f in baza
1 2 3 =2
B=fbibabyb=| - | 7| @)
3 2 -1 =2
2 3 2 1

se obtine utilizand formula din partea teoretica a acestui subiect, cu inlocuirile 4 — E, [¢] — [¢] din
(2) si TT = B. Asadar



1 2 3 =2
2 -1 =2 3
3 2 -1 =2
2 3 2 1

fB =[Bl=[e]B=[1 2 3 1] =[16 9 -2 -13]. (5)

Regasirea valorii f(X) = 4 din (3), gasita in baza canonica E, necesitd determinarea coordonatelor Xp
Acestea se obtin rezolvand sistemul neomogen (echivalentcu ecuatia BXz = X) prin transformarile

1 2 32| 7 50 -1 -8 | -1
2 -1 2 3| -4 21 2 3| 4
[B]X] = - -
30241 2 1 70 -5 8| -7
203 2 1] 2 8 0 —4 -8 | —10
50 -1 8 | -1 6 0 0 -8 | —4
21 2 3| 4 4 10 3| 10
o1t o 3| | 101 0] 3 |
40 -2 -4 | -5 6 0 0 —4 | —11
[ 6 00 0| 18 100 0] -3
12 10 0| 74 12 10 0| 74
B 101 0] -3 | 101 0| -3 |
32 0 0 1| 11/4 32 0 0 1| 11/4
100 0| -3 12
) oo 4 | | 13 ©
01 0] O 4 1
000 0 1| 74 7

Cu formula (1) si cu inlocuirilenecesare (aferente bazei B), utilizdnd coeficientiidin (5) si coordonatele
din (6), avem

“12
f=Ll16 9 -2 —13] Bl ol oos117+91 =16 _4
4 4 4 - "

—7

deci s-a regasit valoarea din (3). Aceasta confirma faptul ca valoarea unei FL (cu coeficientidati sau cu
expresie analitica data, intr-o anumitd bazd) rdmane aceeasi chiar dacd se schimba baza, implicit
coeficientiiformei si coordonatele vectorulutrargument.

10



C.3| Matricea formei liniare p(X) = x3 —x3 +4x,x, —4x1x3 (1) este

02 2
f(EVE)=[e] = 4= 21 0 . (2)
" 20 -1
Polinomul caracteristic este
-4 2 -2
PyA)=det] 2 1-21 0 = AA-1D+4A-D+4A+1)= 3)
-2 0 -1-2
= -M2*-9); “4)

Metoda transformairilor ortogonale (sau EVV) continui cu determinarea valorilor proprii:

(4) = A=0,4=-3,43=3 ®)

Continudm ca si la rezolvarea subiectului |B.3|,.rezolvind cele trei sisteme omogene

(A-2;13)U; = 0 (j = 1,3) pentru a determina cei trei vectori proprii corespunzatori:

02 -2 01 -1
2 1 0
A—-Alz =4 = 2 1 0 - 21 0 M|: :|M

0 1 -1
-2 0 -1 01 -1
21 0 :
- U =| -2 |; (6)
-2 0 -1 )

A—1213=M+313= 2 4 0

-2
1 20

- = U, = 1
0 21

-2

S
o o =

] (7)
-3 2 2 1 -1 0
1 -1 0
A—A3l3 =A-31; = 2 =2 0 - 0 -1 -2 - -
0o 1 2
-2 —4 0 2 -4
-2
1 0 2
- = U3= -2 . (8)
0 1 2 {

11



©+MN+@ = Ui=| 2 |, U
-2 -2 1

Il
—_
S

|

|
[\

)

Utilizand produsul scalar uzual din R*, U; « U;, se constata ca cei trei vectori din (9) sunt 2 cate 2
ortogonali Pe de alta parte, ei au aceeasi norma:

[ULl=I U2 = [[Us ][ = 3. (10)
Din (9) si (10) se deduce matricea ortogonala a versorilor proprii,
1 -2 2
P=lw wwl=3 2 12 |; (11)
-2 2 1

Calculand produsul PTAP, cu P din(11) si 4 din (2) (si folosind simetria matricei P ), avem

| =2 -2 02 =2 | =2 22
PTAP:PAP:% 2 1 =2 21 0 2 1 =2 |=
22 20 -1 22
0 0 o0 ) 0 0 0 )
=% 6 -3 6 21 22 =% 2 -1 2 201 2 |=
6 —6 3 22 R 2 2
0 0 0 0 0 0
=+ 090 |=] 0-3 0 |=[0-3 3]. (12)
0 0 9 0 0 3

Asadar, PTAP = diag(0,-3,3), cu valorile proprii din (4) pe diagonala principald Expresia canonica
ce corespunde matricei diagonale (12) este

o(X) = 333 +3%7,

cu signatura sgng = (1,1,1).. Deci ¢ este o forma patratica nedefinita

C.4| Morfismele liniare /' : U — V sunt aplicatiide la un spatiu liniar U Intr-un (posibil alt) spatiu V,

care verifica proprietatea de liniaritate formal identica cu (LIN) de la subiectul |{C.2| .Liniaritatea

extinsd exprima imaginea unei combinatii liniare de oricati vectori i se poate scrie si utilizdnd notatii
matriceale:

AXIAx) =X Aif(x) = f(XA) = fOA = f(ATXT) =ATAXT). (D)

in a doua si a treia exprimare din (1), X = |:x1 X2 ... xm] lar A = [/11 Aoy oo An T.
Matricea F,p intr-o pereche de baze (4,B) se defineste prin imaginea bazei 4 — cu U = L(A4) -
exprimatd in baza B care-1 genereaza pe V (V = L(B)) :

12



f(4™) = F.3B7|. )

Expresia analiticd a unei imagini y = f(x) se obtine din relatia (2), exprimarea liniard a
vectorulutargument x = A X, = XATAT in baza A si din liniaritateaextinsa (1) :

fx) = f(XjAT) = X F.BT|. 3)

Schimbarea matricei la schimbarile celor doua baze (cu matricea S, respectiv 7). rezultd din legéturile

4' =S4T §i BT = TB", plus liniaritateaextinsd aplicatd simultan pentru liniilematricei S, respectiv
T caliniide scalari, inrolullui A din(1). Casi Fup, F7 5 se defineste printr-o relatie de forma (2):

f(ZT> — Fi3B' =F;3TB" = f(SAT) = Sf(47) = SF.4sB". 4)

Egaland (direct) al treilea cu ultimul membru al acestei egalitati multiple (4) si aplicand proprietatea
unicitatii coordonatelor(in baza B) se obtine

FZ,§T=SFA,B = FZ,§=SFA,BT_1 : (5)

Aplicatie. Morfismul f: R3 — R? definit prin f(X) = [x; +2x3 x; +x2—x3]7 se scrie, mai

explicit,
o +2 10 2 i
X1 X3
. _ - v | =Mmx 6
? |:XZ—X3:| [01—1} ? ©)
X3 X3

Aceasta egalitate furnizeaza matricea M care este transpusa matricei morfismului f in perechea de
baze canoniceale celor doud spatii, (£3,E,). Asadar,

T 1 0

. 10 2

Feop, =M = 01 i =1 0 1 |. (7
2 -1

Pentru determinarea subspatiilor Kerf si Im f'se folosesc definitiileacestora. Un vector X eKerf <
MX = 0; asadar, se rezolva sistemul omogen de matrice M :

—2a -2

1 0 2

M=|:01 1:|:>X(a)= a e Kerf = Kerf=L 1 . ®)
o 1

0 - [ ne J[ ! J[ ‘; J[ : J B,
-e<([L ]2 ])

Dar cei trei vectori generatori ai imaginii din (9) nu sunt independenti intrucat dimR? = 2; evident, se
poate eliminaal treilea vector si rezulta ca
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Imf = L(E,) = R2. (10)

Din (8) si (10) rezultd ca morfismul ' nu este injectivdar este surjectiv.
Matricea F4 5 1n perechea de baze (4, B) ,unde

1 -1 0
2 -1
A:a; = 0 |, a= 1 |, az= 0 iar B:b1=|:3 :|,b2=|: 1:|, (11)
1 0 1

se obtine cu formula (5), stiind ca trecerea de la o matrice canonica precum £3 la baza A se realizeaza
cu matricea de trensformare S = AT, Analog, T = BT, insi aceasta ultimd matrice trebuie inversata:

T 2 3110 101 3 10| -1 -3
[BT | L] = - -
-1 -1 101 1 1]0 -l 01 ] 1 2
-1 -3
2T_1:B_T: . (12)
1 2
Asadar, (5) + (11.1) + (7) + (12) conduc la
FA’B :SFELEZT_I :ATFEaaEzB_T = -1

3 -] 4 11
= 11 TS, (13)
1 2 '

2 -1

o —
S = O
S
N O =
|
—_— = O
1
|
—_—
|
[\ SO
L |
Il

In fine, imaginea f(X) = ¥ a lui X = a; —2a, + 5a3 se va determina atit cu X ca vector din R? si
definitia(6) a morfismului, cdt si cu X exprimat in baza A.si matricea F4 3.

-1 0 3
X=a1-2a,+5a3 = 0 -2 1 +5 0 = -2 ; (14)
(11.1)
0 1 6

©&d) = =] == P (15)
| 2-6 | | =8 |’

Coordonatele X, rezultd imediat din expresia analitica datd in enunt: X, = |:1 -2 5:| iar formula
(3) cu matricea din (13) conduc la
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—4 -11
f=[1-2 5] 2 5 [BT=[-23 -61]BT=-23b;-6lb, =
-3 -8

:[ 46 + 61 Jz[ 15 J 6
69 + 61 -8

Imaginea determinata in (16) cu utilizarea perechii de baze (4,B) coincide cu cea gasitd in (15)
lucrand cu bazele canonice (E3, E,), ceea ce constituie o verificare.
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Algebra liniara - I | Subiecte teza - ghid si raspunsuri D

D.1| Coordonatele unui vector x € V' = £(4) 1n baza 4 a spatiului V' rezultd din proprietatea unei

baze 4 = [al a ... a, ] de a genera intreg spatiul. Exista decin scalari &1,&2,...,¢&, astfel incat

X = ié‘lal . (1)

i=1

Utilizand notatii matriceale si anume baza A ca linie de vectori (asa cum a fost scrisd mai sus) iar

. . - T o
coordonatele Iui x drept componente ale unei coloane notatd X, = [fl &y L. fn] , expresia lui x
din (1) se poate scrie sub una din formele echivalente

x=AX, =X, A7 |. Q)

Unicitatea vectorului-coloana al) coordonatelor unui vector x € V' dat, intr-o bazad datd A, se
demonstreaza prin reducere la absurd, utilizand proprietatea de independenta liniard a vectorilor bazei.
Daci baza A se transforma intr-o bazd B cu matricea de transformare T (BT = TA"), coordonatelein
baza initiala X4 se vor transforma in noile coordonate Xz cu formula de transformare

Xp=T"X¢| unde 7°7=(77)" 3)

Demonstratia se face utilizand notatiile matriceale, mai exact a doua expresie a lui x din (2) precum si

.. T . . . - A -
cea care corespnde "noii" baze B : x = Xz BT. Evident se va folosi si legatura intre cele doud baze, cu
matricea de transformare 7', scrisd sub forma BT = TAT. Determinarea noilor coordonate Xz revine la
rezolvarea sistemului neomogen 7T Xz = Xj.

Aplicatie. Matricea de trecere (sau de transformare) de la baza

1 1 1 2 -1
A:a= 1 , A= 1 , a3= 0 la B:b;= 0 , by= 4 , b3= 2
1 0

se obtine utilizand relatia B = AT T care este o ecuatie matriceald de tip 4X = B si se rezolva prin
transformari pe matricea bloc

1 11]2-13 1003 15
[A|Bl=| 1100 42 [~ 110]0 42 |- 4)

1003 15 1 11]2-13

100 3 1 5 3.1 5

-1 010 -3 3 =3 = T'=| 3 3 -3

001] 2 -5 1 2 -5 1
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X=3a1—a,+5a3 = X, = -1 | (6)
5
-1
3 1 5 3 =50
BG)+(G)+(6) = Xg=| -3 3 -3 -1 =...:% 16 |. 7)
2 =5 1 5 35

Inversa care apare in (7) nu trebuie determinata ca atare; vectorul-coloand X se poate obtine direct
rezolvand matriceal sistemul neomogen de matrice largita |:T T Xy :| .

A doua modalitate pentru obtinerea (vectorului) coordonatelor X necesitd gisirea vectorului X € R?
din expresia sa lineara (6) inlocuind vectorii bazei A dati in enunt; de asemenea, se folosesc si vectorii
bazei B dati de asemenea in enunt. Formula B X = X reprezintd un sistem care se rezolva pe matricea
largita

B=[B|X] cu X=| 2

Se vor regasi coordonateledin (7).

D.2| Formele biliniare (FBL) f: Ux ¥V — R sunt aplicatii scalare de doud variabile-vectori

(x,¥) € Ux V. Pentru ca sa fie o FBL, aplicatia f trebuie sa verifice proprietatea de liniaritate
(LIN), intalnite si la formele liniare (precum si la morfisme liniare), in fiecare din cele doud
argumente; in cazul cand cele doua spatii sunt definite peste corpul complex C, liniaritateain y are o
forma specificd, In sensul cd scalarii de la argument se muta ca factori "in fata lui /" sub forma
conjugata. Prezentdm mai jos proprietatilemai generale de liniaritateextinsg, in fiecare argument.

(LINy-Ext) A X7 Axi,y) = 2.0 Ai f(xi, 9) 5 ()
(LIN2-Ext) f(x, 3 y7) = 20 T, (x,3) @)

In aceste egalitati apar numere diferite de vectori in fiecare din cele doud combinatii liniare, si este
posibil ca acestea si coincida (respectiv) cu dimensiunile celor 2 spatii U, V. In prezentarea acestui
subiect se vor scrie proprietatiledin (1) & (2) si folosindnotatii matriceale.

Matricea F4 p intr-o pereche de baze (A,B), unde A =[a; az...an] si B =1[b) ba... b,], se
defineste ca matricea ale carei elemente sunt valorile luate de FBL pentru fiecare pereche de vectori din
(4,B), adica (a;,b;):

Fus = [faib)],,, = (041, = f(47,B)| 3)

Expresia analitica pentru f{x, y).rezultd din aplicarea proprietétilor de liniaritate extinsa (1) & (2),
simultan in amblele variabile, cu argumentele x, y exprimate fiecare in baza spatiului respectiv::

S ) = f(XiATBYs) = Xif(A".B) Vs = [f(.0) = XiFun Vs “

Scrierea matricei F4p sub forma f (AT,B> se justifica Intrucat elementul curent ¢;; = f(a;, b;) se

gaseste pe linia ice corespunde lui a; din 4T, respectiv pe coloana j ce corespunde lui b; din B.
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Formula de schimbare a matricei la schimbarile celor doud baze (cu matricea S, respectiv T') rezulta
din proprietdtile de liniaritate extinsa in fiecare argument, aplicate relatiilor de legdture intre perechile
respective de baze (veche si noud) In fiecare spatiu si matricele respective de transformare. Daca
U= L(A)=L(A)si V=LB)=L(B), atunci

A" =SAT §i BT =TB" = F; ; = f(ZT,F> = /(SAT,BT™) = Sf(4T,B)TT =
N E)) 3)

= FZ,§=SFA,BTT . (5)

Aplicatie. Rangul formei biliniare f (definitipe R* x R*) cu matricea intr-o bazi A4,

1 3 5 644
2 3 4 -2 2
el = AQ) = 6
l=am=| | T (©)
1 6 12 19

va depinde — in mod necesar — de valorilelui A € R. Dezvoltand deteminantul lui 4(1) dupa coloana
I-a, transformata in prealabil prin L, —2L,, L3 —L;, L3 —L;, va conduce la un determinant de
ordinul 3 avand valoarea lui |4A(A)| = (A—-1)}(A+14). Asadar, rangd(1) =4 pentru
A € R\{1,-14} si rangA(A) < 4 pentru A € {1,-14}. Considerdm ca valoare a lui A cu rang
f < 4 valoareapozitivdi A = 1. Obtinem matricea

13 5 7
[e] = A() = 23 3 2
1 0 -2 -5
1 6 12 19

Utilizand formula (4) adaptati la cazul particular U = V' = R* = X, = X & Y3 = Y, obtinem

13 5 7 -1
23 3 2 1
X, Y)=X"[e]Y=[3 -1 2 5 -
S Y) = XT[e]Y = | 1|
1 6 12 19 2
-1
1
=[8 36 68 104] . = —8+36 +208 = 236.
2
D.3| Pentru Q-forma (definitd pe R?)
OX) = x7 +x3 +x3 —4x1x2 —4x1x3 — 4x2x3. )

se pot aplica cel putin doud metode de diagonalizare Intrucat matricea sa este
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f(EVE)y=4=| 2 1 22 (2)
2 2 1

Metoda Gauss este oricand aplicabild si se observa din (2) ca al doilea determinanteste A, = —3, deci
si metoda Jacobi va fi aplicabild Putem incepe cu acesta, scriind

Ao=1,A=1,A =3, Ay = —27= B(X) = T2 —%75 +%7§. 3)
Metoda Gauss. ¢(X) = (x3 — x1x3) —4xx3) +x3 +x3 —4xyx3 = ...
= (x1 —2x2 —2x3)% = 3(x2 +2x3)% + 9x3. 4)

Similar cu solutia la subiectul [A.3|, se scrie transformarea

X1 = x1—2x2—2x3,
(N :< % = X2 +2x3, = X)) =31 -373+9%). 5)
X3 = X3,

Evident, ¢(X) este nedefinitaintrucat sgngp = (2,1,0), asa cum rezultd din (3) si (5).

Metoda EVV. Se obtine polinomul caracteristic

14 2 =2
PsA)=detfl 2 1-12 =2 |=..=-A-312-91+27) = (6)
2 2 1-2
|:PA(/1):O = A=A =3, 2 =3 ] %
2)
)
@+(M) = Ad-Aph=4-3L=| 222 |-[111] =
2 2 2
—
—a—p 1 1
Uia(a, ) = a =a 1 |+p 0 = (8)
B 0
1 1
= U = 1 & U, = 0 . )
0
4 2 2 2 -1 -1
Q) +(7) = Ad-dsl=A+3L=| 2 4 2 |~| -1 2 -1 |-
2 2 4 -1 2
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1
= Us=| 1 cu |Us|= 3 ; (10)

1
(7 = U = U] =J2 insda U -Uy=1=#0; (an

(11) = U, & U, nu sunt ortogonali deci unul din ei trebuie inlocuit de exemplu, vom cauta un
vector propriu Uz/ de forma primului vector din (8) care sd fie L Uj:

-a-p -1 -a-p
U, L a o 1 . o =0=2a+p=0=f=-2a; (12)
B 0 p
a 1
Uis(a,—2a) = a | = U, = 1 | cu |U,|=V6 (13)
a=1
-2 -2
-1 1 1
Se constata ca vectorii proprii U; = 1|, U, = 1 |, Us=]| 1 (14)
0 -2 1

sunt 2 cate doi ortogonali Tinand seama de normele lor din (11), (10) si (13) putem acum scrie — la fel

ca in rezolvarea subiectului | B.3 | — matricea ortogonala P:

-1/J2  1/J6 1//3 J3 1 J2
P=| 2 1J6 /3 |=-L| /3 a1 /2 |. (15)

0o -2/J6 13 /6 0o -2 J2

Calculand produsul care trebuie sd furnizeze matricea diagonald prinn transformarea ortogonala de
matrice P din (15), se va gasi
PTAP = diag(3,3,-3),
cu valorile proprii din (7) pe diagonala principald Expresia canonice ce corespunde acestei matrici este
o' (X') =3x?+3x% -3x7, (16)

Se regdseste aceeasi signaturd sgne = (2,1,0) ca si cu celelalte doud metode. Reamintim ca
B = |:u1 u u3:| este baza canonica cu [f] =[3 3 -3], adicd baza in care Q-forma capata
expresia diagonala (sau canonicd) din (16).
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D.4| Valorile proprii ale endomorfismului dat prin matricea sa (intr-o bazd A) se obtin din ecuatia
caracteristica:

2 -1 2 2 5 -1
Ly = 5 -3 3 (1) = Mp=1| -1 -3 0 = 2)
-1 0 =2 2 3 22
2-1 5 -1
=P A= -1 -3-1 0 = .. =A-3A2-31-1=-A+1); (3)
2 3 2-4

3 = |:PL(/1)=0 = |/’Ll:/’Lg:/’Lg:—1|:|. (4)

Asadar, endomorfismul dat prin matricea sa (1) intr-o baza 4 admite o singurd valoare proprie tripld.
Urmeaza sa se rezolve un singur sistem omogen de matrice

3 5 -1 1 2 0
1 20
Mp+1z = -1 -2 0 - 0 -1 -1 - =
() 011
2 3 -1 0 -1 -1
-2
= U, = 1 (5)
-1

este singurul vector propriu al endomorfismului ceea ce inseamna cd multiciplicitatea geometrica a
valorii proprii triple din (3) este #; = 1 in timp ce multiplicitateasa algebrica este k; = 3 ; in aceste
conditii endomorfismul L nu este diagonalizabil; el admite o forma normala Jordan.
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Algebra liniara - I | Subiecte pentru teza - solutii E

E.1| Multimea £(A) generatd de o familie de vectori A ={u, us,...,u,} < V se defineste ca

multimea combinatiilorliniare de acesti vectori (numiti generatori). Notam deci
L(A) = {/llu1+/12u2 oA Aty A € K pentruizl,_m}. (1)
Proprietatea multimii £(.A) de a fi un subspatiu al spatiului £(.4) rezultd imediat, considerand doi

vectoridin £(.A) si o combinatie liniara arbitrard a acestora:

= Ahuy+Arus +.. A Ay
(Va,BeK)&{x T A2t ! = ax+pPy=

Yy = mup+Houy +oo o UylUy

=a(Aur +Aux+ o+ A uy)+
+ B(iuy + oty + Al tty) = (@A + Bu))ur + @Ay + BUun)u, =

= ax+pye LA = LA S subsp V-
Un spatiu liniar ¥ este finit generat daca exista o familie finita de vectori A ={a, a2,...,a,} astfel
incat V= L(A). Familia A ={u;, us,...,u,} < V este liniar dependenta / independenta daca

vectorii din care este formatd au aceasta proprietate; se va formula analitic aceasta proprietate si se va
enunta formal (eventual si demonstra) Propozitia conform careia, daca A ={ui, u,,...,u,} este o
familie independenta de vectori atunci orice p + 1 vectori din L(A) sunt liniar dependenti.

Aplicatie. Determinarea rangului matricei

5 -3 2 4
A= ] 4 -2 3 7 @)
=[a; a, a3 a4] =
1 Ay a3 a4 8 6 -1 -5
7 -3 7 17
ca si a parametrului A pentru care vectorul H(1) = 3)

> O = W

este exprimabil liniar in vectorii familiei A (sau ai unei subfamilii a acesteia) se pot realiza simultan cu
transformari asupra liniilormatricei largite a sistemului neomogen 4 X = b(4), adica

5 -3 2 4|3 21 =15 0 -6 | 21
~ 4 -2 3 711 28 20 0 -8 | 28
A@) = - ; 4)
ey | 8 -6 -1 =59 -8 6 1 5| -9
7 -3 717 |4 63 —45 0 —18 | 2+63

se obaerva ca liniile L, L, si (chiar) L4 din a doua matrice ce apare mai sus sunt proportionalecu linia
|:7 -50 -2 7:| © A = 0. Intr-adevar, prin transformdrile + L, + L, i + L4 conducla
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0 00 0| O
750 2|7

- : ()
-8 61 5| -9

0 00 O] A9

Rezulta din (5) ca sistemul va fi compatibil < . Cu aceasta valoare a parametrului, sistemul se
reduce la numai 2 ecuatii iar matricea sa largitd la numai doua liniii anume
1 (6)
-9

~ 7 -5 0 =2 7 1 -5/7 0 =2/7
A0) - -
— -9 /7L, -8 6 1 5

8 61 5
: ™
-1 ’

Variabilele x, si x4 ale sistemului cu matricea largitd (echivalentd) (7) sunt — evident — variabile
secundare; spre a evita aparitia fractiilor, le vom nota (respectiv) x, = 7a i x4 =7 ceaa ce
conduce la solutia generala (care depinde de cei doi parametri a si )

1 =57 0 =2/7
0 2/7 1 19/7

1+5a+2p
Ta
Mo b=\ —2q-198
P
®)

Din aceastd solutie generald (8) rezultd o dubla infinitate de exprimari ale vectorului

T, . . : . :
b(0) = |:3 19 0:| in functie de coloanele matricei 4 din (2), notate a;, a,, a3, as. Dand valori
particulare celor doi parametri se obtin exprimari particulare. De exemplu, cu @ = f = 1 obtinem

8
7
X(1,1) = » = b(0)=8a;+7a;—22a3 + 7ay. &)

7

Cei interesati vor putea verifica exprimarea liniara (9).

Observatie. Exista si o abordare mai "clasica" a rezolvarii acestui subiect, incepand cu determinarea
lui rangA care ar fi fost gasit = 2. Ar fi urmat calcului a doi determinati caracteristici (de ordin 3), iar
conditia de anulare a ambilor (conform Teoremei lui Rouché) ar fi impus A = 0; mai departe,
rezolvarea sistemului redus la numai doud ecuatii ar fi continuat la fel ca mai sus, eventual prin

transformari pe matricea largita constdnd din L, si L3 ale matricei Z(O) , echivalenta cu matricea (de
tip 2 x 5) din (6) s.a.m.d.

E.2 | Matricile pétratice din spatiul M ,(R) sunt matricide forma 4 = [a;;], . Pe langd proprietatile

matricelor din spatiul mai general al M, ,(R) al matricelor "dreptunghiulare'), cele patratice au
proprietiti suplimentare (sau specifice), mai ales in raport cu produsul de matrici. Listam — fara
demonstratii — aceste proprietati ; demonstratiile se prezinta in liceu (cl. a XI-a) iar unele din ele se pot
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gasi In manualul [Carausu,1999 :| .sau 1n notele de curs.

(i) Produsul AB = C este peste tot definitin M ,(R) ; (ii)) (AB)C = A(BC) — asociativitatea;
(iii) A(B+ C) = AB + A C — distributivitateaprodusului fata de suma, valabila si la matrici generale ;
(iv) produsul a doud matrici este — in general — necomutativ: 4B # BA ;

(v) existenta elementului neutru la produs, matricea unitate /,,, cu proprietatea 41, = 1,4 =4 ; (v)
definitiadeterminatuluiasociat unei matrici patratice A prin

! - . . . o e . .
detd = 4] = > '(=1)%ayj,, azj,,..., aj, unde o = numirul de inversiuni ale permutarii indicilor
de coloane (jl J2 e jn )

(vii) Proprietatile determinatilor sunt (trebuie sa fie) cunoscute din algebra de liceu si sunt
prezentate in manualul anterior citat cat si in (notele de) curs, urmand a fi prezentate, fara demonstratii.
Cele mai importante sunt cele relative la transformarile asupra liniilor/ coloanelor unui determinant,
respectiv cazurile cdnd un determinant |4| se anuleaza.; cea mai generald conditie - necesara si
sufiicienta - pentru |4| = 0 este existenta unei relatii de dependentd liniara Intre liniile / coloanele
acestuia, care include existenta unei linii/ coloane nule (egala cu vectorul 0 € R"), respectiv existenta
a doud linii/ coloane proportionale in particular egale. Aceste proprietati se vor prezenta formalizat, cu
notatiile 4, = linia i a matricei A, respectiv 4/ = coloana j a aceleiasi matrici ;(viii)
|AB| = |4||B]|.(ix) O matrice 4 este nesingulara < 4, |A| # 0, consecintd proprietatii (viii).

(ix)Se defineste o inversa a matricei A ca fiind o matrice B cu proprietatea AB = BA =1, si se
demonstreaza apoi unicitatea acestei inverse, dupa care se noteaza (si se defineste) inversa prin

A A4 =474 = 1, (1)

Se demonstreaza ca matricea 4 este inversabild (admite inversd) < |A4| # 0.

Aplicatie. Inversa matricei 4 = se poate gasi (cel mai usor) prin metoda transformarilor, bazatd pe
eliminarea gaussiana folositain rezolvarea sistemelor liniare.

23 2|1 00 ] 6 5 0|1 002
[4|1,] = 6 0 3[0 10 - 18 3 00 1 3 -
110 01 4 -1 100 01
6 s o0l1 02 24 00 0|1 =53 =3
-1 6 10|l0 131 |- 61 0l0 13 1 |-
4 -1 1]0 01 20 10 13 1
10 0| —124 572 304 1 00| -104 572 304
-1 6 10 0 13 1 |-| 0 10| 624 -2 624 |. @)
2 0 1 0 13 1 0 01| 224 1472 —624

Ca observatie de ordin tehnic, unele elemente-fractii din blocul drept al matricei (2) s-ar putea
simplifica dar aceasta n-ar avea sens cat timp numitorul 72 ramane la cel putin un element ; fractia
1/72 se scoate in factor fortat si obtinem inversa de mai jos:
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-3 5 9
I _
Al === 18 -6 18 |. 3)
6 14 -18
Se recomanda verificarea inversei prin egalitatea de definitie relatia (1) de mai sus. Este sufiecient
calculul unui din cele doua produse.

Pentru rezolvarea ecuatiei matriceale din enunt se poate efectua produsul

5 -1
A 21 = =% 66 | . 4)
2 ~10

Aceeasi solutie din (4) se poate obtine si rezolvand (sistemul neomogen echivalent cu) ecuatia
matriceald AX = b unde.b este vectorul-coloand din enunt, care apare si in primul membru din (4).
Recomandam si aceastd modalitate de rezolvare ca verificare.

E.3 | Data fiind FBL simetricd f(X, Y) = X'[¢] Y cu matricea in baza canonici E dati prin

1 0 -1 -2
[e] = 0 —1 2 | (1) sisubspatiul U= L(a, az), a; = 1 |,a; = 0 Q)
-1 2 0 1 -1

nucleul Kerf coincide cu mutimea S a solutiilor sistemului omogen de matrice [¢]; dar observam ca
det[e]=1-4=-30 = §={0} =Kerf, deci nucleul acestei FBL este cel banal, subspatiul

zero. Ortogonalul subspatiului U din enunt, notat U~/ , se gdseste ca multime a solutiilor sistemului
omogen de matrice

. 10 -1
al 2011 301 4
I 1l P O 2= 45 5|7
2 1 2 0
205 10 —502 10 -5n
[N el Al :>
31 4 31 4 01 -2

5a

= Xa)=| 7a e Ulr.
2a

Verificarea se va face pe baza definitieisubspatiului UL/, cu (VY e U) f(X(a),Y) = 0.
Expresia analiticia FBL se scrie imediat pe baza matricei (1) :

f()(, Y) = XT[g] Y (?) X1Y1 —X1Y3 —X3)] —X2)2 + 2xzy3 + 2X3y3 . (3)
e(X) = f(X, X) = x] —x3 — 2x1x3 + 4x2%3 .
def
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E.4| Valorile proprii ale endomorfismului  : R* — R? dat prin

00 2
LX=| 10 -5 |X (D
01 4

sunt radacinile polinomuluicaracteristic

A 0 2
P =| 1 -4 =5 |= ... ==23+422-51+2; )
0 1 4-2

(2) = 1121221,1322.

2
Pentru A, = A, =1 se gaseste un singur vector propriu U, = -3
1
1
iarpentru A3 = 2.sevagisi Us=| -2
1

Prin urmare endomorfismuldat prin (1) nu este diagonalizabil ; el admite o forma normala Jordan.
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