Algebra liniara - I | Subiecte pentru teza (proba scrisa) A

A.1| In spatiul R® se considerd baza 4 formati din

1 0 3
a; = 0 |, ay= -1 , a3 = 2
1 2 0

Sa se determine vectorul X = 3a; —2a, — a3 (ca vector din R?) si — apoi — coordonatele sale in
baza B ce se obtine din 4 cu matricea de transformare

1 -1 2
T= 0 10
-2 -1 1

(cu formula de determinare a noilor coordonate si — apoi — utilizand efectiv noua baza B).

A.2| Subspatiile unui spatiu liniar: definitii, proprietdti, operatii cu subspatii. Sume directe.

Subspatii-nucleu pentru forme liniare si biliniare simetrice.
Aplicatie. Sa se determine W+ W, si Wi W,, apoi sd verifice teorema dimensiunilor
(Grassmann) pentru subspatiile spatiului R® mai jos indicate:

W, :L{[l 2 215 6 6]T}, W, =.£{[—1 ~3 41",[0 4 —3]T}.

A.3| Forme patratice. Definitie, problema diagonalizarii. Signatura, Teorema lui Sylvester.

Aplicatie. Utilizand doua metode, sa se determine cate o expresie diagonala si signatura Q-formei
(definitd pe R?)

O(X) = Tx3 + 7x3 + 10x3 — 2x1x2 — 4x1x3 — 4X2X3.

Este ¢(X) pozitiv / negativ definita ?

A.4| Sa determine valorile proprii §i vectorii proprii ai endomorfismului dat prin matricea sa
(Intr-o baza 4)

I 0 -1
L= 0 1 1
-3 -1 0

Sa se verifice forma sa diagonala.




Algebra liniara - I | Subiecte pentru teza (proba scrisa) B

B.1

Notiunea de baza a unui spatiu liniar si caracterizari ale ei. Dimensiunea unui spatiu finit

generat.

Aplicatie. Intr-un spatiu ¥ de dimensiune 4 cu baza 4 se considera vectorul
x =-2ai +ay —2as + as. Sa se giseascad coordonatele X ale lui x inbaza B = ATT, unde

1 -1 1 -1
I 1 0
T =
1 1 1 0
1 -1 1 1
B.2| Sa se determine, in functie de @ € R, rangul matricei
1 3 5 6+a
2 3 4-a 2
A(a) =
1 1-a -2 -5
1 6 12 19
Pentru (un caz cand) rangA4 < 4 sa se determine o relatie de dependenta liniard intre coloanele
matricei A.
B.3 | Sa se diagonalizeze (cu metoda transformarilor ortogonale - EVV / cu metoda Gauss) forma
patratica
o(X) = 2x3 +x3 — 4x1x2 — 4x2x3.
B.4| Endomorfisme liniare - problema diagonalizarii: Notiunea de (valoare proprie — vector

propriu), multimea S*(A) si subspatiul W(A), proprietati.
Aplicatie. Sd determine valorile proprii si vectorii proprii ai endomorfismului L : R® — R* dat
prin matricea sa (in baza canonica E')

I -1 2




Algebra liniara - I | Subiecte pentru teza (proba scrisa) C

C.1| Sisteme liniare: multimea S a solutiilor, clasificari. Subspatiul solutiilor unui sistem omogen.

Aplicatie. Sa se stabileascd daca este compatibil si sd se determine (daca este cazul) solutia generala

a sistemului neomogen
/

X1 + X2 + X4 = 0,

3x1 +2Xx7 —Xx3 + 4X4 = 4,
—2X1 — X2 +2x3 —2x4 = —3,

L 3x; +ZX2+2)C3+7)C4 = 7.

C.2 | Forme liniare : definitie, liniaritatea extinsa, coeficientii intr-o baza A si expresia lui f(x). in

aceastd baza. Schimbarea coeficientilor la schimbarea bazei (cu matricea 7).

Aplicatie. Forma liniard f: R* — R este definitd prin f(X) = x1 +2x2+3x3 +x4. Sa se
calculeze f(X)pentru X =[7 —4 1 2]. Apoisa se determine coeficientii [f] ai lui f 1n baza

1 2 3 =2
2 -1 2 -3
B=[by by by by] = :
302 -1 2
2 3 2 1

coordonatele X3 si sa se regdseasca valoarea f(X) gasitd in baza canonica.

C.3| Utilizand metoda transformarilor ortogonale (sau EVV), sa se aduca la o expresie canonica

forma patratica
o(X) = x3 —x% + 4x1x; — dx1x3.

C.4| Morfisme liniare f: U — V'; definitii, liniaritatea extinsa, matricea F4p intr-o pereche de

baze (4, B) si expresia analitica pentru f(x). Schimbarea matricei la schimbarile celor doua baze (cu
matricea S, respectiv 7).

Aplicatie. Pentru morfismul f: R?* — R? definit prin AX) = [x; + 2x3 x2—x3]7, sa se
determine Ker f, Im f si matricea F' 45 in perechea de baze (4, B) unde

1 -1 0 , 1
A4:a = 0 |, a2 = 1 |, a3 = 0 iarB:bl—[3}b2_[ 1].
1 0 1 B

Sa se determine imaginea f(X) = Y alui X = a; — 2a; + 5a3, atit ca vector din R? cat si exprimat
in baza B.




Algebra liniara - I | Subiecte pentru teza (proba scrisa) D

D.1| Coordonatele unui vector x € V' = £(4) in baza A a spatiului V' si schimbarea lor la

schimbarea bazei 4 in B cu matricea de transformare 7 (4T = TBT").
Aplicatie. Sa se determine matricea de trecere (sau de transformare) 7' de la baza

1 1 1 2 -1
A:a; = 1 , Ay = 1 , A3 = 0 la B:b; = 0 , by = 4 , b3 = 2
1 0 0 3

Sa se determine (pe doua cai) coordonatele vectorului X = 3a; —az + Sas in baza B.

D.2| Forme biliniare f: Ux V' — R : definitie, matricea F4 p intr-o pereche de baze (4,B) si

expresia analitica pentru f(x,y). Schimbarea matricei la schimbarile celor doua baze (cu matricea S,
respectiv 7).

Aplicatie. Si se determine, in functie de A € R, rangul formei biliniare f (definiti pe R* x R*) cu
matricea in baza canonica £

I 3 5 6+4
1 1-4 2 =5
2 3 4-1 2
1 6 12 19

Pentru o valoare a lui A cu rang f < 4 sa se scrie expresia analiticd a lui f'si sa se calculeze f(X,Y)
unde

[e] = A(D) =

x=[3 -1 2 s5],x=[-1 1 o 2].

D.3| Utilizand doud metode, sd se determine cate o expresie diagonala si signatura Q-formei

(definitd pe R?)
oX) = x% +x§ +x§ —4dx1xy —4x1x3 —4x2x5.

Este p(X) pozitiv / negativ definitd ?

D.4| Sa determine valorile proprii §i vectorii proprii ai endomorfismului dat prin matricea sa
(Intr-o baza 4)

2 -1 2
Ly = 5 3 3
-1 0 -2




Algebra liniara - I | Subiecte pentru teza (proba scrisa) E

E.1| Multimea £(A) generata de o familie de vectori .4 ca subspatiu, spatii liniare finit generate.

Familii liniar dependente / independente de vectori. Dependenta liniarda a p + 1 vectori din £(A)
generata de p vectori liniar independenti.

Aplicatie. Sa se determine rangul matricei

5 -3 2 4 3

4 -2 3 7 1
A=[a; ap a3 a4] = si parametrul A pentru care b(1) =

8 -6 -1 -5 9

7 -3 7 17 A

este exprimabil liniar in vectorii familiei A (sau ai unei subfamilii a acesteia) si sa se determine o
astfel de expresie.

E.2 | Matrici patratice: proprietatile produsului pe spatiul M(R), inversa unei matrici si unicitatea

acesteia. Determinanti §i proprietatile lor.

-2 3 2
Aplicatie. Sa se determine inversa matricei 4 = 6 0
1 -1
5
s1 sa se rezolve acuatia matricealda A X = | -1
2

E.3 | Data fiind FBL simetrica f(X,Y) = X'[¢]Y cu

I 0 -1 -2 3
[e] = 0 -1 2 | sisubspatiul U= L(aj,a;), a; = 1 |22 = 0
-1 2 0 1 -1

sd se determine Kerfand U/ . Si se verifice rezultatul pentru U1/ . Si se scrie expresia analitica a
formei biliniare si apoi cea a formei patratice asociate, @(X).

E.4| Si determine valorile proprii si vectorii proprii ai endomorfismului L : R®> — R? dat prin

00 2
LX = 1 0 -5 |X
01 4

Sa se stabileasca daca L este diagonalizabil




Algebra liniara - I | Subiecte pentru teza (proba scrisa) F

F.1| Si se verifice ci familiile de vectori 4 si B de mai jos sunt baze in spatiul R? :

3 1 0
A:a = 1 , Ay = 0 |, a3= 1 ;
3 I -1
o ] 1
B:bi=| 1 |ba=| 0 [bs=] 0
0

Sa se determine apoi coordonatele vectorului X = 3a; —2a, +2a3 in baza B. Sa se verifice
rezultatul dupa gasirea matricei de transformare 7 dela 4 la B.

F.2| Forme bilineare f: Ux V — R : definitie, matrcea F,p intr-o pereche de baze (4,B) si
schimbarea ei la schimabrea bazelor : 4 — A4 cu matricea S si B — B cu matricea T.
Aplicatie : Forma biliniard f/ : R® x R* — R este definita prin
fXY) =3x1y1 —x1y2+3x2y1 —x2y2 +4x3)1 + 6x3 ).
Sa se scrie matricea Fg, g, in perechea de baze standa3,E2) si de asemena matricea F4p in
F.1

bazele (4,B) unde A este baza ce intervine in subiectul de mai sus iar
B:by=[1 —1]%, by = [-3 4]

0
Sa se gaseasca valoarea f(.X, Y) pentru X = 1 |, Y= |: 5 :| utilizand si bazele 4 , B..

F.3| Matrici ortogonale si proprietatile lor. Diagonalizarea formelor patratice prin utilizarea

transformarilor ortogonale. (EVVs).
Aplicatie : Sa se diagonalizeze forma patraticd ¢ : R* — R definita prin
O(X) = 5x3 +6x3 + 7x3 — 4x1x2 + 4x2x3.

F.4| Si determine valorile proprii si vectorii proprii ai endomorfismului L : R* — R? dat prin

3 -1 1
AX=] -2 4 -2 |X..
-2 2 0

Sa se stabileasca daca L este diagonalizabil (cu ecuatia MS = S[ A1 A2 A3 ]).




Algebra liniara - I

Subiecte pentru teza (proba scrisa) G

G.1

Subspatii ale unui spatiu liniar: definitii echivalente, dim W pentru W g, V¥, sume de

Teorema dimensiunilor (Grassmann) pentru doua subspatii Wi, W, ale spatiului liniar V.
Aplicatie : Subspatiile U si W ale spatiului R sunt respectiv generate de familiile de vectori

2 1 0 2 1 5
A: a= 3 , A= 1 |, a3= 1 si B: b= 1 |, b= 1 |,bs=| 2
11 5 1 3 3 6

Daca este cazul, sd se reducd 4 si B la cate o baza, apoi sa se determine o bazd pentru fiecare din
subspatiille U+ W si UN W

G.2| Si se determine valorile parametrului A pentru care forma biliniard /: R x R®> — R dati
prin matricea sa in baza canonica

210 3

Fig = 0 0 1 [.1avaloareafiX,Y)=8 undeX=| 2 & Y= 1

-1 A 4 A
1 2 -1
Sa se determine matricea formei f inbaza B = [b1 by b3] = 2 3 1
-1 1 5

G.3| Utilizdnd doua metode, sd se determine cate o expresie diagonala si signatura Q-formei
(definitd pe R?)

O(X) = 2x3 +5x3 + 5x% + 4x1x2 — dex1x3 — 8x2x3. Este @(X) pozitiv / negativ definita ?

G4

Endomorfisme: determinarea valorilor proprii si a vectorilor proprii (polinom caracteristic,

cazuri posibile in factorizarea acestuia, determinarea vectorilor proprii ca solutii ale unor sisteme
omogene). Conditii necesare sau/si suficiente pentru diagonalizarea unui endomorfism.

Aplicatie : Sa determine valorile proprii si vectorii proprii ai endomorfismului L : R* — R*® dat
prin

4 0 O
LX =

(e

1 |X. Este L diagonalizabil ?
0 -1 2




Algebra liniara - I | Subiecte pentru teza (proba scrisa) H

H.1| Notiunea de rang a unei matrici 4 € M,x,(R), metode de determinare a rangului (metoda

bordarii, metoda transformarilor care pastreazd rangul — cu aducere la forma quasi-triunghiulard);
legdtura intre rang si subspatiile generate de liniile / coloanele unei matrici, notate COLSP, si
ROWSP, , respectiv.

Aplicatie : Sa se determine rang 4 pentru

0 410 1 |
10 18 40 17
A:
4 8 18 17
1 717 3

Sa se determine o relatie de liniard dependentd intre coloanele lui 4, o bazd B pentru COLSP, si
sd se exprime coloanele din afara bazei B 1n aceasta baza.

H.2 | Forme liniare : definitie, liniaritatea extinsa, coeficientii intr-o baza A4 si expresia lui f(x). in

aceastd bazd. Ker f. Schimbarea coeficientilor la schimbarea bazei (cu matricea 7).

Aplicatie. Forma liniara f: R* — R este definitd prin f(X) = x1 + 2x2 + 3x3. Sa se calculeze f(X)
pentru X = [-4 7 2]. Apoi sa se determine coeficientii [f] ai lui f in baza

1 2 3
B=[bi by bs]=| 2 -1 =2 |,
3 2 -1

coordonatele X si sa se regdseascd valoarea f(X) gasita in baza canonica.

H.3| Utilizdnd doud metode, sd se determine cate o expresie diagonala si signatura Q-formei
(definitd pe R?)
O(X) = x3 +2x1x2 + 4x1x3 — X3 + 6x2x3 + 4x3. Este ¢ (X) pozitiv / negativ definita ?

H.4| Morfisme liniare f: U — V : definitie, nucleul si imaginea unui morfism f ca subspatii ;

morfisme injective, surjective si bijective, morfismul compus g o f si matricea sa; inversul f~' al
unui morfism f.

Aplicatie : Morfismele f: U — V si g : ¥V — U sunt definite prin matricea F 4 in perechea de
baze (4,B) :

-2 3
b)) = 3a;+2a;—a;,
Fup = 3 -2 |, respectiv prin g(b) ! 2T
{ s g(by) = -2a;—2a,+ as.

Sa se scrie expresia lui f(—2a; +3a, —as3) in baza B; sd se arate cd f este surjectiv iarg este
injectiv. Sa se scrie matricea Hy.pentru & = go f.




