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CAPITOLUL 1

CAPITOL INTRODUCTIV

In acest prim capitol vom reaminti pe scurt unele notiuni si rezultate
referitoare la calculul matricial gi la sistemele de ecuatii liniare. Toate acestea
sunt tratate pe larg in manualele de algebra pentru clasele a XI-a si a XII-a
(in special cele pentru profilul M1) si, din acest motiv, vom demonstra aici
doar unele dintre rezultatele prezentate.

1. Elemente de calcul matricial

DEFINITIA 1.1. Fie multimile de numere naturale I = {1,2,...,m} si
J ={1,2,...,n}, myn € N*. Se numesgte matrice cu m linii si n coloane o
aplicatie A : I x J — K, unde (K, +,-) este un corp comutativ. In acest caz
A(i,j) = a5, 1t € I, j € J, se numesc elementele matricei A iar matricea se
scrie sub forma unui tablou dreptunghiular cu m linii i n coloane astfel

ail a12 A1n

a1 a22 A2n
A= . —(aij) i=1,m
j=1n

aAml Am2 ... Omn

Multimea matricilor cu m linii si n coloane cu elemente din corpul K se noteaza

Mpn(K).

Daca m = n atunci o matrice A cu m linii si n coloane, cu elemente dintr-un
corp K, se numeste matrice patratica de ordin n (sau m). Multimea acestor
matrici se noteaza M, (K). Pentru o matrice patratica A = (ai); ;15

definim wrma matricei A prin trace A = ai1 + ag2 + ... + anp.t

DEFINITIA 1.2. Fie A € M,,(K) o matrice patratica de ordin n cu elemente
din corpul K. Se numeste determinantul matricei A elementul din K

det A = Z (—1)sien(P) . aij, « .. Qpjy,,
PePy,

n limba engleza trace=urmd.
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1 2 ... n
unde P = . . € P,, este o permutare a numerelor naturale
Ju J2 .- Jn
1,...n. Determinantul matricei A se noteaza
a1l a2 ... Qinp
asr a22 ... Q2n
det A = . .
anl1 AaAp2 ... QGpn

DEFINITIA 1.3. O matrice A € M,,(K) pentru care det A # 0 se numeste
matrice nesingulard iar multimea acestor matrici se noteaza GL(n, K). Daca
det A = 0, unde 0 € K este elementul neutru la operatia de adunare din K,

matricea A se numeste matrice singulard.
DEFINITIA 1.4. Fie matricea A = (a;j) ;17 € Mmn(K). Se numeste

[ 1,m
J

minor de ordin k < min{m,n} al matricei A un determinant de forma

1,n

Qiygy Qiyge -+ Giggy

Qizgy  Qigjo -+ Gigjy
Ak - . . . . ’

aikj1 aika s aikjk

unde ¢; € {1,2,...,m} si 5; € {1,2,...,n} pentru orice | € {1,2,...,k}.

DEFINITIA 1.5. Fie matricea A = (a;) ;17 € Mmn(K). Spunem ca
i=1n
matricea A are rangul v < min{m,n} si scriem rang A = r daca aceasta are

un minor A, # 0 si orice minor de ordin mai mare decat r este egal cu 0.

DEFINITIA 1.6. Doua matrici A si B care au acelasi rang se numesc echi-
valente si se noteaza A ~ B.

DEFINITIA 1.7. Se numesc transformari elementare asupra liniilor unei
matrici urmatoarele operatii: inmultirea unei linii cu un scalar (element din
corpul K), schimbarea a doua linii intre ele, adunarea la elementele unei linii
a elementelor unei alte linii Inmultite cu un scalar.

ProproziTIA 1.1. Prin efectuarea de transformari elementare asupra unei
matrici rangul acesteia nu se schimba.

EXEMPLUL 1.1. Vom prezenta in continuare un exemplu de calcul al ran-
gului unei matrici cu ajutorul transformarilor elementare.

0 4 10 1
9 . .. 4 8 18 7
Sa se determine rangul matricei A = 10 18 40 17 € My(R).
1 7 17 3
Avem
0O 4 10 1 1 7 17 3
a_| 4 88 7| [0 4101
10 18 40 17 4 8 18 7
1 7 17 3 10 18 41 17
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Ly — 4L, 1 7 17 3 L+ 5L, 1 7 17 3
0oL 0 4 10 1 ISt 0 4 10 1
4 1o —20 -50 -5 4 2100 0 0

0 —52 —130 —13 00 0 0

1 7 17 3

0 4 10 1)’
unde am notat cu L;, ¢ = 1,4 linia ¢ a matricei A. Acum obtinem cu usurinti
rang A = 2.

Operatii cu matrici
Adunarea matricilor

Fie (K,+,-) un corp comutativ. Definim adunarea a doud matrici cu m
linii gi n coloane cu elemente din corpul K

+ : My (K) X Moy (K) = My n(K),
prin (A, B) = A+ B = (¢ij) i =17 unde ¢jj = aij +bij, A= (ay) ;17 9

3

.

7
R J n

Inmultirea matricilor cu scalari
Definim inmultirea unei matrici cu m linii si n coloane cu elemente din
corpul K cu un element din corpul K (numit scalar)

My () X Moy () = Moy n(K),
prin (a,A) - a-A=(a-a;) ;15 unde A= (a;j) ;15 siacK.

7
7 s T

3
3

\| H
=

i
» T J

H H
™

Inmultirea matricilor

DEFINITIA 1.8. Doua matrici A si B se numesc inlanfuite dacd A €
My p(K) si B € M, ,(K), adica numarul de coloane din prima matrice este
egal cu numarul de linii din a doua matrice.

Definim inmultirea a doud matrici inlantuite
Xt My p(K) X Mpn(K) = M n(K)
prin (A, B) = Ax B = (cij) ;-1 unde

127
j=1,n

ik - brj,

M@

cij:aﬂ-blj—i-aig-sz—l-...—i—aip-bpj:
k=1

%

wA:@wpr*$B=@ﬂk
k= J
Transpunerea une1 matrici

DEFINITIA 1.9. Fie matricea A = (a;) ':ﬁ € My, »(K). Se numeste

T,m E Mnm( )

transpusa matricei A matricea A' = (a;;)

|

PropozITIA 1.2. (Proprietati ale operatiei de transpunere)
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) (ANt = A, VA € M, 0 (K).

) (A+ B)! = A+ Bt, VA, B € My n(K).

) (- A)f =a- A, Vae K si A€ Mpn(K).

) (Ax B)t = Bt x A*, VA € M, ,(K) $i VB € M, n(K).

PROPOZITIA 1.3. Fie A, B € M,(K). Atunci
(1) det A = det A,
(2) det(A x B) = det A - det B.

(1
(2
(3
(4

DEFINITIA 1.10. Fie matricea patratici A € M,,(K). Dacd A = A! atunci
matricea A se numeste matrice simetrica. Multimea matricilor simetrice cu n
linii si n coloane cu elemente din K se noteaza cu S, (K).

PROPOZITIA 1.4. (Proprietati ale matricilor simetrice)
Fie A,B € §,(K) si o € K. Atunci

(1) A+ Be S, (K);

(2) a-Ae S, (K).

DEFINITIA 1.11. Fie matricea patratica A € M, (K). Dacd A = —A'
atunci matricea A se numeste matrice antisimetrica. Multimea matricilor
antisimetrice cu n linii si n coloane cu elemente din K se noteaza cu AS,(K).

PROPOZITIA 1.5. (Proprietati ale matricilor antisimetrice)
Fie A,B € AS,,(K) si a € K. Atunci

(1) A+ B e AS,(K);

(2) a-Ae AS,(K).

(3) Daca n = impar i A € AS,,(R) atunci det A = 0.

DEMONSTRATIE. Vom demonstra doar proprietatea (3). Este evident, din
definitia determinantului unei matrici patratice, ca daca A € M, (R) si « € R
atunci det(a - A) = o™ - det A.

Acum consideram matricea antisimetrica A € AS,,(K) cu n = impar. Urmea-
z8 det A = det(—A?) = (—1)" - det A* = —det A. In concluzie det A = 0 in
acest caz. (]

1.1. Matrici inversabile.

DEFINITIA 1.12. O matrice patratica A € M,,(K) de ordin n, cu elemente

din corpul (K,+,-), se numeste matrice inversabild daca exista matricea no-
tatd A= € M,,(K) astfel incat A x A= = A7 x A= I, unde

1 0 ... 0
01 ... 0
00 ... 1

este matricea unitate de ordin n. Matricea A~! se numeste matricea inversd
a matricei A.

PROPOZITIA 1.6. Inversa unei matrici, dacd exista, este unicd.
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PrOPOZITIA 1.7. O matrice A € M, (K) este inversabila dacd si numai
daca este nesingulard, adica det A # 0.

DEMONSTRATIE. ”=" Fie matricea inversabila A € M, (K). Rezulta ca
exista A~ € M,,(K) astfel incat Ax A~! = I,, si, prin urmare det A-det A=! =
det(A x A™1) = det I,, = 1. Astfel obtinem det A # 0.

7<" Fie matricea A = (aij); j -1 € Mn(K) astfel incat det A # 0.
Definim matricea A~! € M,,(K) prin

—1 1 *
~det A A
unde A* € M, (K) este matricea adjunctd a matricei A, A* = (Aj;)
unde

i,j=1,n>

ail e al,j—l al,j+1 e QA1p
Aij _ (_1)i+j ai—11 .- Ai—145-1 Ai—145+1 --- Ai—1n
@411 -+ Qi15—-1 Ai4l 541 .- Qigln

anl oo Qp, j—1 Qp 541 cee Ann

Se verifica, prin calcul direct, ci A x A~ = A7t x A = I,,, ceea ce incheie
demonstratia. O

PropoziTIA 1.8. (Proprietati ale matricilor inversabile)
Fie matricile inversabile A, B € GL(n, K). Atunci

EXEMPLUL 1.2. Vom prezenta un mod de calcul al inversei unei matrici
cu ajutorul transformarilor elementare.

1 1 -1
Sa se arate ca matricea A= | 2 1 0 | € M3(R) este inversabila
1 -1 1

si sa se determine matricea inversa.

Avem det A = 2 # 0, deci matricea A este inversabila.

In continuare construim o matrice cu trei linii si sase coloane astfel: primele
trei coloane sunt cele ale matricei A iar celelalte trei coloane sunt cele ale
matricei unitate de ordinul 3. Obtinem matricea

1 1 -1 1 00
B=| 2 1 0] 010
1 -1 110 01

Vom efectua transformari elementare asupra liniilor matricei B astfel incat, in
final, primele trei coloane si fie cele ale matricei unitate. Atunci ultimele trei
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coloane vor fi cele ale matricei A~L.

1 1 —-1] 100\ Le—2L; /1 1 —1 10 0
B=|l2 1 0]/010 Ly— L4 0 -1 2| -2 1 0
1 -1 1]00 1 ~ 0 -2 2| -1 0 1
1 1 -1 1 00
Lo= =Ly (g 1 5| 9 _1 g
0 -2 2| -1 01
11 -1]1 00
Ls+2Le [ (1 9] 9 1 ¢
~ 00 2|3 -2 1
1 1 -1 1 0 0
1
Ls = =3Ls [ o 1 _o 2 —1 0
00 1| -3 1 -3
Lo+2Ls (1 10| -4 1 -1
L1+ L 01 0| -1 1 -1
~ 001 -3 1 -3
100 L9 1
_ 2 2
=Ly [ g1 of 1 1 -1
001 %21 -1
1
5 0 3
Prin urmare A=1 = -1 1 -1
~3 1 _1
2 2

In continuare reamintim un rezultat care va fi folosit pe parcursul acestui
curs.

PROPOZITIA 1.9. Fie matricile A € My, »(K) si A" € My, n(K). Daca
existd matricile P € GL(m, K) $i Q € GL(n, K) astfel incit A’ = P x Ax Q,
atunci rang A = rang A’.

O clasa importanta de matrici inversabile o reprezinta matricile ortogonale,
cu care ne vom reintalni mai ales in capitolele de geometrie analitica.

DEFINITIA 1.13. O matrice A € M, (K) se numeste matrice ortogonala

daca A' x A = I,. Multimea matricilor ortogonale de ordin n se noteazi
GO(n, K).

ExEMPLUL 1.3. Evident matricea unitate de ordin n este o matrice orto-
gonala (I, € GO(n, K)).

ExEmMPLUL 1.4. Un alt exemplu uzual de matrice ortogonala il reprezinta
cosa —sina )

matricea rotatiei cu un unghi « in plan, adica A = .
sina  cosa
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Ms(R). Avem
cosa  sinao cosa —sinao
Atx A = . X )
—sina  cos«o sinoe  cos«
cos? a + sin® « 0
— . 9 9 = Is.
0 sin“ « + cos“ «

Prin urmare A € GO(2,R).

PropozITIA 1.10. (Proprietati ale matricilor ortogonale)

(1) Dacd A este o matrice ortogonald atunci A este inversabild cu A~! =
At

(2) Dacd A este o matrice ortogonald de ordinul n atunci A x A = I,,.

(3) Transpusa unei matrici ortogonale este o matrice ortogonald.

(4) Produsul a doud matrici ortogonale este o matrice ortogonala

DEMONSTRATIE. Vom demonstra doar proprietatea (4). Consideram ma-
tricile ortogonale A, B € GO(n, K). Avem

(AxB)!x(AxB)=B'"x(A'xA)x B=B'x1I,x B=B'"xB=1,.
In concluzie A x B € GO(n,R). O

2. Sisteme de ecuatii liniare

DEFINITIA 1.14. Se numeste sistem de ecuaiii liniare cu m ecuatii si n
necunoscute cu coeficienti din corpul (K, +,-) un sistem de ecuatii algebrice
de forma

a1 -xr1+a2-r2+...tay, T, = b
(1.1) ao1 -1 +aon - To+...+as, X, = ba ’
a’ml'x1+am2'$2+.-.+amn'l‘n = bm

unde a;; € K, i = 1,m,j € 1,n se numesc coeficientii sistemului iar b; € K,
i = 1, m, se numesc termens liberi.

DEFINITIA 1.15. Sistemele pentru care b; = 0 pentru orice ¢ € 1, m, unde
0 este elementul neutru la adunare in corpul K, se numesc sisteme de ecuatii
liniare omogene iar sistemele pentru care exista macar un termen liber diferit
de 0 se numesc sisteme de ecuatii liniare neomogene.

Sistemului de ecuatii liniare (1.1) i se asociaza matricea coeficientilor
ail a2 ... Qin

az1 a2 ... a2,
A= : : : : = (ayj)

=Tm € Mipn(K),

1I,n

7
J
aml Qm2 ... Amn
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si matricea extinsa

ail ai19 e A1n b1
_ a1 a2 ... 0A9p b2
A= . € My n1(K).
Aml am?2 Amn bm
X1
= . x2 . .
In continuare notam cu X = . matricea coloana a necunoscutelor si
Tn
b1
ba . o
cu B = . matricea coloana a termenilor liberi.
bm

Folosind aceste notatii, sistemul (1.1) se scrie in forma matriciala
(1.2) Ax X =B.

DEFINITIA 1.16. Se numeste solutie a sistemului (1.1) un n-uplu (z9,z9,

..,2) de elemente din K care transforms ecuatiile sistemului in identit#ti.

DEFINITIA 1.17. Un sistem de ecuatii liniare se numeste tncompatibil daca
nu admite nici o solutie.

DErFINITIA 1.18. Un sistem de ecuatii liniare se numeste compatibil deter-
minat daca admite solutie unica si compatibil nedeterminat daca admite mai
mult de o solutie.

De acum i pana la sfargitul acestui capitol vom lucra doar cu sisteme de
ecuatii liniare cu coeficienti reali, adica vom considera K = R.

2.1. Sisteme de tip Cramer.

DEFINITIA 1.19. Un sistem de ecuatii liniare pentru care numarul de
ecuatii este egal cu numarul de necunoscute se numeste sistem patratic.

TEOREMA 1.11. (Teorema lui Cramer)
Fie sistemul patratic de ecuatii liniare cu coeficienti reali

a1 -x1t+ai-xa+...+am - rn = b1
(1.3) as1 +x1 +ag - ro+ ...+ a9y, = bg 7
anl'x1+an2'l‘2+...+ann-xn g bn

cu matricea asociatd A nesingulard, adica A = det A # 0 (un astfel de sistem
se numegte sistem de tip Cramer). Atunci sistemul (1.3) este compatibil
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determinat si solutia unica este data de x; = %, 7 =1,n, unde

ail . alyj,l b1 a17j+1 N AT

azr ... G24-1 b2 azi+1 ... Qa2n
Aj= . . . .

an1 ... anyj,l bn an’jJrl oo Qpn

EXEMPLUL 1.5. Sa se rezolve urmatorul sistem de ecuatii liniare

r1 + T2 + T3 + x4 = 2
2:29 + 2-23 + Y = 2
2.2 + 2-x2 — Ty = 2
3.1 + T9 — 3 = 2
1 1 1 1
. . . 0 2 2 1
Matricea sistemului este A = _9 9 01 | A =detA =4 #0.
31 -1 0
Prin urmare sistemul este de tip Cramer. Avem
2 1 1 1 1 2 1 1
2 2 2 1 0 2 2 1
Ai=lg9 9 ¢ 1|74 R2=| 9 9 o —1|=%
2 1 -1 0 3 2 -1 0
1 1 2 1 11 1 2
0 2 2 1 0o 2 2 2
A3=| _9 9 9 _1|=712 Bi=| _9 9 ¢ 29|16
31 2 0 31 -1 2
Conform teoremei lui Cramer solutia sistemului este
A A A A
xlzf:—l, x2:X2:2, xng:—fi, .%‘4:X4:4.

2.2. Sisteme de ecuatii liniare neomogene. Fie sistemul de ecuatii
liniare cu coeficienti reali

a1 r1+ap-ro+...+tay, T, = b
(1.4) az1 Ty +ag - r2+...+tam Tn = by
Am1 1+ Am2 - T2+ ..+ Ay - Ty = by

astfel incat macar unul din termenii liberi este diferit de 0, cu matricea asociata
A € My, »(R) si matricea extinsa A € My, n11(R).

TEOREMA 1.12. (Teorema Kronecker-Capelli) -
Sistemul (1.4) este compatibil daca gi numai daca rang A = rang A.
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In continuare presupunem ca rangul matricei asociate sistemului (1.4) este
rang A = r < min{m,n} si

Aj157  Qiygo -+ Qipj,
Qg5 Qiggy -+ Qigj,
Q51 Qjrgy - oo Qg
Ecuatiile i1, 4o, . . . , %, se numesc ecuatii principale ale sistemului, celelalte fiind
numite ecuatit secundare. Necunoscutele ji, j2, ..., jr se numesc necunoscute
principale iar celelalte necunoscute secundare.
Consideram in continuare determinantii
Ajy57  Qiyjo -+ - Qgyg, bil
Qg5 Qigjo -+ - Qigg, biQ
A = ) k=r+1,m,
Qjpgy Ajpgy - oo Qg bir
Wigjr  Gipga -+ Qigg, i,

(numiti minori caracteristici ai sistemului (1.4)). Avem urmatoarea teorema.

TEOREMA 1.13. (Teorema Rouché-Frobenius)
Sistemul (1.4) este compatibil dacd si numai dacd minorii sdi caracte-

ristice sunt nuli.
OBSERVATIA 1.1. Teoremele 1.12 i 1.13 sunt echivalente.

OBSERVATIA 1.2. Daca sistemul (1.4) este compatibil si rangul matricei
sale asociate este rang A = r < n atunci este compatibil nedeterminat iar daca
rang A = n atunci este compatibil determinat.

EXEMPLUL 1.6. S& se rezolve urmatorul sistem

Ty — ro + 2-x3 + T4 + x5 = 1
2-x1 + Tro + xr3 — x4 + 315 = 5
xr1 — 4-m2 + S-w3 + 4-a4 = -2

Matricea sistemului este
1 -1 2 1 1 Lo — 21,4 1 -1 2 1 1
A= 2 1 1 -1 3 Ls— 14 0 3 -3 -3 1
1 -4 5 4 0 ~ 0 -3 3 3 —1

Ly+L, (L 71 2 11 1 -1 2 11

N 0 3 -3 -3 1 |~ 0 3 -3 -3 1)
0o 0 0 00

Se obtine rang A = 2. Matricea extinsa a sistemului este

1 -1 2 11 1 1 -1 2 1 1 1
A=2 11 -13 5 ]|~(0 3 -3 -3 1 3
1 -4 5 4 0 =2 o -3 3 3 -1 -3
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1 -1 2 111 L 9 111
~008 3 313~y 5 3 5 3 )
0 0 0 000

Astfel rang A = rang A = 2, deci sistemul este compatibil (nedeterminat),
conform teoremei lui Kronecker-Capelli, doud necunoscute sunt principale, iar
celelalte trei secundare (arbitrare).

; _1 = 3 # 0. Astfel
x1, X2 sunt necunoscutele principale iar, 3 = «, x4 = 3, x5 = v, o, 3,7 € R,
sunt necunoscutele secundare. Primele doua ecuatii ale sistemului sunt ecuatii
principale, iar ecuatia a treia este ecuatie secundara. Subsistemul principal
(format din cele doua ecuatii principale) devine

g — 23 =1 — 2.0 — B — 7y
221 + 9 = H — a + B - 39

Putem alege ca determinant principal A =

Acesta este un sistem de tip Cramer sgi are ca determinant pe A. Solutia
sistemului este £1 =2 — a — %’}/,:112 =14+3.-a+5—- %’y, a, 3,7 € R. Solutia
se poate scrie gi In forma matriciala

T 2 -1 0 —1
2 1 1 1 _g
z3 | =| 0 | +a- 1 [ +68-1 0 | +~- 0
T4 0 0 1 0
T5 0 0 0 1

2.3. Sisteme de ecuatii liniare omogene. Fie sistemul de ecuatii lini-
are cu coeficienti reali

aj1-xy+ap-ro+...+am,m-xr, = 0
(1.5) az - @1+ agg T2+ ... tawm-Tn = 0
Al " T1+ama-xTa+ ...+ amn-n, = 0

cu matricea asociatd A € My, »(R).

ProOPOZITIA 1.14. (Proprietati ale sistemelor de ecuatii liniare omogene)

(1) Sistemul (1.5) admite solutia banald 1 = o = ... =z, = 0.

(2) Sistemul (1.5) admite solutii nebanale daca si numai dacd rangul
matrices sistemului este strict mai mic decat numarul de necunoscute,
adicd rang A = r < n.

(3) Daca m > n gi rang A = n atunci acesta admite doar solutia banald.

(4) Dacam = n atunci conditia necesara si suficientd ca sistemul (1.5) sa
admitd solutii nebanale este ca matricea asociata A sd fie singulard,
adicd det A = 0.

(5) Fie s’ = (2}, 2h,...,2)) si " = («f,2f, ..., 2)) doua solutii ale sis-
temului (1.5). Atunci s = ' + 8" = (¢} + 2, 2b + 24, ...z, + 2})
este o solutie a sistemulusi.
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(6) Fie s = (x1,xa,...,2,) 0 solutie a sistemului (1.5) si o € R. Atunci
a-s=(a-r1,a-T2,...,a-xy,) este o solutie a sistemulus.

DEFINITIA 1.20. Daca matricea asociata sistemului (1.5) are rangul r si

daca {s1,82,...,8n—r}, sx = (¥, 2k ... %) k = T,n —r, sunt solutii ale
sistemului astfel incat matricea
1 5 x,
2 al o
S = i .
o ay” xn "
are rangul n—r, atunci spunem ca {s1, S2, ..., Sp—,} este un sistem fundamen-

tal de solutii pentru sistemul (1.5).

EXEMPLUL 1.7. Sa se rezolve urmatorul sistem de ecuatii liniare

r1 -+ Tro + 2- r3 — T4 + Irs = 0
2 To + 3 + 3-x4 — z5 = 0
—x1 + 5-x120 + rz3 — 1124 + 5-25 = 0
2-x9 + 3 — 4d-x4y + 2-5 = 0

Matricea sistemului este

1 12 -1 1 1 2 -1 1
Ao 1 -1 1 3 -1 ?;ﬁl 0 —2 -1 4 =2
| -1 51 -11 5 5T Lo 6 3 —12 6
0 21 -4 2 0 2 1 -4 2
11 2 -1 1
LL?’J:L?’LL2021—42 112 11
Tl o000 o000 021 —4 2)°
000 00O
Am obtinut rang A = 2 < 5. Astfel sistemul admite si solutii nebanale. Alegem
drept determinant principal A = i 71 = —2. Necunoscutele principale

sunt z1, e iar necunoscutele secundare x3 = o, x4 = 3, x5 = 7y, o, 3,7 € R.
Subsistemul principal devine

T+ 12 = —2-a + B — 7
ry — Ty = -—a — 3-8 + 7

Acesta este un sistem de tip Cramer, cu solutia

= —dat2 oy

Prin urmare multimea solutiilor sistemului initial este

S:{S: (—g-a—ﬁ,—%'a+2-6—7,a,ﬁ,7>\a,ﬂ,’yER}.
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Solutia generala se poate scrie sub forma matriciala

1 —% -1 0
r3 | =a- 1 |1 +8- 0|+~ 0
T4 0 1 0
5 0 0 1
Pentru
e o =1, § =~ =0 avem solutia particulara s; = <— %, —%, 1,0,0),

e f =1, a =+ =0 avem solutia particulara sy = (—1,2,0,1,0);
e v =1, a = =0 avem solutia particulara s3 = (0,—1,0,0,1).
Vom ardta ca multimea {s1, s2, s3} este un sistem fundamental de solutii.

Intr-adevir matricea avand liniile formate din elementele celor trei solutii par-

ticulare este . .
-5 —5 1 00
S = -1 2 010

0 -1 0 0 1

1 00
Este clar ca rang S < 3 si ca avem minorul de ordin trei A3 =0 1 0 | =
0 01

1 # 0. Prin urmare rang S = 3 si {s1, 2, s3} este un sistem fundamental de
solutii.






CAPITOLUL 2

SPATII LINTARE

1. Definitii. Proprietati. Exemple

Vom incepe acest capitol prin a reaminti unele chestiuni studiate in liceu,
cum ar fi: legi de compozitie, grupuri, inele sau corpuri, care vor fi folosite
ulterior pentru introducerea notiunii de spatiu liniar.

1.1. Legi de compozitie. Monoizi. Grupuri. Inele. Corpuri.

DEFINITIA 2.1. Fie A si B doua multimi nevide. Se numeste lege de
compozitie internd in A o aplicatie f : A x A — A care asociaza fiecarei
perechi (z,y) de elemente din A un element f(z,y) din A. Se numeste lege
de compozitie externd in A peste B o aplicatie g : B x A — A care asociaza
fiecarei perechi (o, z) € B x A un element g(«, ) € A.

o N M

Notatii. In general o lege de compozitie interna o vom nota prin ”+7, 7.7, 7%
sau ”o”, iar o lege de compozitie externa prin ”-”. O lege de compozitie interna
notata ”+4” o vom numi generic adunare iar o lege de compozitie interna notata

7.7 o0 vom numi tnmultire.

”

DEFINITIA 2.2. Fie G o multime nevida si * : G X G — G o lege de
compozitie interna in G. Spunem ca (G, ) este un grup daca sunt indeplinite
simultan urmatoarele conditii:

9

(G1) Legea de compozitie interna ” *” este asociativd, adica

Vo,y,z € G= (xxy)*z=uxx(yx2)

”

(G2) Exista element neutru in G in raport cu legea de compozitie ” x 7,
adica

160G astfelincat Vee G=xx0=0xx = uz;

(G3) Orice element din G este simetrizabil in raport cu legea de compozi-
tie 7 x 7, adica

VeeG Fa2'€G astfelincat zxa' =2’ xz=20.

Daca, in plus,
(G4) Legea de compozitie ” *

”

este comutativa, adica
Ve,ye G=xxy=1y*x,
spunem ca (G, *) este un grup abelian (sau comutativ).

19
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OBSERVATIA 2.1. Reamintim ca o multime nevida G impreuna cu o lege
de compozitie interna ” x” asociativa, (G, x), se numeste monoid. Daca, in
plus, legea ” %7 este comutativa atunci (G, *) se numeste monoid comutativ.

EXEMPLUL 2.1. Multimea matricilor cu m linii si n coloane cu elemente
numere reale impreuna cu operatia de adunare a matricilor (M,, ,,(R), +) este
un grup abelian.

EXEMPLUL 2.2. Multimea matricilor inversabile de ordin n impreuna cu
operatia de inmultire a matricilor (GL(n,R), X) este un grup necomutativ.

ExeEMPLUL 2.3. Multimea matricilor ortogonale de ordin n impreuna cu
operatia de Inmultire a matricilor (GO(n,R), x) este un grup necomutativ.

OBSERVATIA 2.2. Multimile matricilor inversabile gi a matricilor ortogo-
nale impreuna cu adunarea matricilor sunt doar monoizi comutativi si nu gru-
puri deoarece elementul neutru la adunarea matricilor in multimile de matrici
patratice de acelagi ordin, matricea nula, nu este o matrice inversabila deci nu
avem element neutru in raport cu adunarea in GL(n,R) i in GO(n,R).

DEFINITIA 2.3. Fie multimea nevida I si fie legile de compozitie interna
x: I x I —Tgio:IxI— I Atunci (I,*,0) se numeste inel daca:
(1) (I, %) este grup abelian;
(2) (I,0) este monoid;
(3) Legea” o” este distributiva la stanga si la dreapta fata de legea ” %7,
adica

Vao,y,2 € G=wxo(y*z)=(xoy)x(roz);
si, respectiv,
Ve,y,2 € G = (xxy)oz= (roz)*(yoz).

Daca monoidul (1, o) este comutativ atunci (1, %, 0) se numeste inel comutativ.
Daca exista element neutru in [ in raport cu legea ” o” atunci acest element se
va numi unitatea inelului (I, *, o) care la randul lui se numeste inel cu unitate.

DEFINITIA 2.4. Fie inelul (K, %, 0). Daca (K\{0}, o), unde 0 este elementul
neutru in raport cu legea ” %” in K, este grup atunci (K, *, o) se numeste corp.
Daca, in plus, (K \ {0}, o) este grup comutativ atunci (K, %, o) se numeste corp
comutativ.

EXEMPLUL 2.4. Fie multimea numerelor reale R. Operatiile de adunare si
de Inmultire a numerelor reale sunt legi de compozitie interna in R. Se verifica
ugor ca (R, +,+) este un corp comutativ numit corpul comutativ al numerelor
reale.

EXEMPLUL 2.5. Fie multimea numerelor complexe C. Operatiile de adu-
nare i de Inmultire a numerelor complexe sunt legi de compozitie interna in
C. Se verifica usor ca (C,+, ) este un corp comutativ numit corpul comutativ
al numerelor complexe.
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1.2. Spatii liniare.

DEFINITIA 2.5. Fie (V,+) un grup abelian si fie (K, +,-) un corp comu-
tativ, al carui element neutru in raport cu operatia ” - ” il vom nota cu 1.
Consideram legea de compozitie externa in V' peste K notata - : K x V — V.
Atunci (V,-) se numeste modul stang peste corpul K daca:

(M1l) 1 -z =2,V eV;
(M2) a- (5 - ):(a B)xVaﬁEK@Va:GV‘
M3) a-(z+y)=a-z+a-y,Vae K giVr,y e V;
(M4) (a+p) z=a-xz+p -z, Vo, € KgiVreV.

PROPOZITIA 2.1. Fie (V,+) un grup abelian, corpul comutativ (K,+,-) i
legea de compozitie externd - : K XV — V in'V peste K astfel incat (V,-) este
modul stang peste corpul K. Atunci, daca 0 este elementul neutru la adunare
in corpul K iar 0 este elementul neutru la adunare in V, avem

(1) 0-z=0,Vx e V;

(2) a-0=0,Vae K;
(3) Dacaa-x =60, a € K, x €V, atunci « =0 sau x = 0;
(4) (-1)-x=—x, Ve € V, unde —1 € K este simetricul lui 1 in raport

cu operatia de adunare in corpul K iar —x € V este simetricul lui x
in raport cu operatia de adunare in V.

DEMONSTRATIE. Folosind proprietatea (M4), cu a = 8 = 0, avem
0-2=0+0)-2=0-2+40-z, VxeV

de unde rezulta 0-z = 6.
In continuare fie a € K si x € V. Notam cu —x simetricul lui « in raport
cu operatia de adunare in V. Avem, folosind proprietatile (M4) si (M1),

a-=a-(z+(-z)=a-z+a (—z)=a-z+ (—(a-x)) =0.
Acum, pentru a demonstra (3), sa presupunem ca «-x = 60 si a # 0. Atunci
elementul « este simetrizabil in corpul K in raport cu operatia de inmultire,
adica existd o/ € K astfel incat o/ -« = 1. Astfel, din proprietatile (M1), (M2)
si (2), obtinem
r=1lz=("a)z=d (a-2)=d-0=0.
In final, din (1) si din proprietatile (M3) si (M1) rezulta
=1+ (1) z=1-z2+(-1)-z=z+(-1) .

Deoarece simetricul unui element din V' in raport cu operatia de adunare este
unic, urmeaza ca (—1) - x = —x. 0

DEFINITIA 2.6. Fie multimea nevida V', corpul comutativ (K, +, ), legea
de comporzitie interna + : V x V. — V si legea de compozitie externa - :
K xV — V in V peste K. Atunci (V,+,-) se numeste spafiu liniar (sau
vectorial) peste corpul K daca:

(1) (V,4) este grup abelian;
(2) (V,-) este modul stang peste corpul K.
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FElementele multimii V' se numesc wvectori iar cele din corpul K se numesc
scalari. Dacda K = R atunci (V,+,-) se numeste spatiu liniar real iar daca
K = C atunci (V,+,-) se numeste spatiu liniar complex.

DEerFINITIA 2.7. Elementul neutru in raport cu adunarea intr-un spatiu
liniar se numeste vectorul nul din acest spatiu.

OBSERVATIA 2.3. Dupéa cum am vazut, pentru mai multe tipuri de adunari
sau de inmultiri (in corpul (K, +,-) sau in spatiul liniar (V,+,-)) folosim, din
ratiuni evidente de estetica si logica a scrierii formulelor matematice, aceleasi
simboluri. Este clar ca trebuie evitate confuziile intre operatiile notate la fel.

OBSERVATIA 2.4. Cu scopul de a nu complica enunturile definitiilor, pro-
pozitiilor sau teoremelor prezentate in acest curs, atunci cand nu va exista
vreun pericol de confuzie, nu vom preciza operatiile din spatiul liniar cu care
lucram sau pe cele din corpul de scalari, notand simplu spatiile liniare sau
corpurile in acelagi fel ca multimea pe care sunt definite aceste operatii. De
exemplu, atunci cand nu este posibila nici o confuzie, vom nota un spatiu liniar
(V,+,) peste un corp (K, +,-) doar cu V, iar corpul de scalari doar prin K.

EXEMPLUL 2.6. Fie corpul comutativ (K,+,-). Consideram produsul
carte-zian al multimii K cu ea insasi de m ori, definit prin

K"=KxKx...xK={x=(x1,22,...,2n)|z; € K,i=1,m}.
Definim operatia de adunare in K™, +: K™ x K™ — K™ prin

$+y = (])1,1)2, ce. 7xm)+(y17y27 o 7y’m) = (951+y17332+y2, ce 7xm+ym) S Km7

oricare ar fi & = (z1,22,...,2m) € K™ sty = (y1,Y2, .-, Ym) € K™.
Definim legea de compozitie externa in K™ peste K (inmultirea la stanga cu
scalari), - : K x K™ — K™, prin

a-r=a-(r1,22,...,om) = (@ -z, T2, ..., Tyy) € K™,

oricare ar fi « € K §i = (z1,22,...,%y,) € K™.

Vom demonstra ca (K™, +, -) este un spatiu liniar peste corpul K. Tehnica
de lucru in astfel de cazuri consta in a reduce studiul operatiilor definite pe
spatiul liniar la cel al operatiilor din corpul de scalari ale caror proprietati le
cunoagtem.

Mai intai aratam ca (K™, +) este un grup abelian.

(G1) Fie z = (z1,22,...,2m) € K™, y = (y1,Y2,..-,Ym) € K™ si 2 =

(21,22,...,2m) € K™. Avem, conform definitiei adunarii in K,

v+ (y+z2) = (r1,22,...,2m) + (Y1 + 21,02 + 22, Ym + Zm)
= (w14 Wi +2),22+ (Y2 +22), -y Tm + (Ym + 2m))
= ((xz1+y)+ 21, (x2+12) + 22, .., (T + Ym) + 2m)
= (z+y)+ 2z

unde am folosit faptul c& adunarea in corpul K este asociativd. Am obtinut
astfel ca si adunarea din K™ este la randul ei asociativa.
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(G2) Consideram elementul # = (0,0, ...,0) din K™, unde 0 este elemen-
tul neutru la adunare in K, si fie x = (z1,z2,...,%y) € K™. Atunci

xr+60=(r1+0,2240,...,2 +0) = (21, 22,...,2m).
Analog se obtine # + x = x. Prin urmare 6 este elementul neutru la adunare
in K™.
(G3) Fie z = (z1,x2,...,Tm) un element oarecare din K. Consideram
—z = (—x1,—22,...,—Tpy) € K™, unde —z; € K este simetricul lui z; € K
in raport cu adunarea in K, pentru orice i = 1, m. Din definitia operatiei de
adunare in K™ rezulta

z+ (—z)=(x1 4+ (—x1), 22 + (—x2), ..., Tm + (—x,)) = (0,0,...,0) = 6.

Analog se aratd (—z) + x = 0 gi, astfel, ca orice element x din K™ este
simetrizabil.
(G4) Fie z = (z1,22,...,2m) € K™ siy = (y1,92,...,Ym) € K™. Atunci

r+y = (v1,22, ., Tm) + (Y1,Y2,- - Ym)
= (v1+y, 22+ Y2, T+ Ym)
= (Y1 + 21,92+ T2 Y+ T
= y —"_ x’
unde am folosit faptul ca adunarea in corpul K este comutativa. Am obtinut
astfel ca si adunarea din K™ este la randul ei comutativa.
In continuare demonstrim ci (K™, -) este modul stang peste corpul K.
(M1) Fie x = (x1,x2,...,2m) € K™ i 1 elementul neutru la inmultire in
K. Avem

l-x=1-(x1,22,...,2m) =1 21,1 29,...,1-2p,) = (21, 22,...,%y) = x.
(M2) Fie o, p € K si x = (z1,%2,...,Tm) € K™. Atunci
Oé(ﬁl’) = a'(6'$1a6'x27"'7ﬁ'mm)
= (Oé'(ﬂ'l‘l),a'(ﬁ'IL‘Q),...,OK'(ﬁ'IEm))
= ((a-B)-z1, (- B) - x2,..., (- B) - ¥m)
= (Oé ’ B) © L,
unde am folosit asociativitatea Inmultirii in corpul K.
(M3) Fiea € K, x = (z1,22,...,2m) € K™ siy = (y1,92,.-.,ym) € K™.
Datorita distributivitatii inmultirii fata de adunare in corpul K, obtinem

a-(z+y) = (a-(xwr+wy),a-(x2+y2),...,a(Tm + ym))
= (v-zi+a-y,a-To+a-y2,...,0 Ty + Q- Yn)
= (a -z, 29,...;a - Ty)+ (@ Y1, Y2y .oy Yp)

a-r+aoa-y.

(M4) Ca si in demonstratia proprietatii (M3), vom folosi distributivitatii
inmultirii fata de adunare in corpul K. Fie o, 8 € K si x = (z1,22,...,%m) €
K™, Atunci

(a+pB) -z

(a+ ) (xl,.’IJQ,...,QJm)

((Ct ) .%'1,(@+B)'.%'2,---,(0&+6)'.Tm)

(- -z, 2, .., Ty) + (821, 8- x2,..., 0 Tm)
a-x+ p.
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In concluzie (K™, +,-) este un spatiu liniar peste corpul K. In cazul in care
K = R obtinem spatiul liniar real (R™, +,-), cel in care vom lucra cel mai des
pe parcursul acestui curs.

Prezentam in continuare alte doua exemple de spatii liniare (pe care le vom
da fara demonstratii deoarece acestea sunt foarte asemanatoare cu demonstra-
tia din exemplul precedent).

EXEMPLUL 2.7. Fie multimea matricilor cu m linii si n coloane, cu ele-
mente dintr-un corp comutativ (K, +, ), My, »(K), impreuna cu operatiile de
adunare a matricilor gi de Inmultire cu scalari definite in capitolul precedent si
notate tot prin ” + 7 si, respectiv ” - 7. Atunci (M, »(K), +, ) este un spatiu
liniar peste corpul K.

EXEMPLUL 2.8. Fie un corp comutativ (K, +,-) si fie multimea polinoa-
melor de grad mai mic sau egal cu n € N cu coeficienti din K

PolK]={p=p)=an 2"+ apn_1-2" ' +...+ay -z +aola; € K,i=0,n}

Definim adunarea polinoamelor + : P,[K] x P,[K]| — P,[K] astfel: fie
p=px)=an 2" +an,_1- 2" +.. . +a;-z+ag € PyK]

si

L 4br -+ by € PuK],

q=q(z) =bp-a" +by1-2""
atunci, prin definitie, avem
p+q = (an+by) 2"+ (an—1+bn_1) a4 A (a1+b1)-z+ag+by € PplK].
Definim inmultirea polinoamelor cu scalari astfel: daca o € K si
p=p)=an 2" +an_1 "+ ... +a-z+ay € PK],
atunci
a-p=(a-ap) 2"+ (@ ap 1) 2" 4. .+ (a-a1) z+a-ag € Pu[K].

Se demonstreaza usor ca (P,[K],+, ) este un spatiu liniar peste corpul K.

DEFINITIA 2.8. Fie (V,+,-) un spatiu liniar peste corpul (K, +,-) si fie
Vo € V o submultime a lui V. Spunem ca (Vp, +, ) este un subspatiu liniar al
spatiului liniar (V,+,-) si notam Vp c V daca (Vj, +, ) este spatiu liniar peste
s.s.l.
corpul K.

OBSERVATIA 2.5. Din definitia de mai sus rezulta imediat ca vectorul nul
dintr-un spatiu liniar apartine oricarui subspatiu liniar al acestuia.

PROPOZITIA 2.2. Fie (V,+,-) un spatiu liniar peste corpul (K,+,-) si fie
Vo CV o submulfime a lui V. Atunci Vy este un subspatiu liniar al spatiului
lintar V' daca si numai daca
(1) Ve,ye Vo =z +y € Vp;
(2) Vae K si VeeVy=a-zel.
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DEMONSTRATIE. ”=" Presupunem Vjc V. Atunci (Vp,+,-) este spatiu

s.s.l.
liniar peste corpul K, prin urmare (Vp,+) este subgrup al grupului (V,+)
de unde rezulta (1). Deoarece (Vjp,-) este modul stang peste corpul K, din
proprietatile (M1) si (M2) obtinem (2).
”<" Din (1) rezulta ca (Vp, +) este subgrup al grupului (V,+) deci (Vo, +)
este grup abelian. Faptul ca (Vj,-) este modul stang peste corpul K rezulta
din (1) si (2) tinand cont ca (V,-) este modul stang peste K. O

Evident, aceasta propozitie poate fi reformulata dupa cum urmeaza.

PROPOZITIA 2.3. Fie (V,+,-) un spatiu liniar peste corpul (K,+,-) si fie
Vo CV o submulfime a lui V. Atunci Vy este un subspatiu liniar al spatiului
lintar V' daca si numai daca

Va, € K § Vx,ye€Vy= ax+ PByc V.

COROLARUL 2.4. Intersectia V1 N Vo a doua subspatii liniare Vi cV si

s.s.l.

Vo c V' este un subspativ lintar al spatiului liniar V.
s.s.l.
OBSERVATIA 2.6. Daca notam cu 6 vectorul nul din spatiul liniar V gi
consideram multimea Vp = {0} atunci (Vp, +, ) este un subpatiu liniar al lui
V. Deasemeni, este clar ca V c V. Aceste subspatii liniare, Vy si V, sunt

s.s.l.

numite subspatit liniare triviale ale lui V.

ExEMPLUL 2.9. Consideram spatiul liniar (M,,(K),+,-) al matricilor pa-
tratice de ordin n peste corpul (K, +, -), multimea matricilor simetrice de ordin
n cu elemente din K, S,(K) si multimea matricilor antisimetrice de ordin n
cu elemente din K, AS,,(K). Acum, folosind proprietatile matricilor simetri-
ce gi antisimetrice si propozitia 2.2, de caracterizare a unui subspatiu liniar,
obtinem S, (K) gl/\/ln(K) si, respectiv, AS,(K) Qan(K)-

S. S.

2. Baze in spatii liniare finit dimensionale

In acest paragraf vom lucra intr-un spatiu liniar (V, +,-) peste corpul co-
mutativ (K, +, ).

DEFINITIA 2.9. Fie sistemul (multimea) de vectori S = {vi,va,...,vp}
din spatiul liniar V. Spunem ca un vector x € V este o combinatie liniara de
vectori din S daca exista scalarii o; € K, ¢ = 1, p, astfel incat

P
r=a1-v1t+avat...Fay- vy = E Q- V.
i=1
Multimea tuturor combinatiilor liniare de vectori din S se numeste acoperirea
liniara a lui S si se noteaza L[S].
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OBSERVATIA 2.7. In definitia precedenta scalarii o; nu sunt in mod ne-
cesar nenuli. Ca o consecinta, vectorul nul din spatiul liniar S se géseste in
acoperirea liniara a oricarui sistem de vectori din V.

PRrROPOZITIA 2.5. Fie S = {vi,v2,...,v,} un sistem de vectori din V.
Atunci acoperirea liniara L[S] a lui S este un subspatiu liniar al lui V.. Mai
mult, L[S] este intersectia tuturor subspatiilor liniare ale lui V' care contin
sistemul de vectori S.

DEMONSTRATIE. Fie vectorii z,y € L[S]. Atunci exista scalarii o; € K si
B; € K, i =1,p, astfel incat

P
rT=01-v1taz V2t ...+ 0y U= g ;- Vg,
i=1

si

P
yZﬁl'U1+Bz-vg+...+ﬂp~vp:z:ﬁi'vi.
i=1

Acum fie scalarii oarecare a, 5 € K. Avem

ar+ Py = (a-ar+p-p1)-vi+(a-as+B-F2) va+...
+(a-ap+ 8- Bp)-vp

= le(oz-ozi—l—ﬁ-ﬁi)-vi.
Prin urmare, am obtinut ax + Sy € L[9] si, conform propozitiei de caracteri-

zare a subspatiilor liniare, urmeaza ca L[S]c V.

s.s.l.

In continuare, este evident c& S € L[S], deci (| Vi C L[S]. Fie VxcV
Vi, CV s.s.l.
s.s.l.
SC W

astfel incat S C V. Conform propozitiei de caracterizare a subspatiilor liniare
rezultd cé orice combinatie liniara de vectori din S apartine subspatiului liniar

Vi, ceea ce Inseamna ca L[S] C V}, si, prin urmare, L[S] C () Vj.
Vi CV
s.s.l.
SC Vi
In concluzie, L[S] este intersectia tuturor subspatiilor liniare ale lui V' care

contin sistemul de vectori S. U

OBSERVATIA 2.8. Subspatiul liniar L[S] mai este numit si subspatiul liniar
generat de sistemul de vectori S.

DEFINITIA 2.10. Sistemul de vectori S = {v1,v2,...,vp} C V se numeste
liniar dependent daca exista scalarii o; € K, i = 1, p, nu toti nuli, astfel incat

ap-vrtaz-vat . ap v, =0,

unde 6 este vectorul nul din spatiul liniar V.
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DEFINITIA 2.11. Sistemul de vectori S = {v1,v2,...,vp} C V se numeste
liniar independent daca din

a1 v +az-v2 4. v, =0,
unde 6 este vectorul nul din spatiul liniar V si oy € K, i = 1, p, sunt scalari,
rezulta
op=ag=...=qap=0,

unde 0 este elementul nul in raport cu adunarea in corpul K.

Urmatoarea teorema este un rezultat de caracterizare a sistemelor de vec-
tori liniar dependente.

TEOREMA 2.6. O conditie necesara si suficientd pentru ca un sistem de
vectori S = {v1,v2,...,vp} dintr-un spativ liniar V' sa fie liniar dependent
este ca macar unul dintre vectorii din sistemul S sa se scrie ca o combinatie
liniara a celorlalit vectori din S.

DEMONSTRATIE. ”=" Presupunem ca sistemul de vectori S = {v1,va, ...,
vp} este liniar dependent. Rezulta ca exista scalarii oy € K, ¢ = 1,p, nu toti
nuli, astfel Incat

(2.1) a1 -v+az-vet ...t ayv, =0,

In continuare presupunem ca a # 0 i astfel rezulta cd scalarul oy este si-
metrizabil in raport cu inmultirea in corpul K. Adica exista a,;l € K astfel
incat ay - a,;l = 1, unde 1 este unitatea din corpul K. Acum, inmultim relatia
(2.1) cu agl si obtinem

(a1 -a ) o1+ (ag-agt) va+ .ot op+...+ (ap-agt) v, =0,

de unde
e = (—o ~a,;1) cv1 4 (—ag - algl) V9 .+ (g ~a,;1) CVp_q
(i1 ) v+ (map )
= Br-vi+PBa-ve+ .+ Bt Vg1 + Brg1 Vg1 + oo+ Bp - p,
unde 5; = —ay - a,;l € K,ie{1,2,...,p}\ {k}, sunt elementele simetrice
in raport cu operatia de adunare in corpul K ale scalarilor «; - a,;l € K,
ie{1,2,...,p} \ {k}. Astfel vectorul vy este o combinatie liniara a celorlalti

vectori din S.
7" Sa presupunem ca vectorul vy € S, se poate scrie ca o combinatie
liniara a celorlalti vectori din S, adica exista scalarii 8; € K astfel incat

vp=pF1-v1+Ba-va+ oA Bt Vk—1 + Byt Vg1 + .-+ Bp - Up.

Urmeaza ca
Br-vi+Po-va+ ...+ Bro1-vk—1+(=1) v+ Brg1 - Vkp1+ ...+ Bp-vp =10,

adica sistemul de vectori S este liniar dependent. O
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EXEMPLUL 2.10. Fie sistemul de vectori S = {vy,ve,v3} C R?, unde v; =
(1,2,—4), vo = (2,0,1), v3 = (—3,2,—6). Sa se arate ca S este un sistem de
vectori liniar dependent.

Consideram scalarii aq, ao, ag € R astfel incat aq-v1 + a9 -vo+ag-vy =0,
unde § = (0,0,0) € R? este vectorul nul. Aceasti relatie este echivalenta cu
sistemul de ecuatii liniare

o + 2-a — 3-a3 = 0
2-0q + 2-a3 = 0
—4-a1 + a2 — 6-a3 = 0
1 2 -3
Matricea acestui sistem este A = 2 0 2 ],cudetA =0. Prin ur-
—4 1 -6

mare, rangul matricei A este mai mic decat 3 si sistemul admite solutii neba-
nale, adica «;, 1 = 1,3, nu sunt toti egali cu 0. Rezulta ca sistemul de vectori
S este liniar dependent.

Demonstratiile urmatoarelor trei propozitii sunt imediate gi, din acest mo-
tiv, vom prezenta aici doar enunturile acestora.

PROPOZITIA 2.7. Un sistem de vectori dintr-un spatiu liniar format dintr-
un singur vector nenul este liniar independent.

ProproziTIA 2.8. Un sistem de vectori dintr-un spatiu liniar care contine
vectorul nul este un sistem liniar dependent.

ProroOzZITIA 2.9. Un sistem de vectori dintr-un spatiu liniar care contine
un subsistem de vectori liniar dependent este la randul sau liniar dependent.

DEFINITIA 2.12. Un sistem de vectori S = {v1, va, ..., vp} din spatiul liniar
V' se numeste sistem de generatori pentru V dacéa orice vector din V se scrie
ca o combinatie liniara de elemente din S, adica

P
VeeV 3Jo; €K, i=1,p, astfelincait == Zai - ;.
i=1
OBSERVATIA 2.9. Se observa cu ugurinta ca un sistem de vectori din spatiul
liniar V' este un sistem de generatori pentru V daca si numai daca V este
acoperirea liniara a lui S, adica V' = LI[9S].

DEFINITIA 2.13. Spunem ca un spatiu liniar V' este infinit dimensional
daca exista un sistem de vectori din V' cu un numar infinit de elemente care
este liniar independent. In caz contrar spunem ca spatiul liniar V este finit
dimensional.

DEFINITIA 2.14. Fie V un spatiu liniar finit dimensional. Spunem ca V'
are dimensiunea n gi scriem dim V' = n daca numarul maxim de vectori liniar
independenti din V este n.

ProproziTiA 2.10. Dacd in spatiul liniar V' exista un sistem de generatori
S = {v1,ve,...,v,} liniar independent atunci dimV = n.
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DEMONSTRATIE. Vom demonstra ca orice sistem de vectori din V' format
din n + 1 elemente este liniar dependent.

Fie 8" = {wy,ws, ..., wy,, wy4+1} un sistem de vectori din V. Deoarece S
este un sistem de generatori pentru spatiul liniar V', rezulta ca exista scalarii
aij € K,i=1,n+1, j = 1,n, astfel incat vectorii din S’ se pot scrie

n
(2.2) wi:aﬂ-vl—|—az~2-v2+...+ain-vn:Zaij-vj, Vi=1,n+ 1.
j=1
Acum, consideram scalarii 8; € K, i = 1,n + 1, astfel incat

(2.3) Br-wi+ Po-wa+ ...+ Py Wogr =0,
unde @ este vectorul nul din V. Din (2.2) si (2.3) obtinem

B - (zn:alj '%‘) + B2 - (Zn:an -vj> +... 4+ Bnt1 (Zn:an+1j‘vj) =0,
j=1 j=1 j=1
de unde

(Br-a1n+ B2 agr+ ...+ Bn a1 + Brg1 - Qng1,1) - 01

+ (Bi-ap+ P2+ ...+ By an2 + Bar1 - ang12) - U2

+ (61'a1n+62'a2n+---+ﬁn'ann+/6n+1'an+l,n)'vn

= 0.

Dar sistemul de vectori .S este liniar independent, de unde, conform definitiei
independentei liniare, rezulta sistemul de ecuatii liniare cu necunoscutele 5;,
1=1,n+1,

a1 P+ Pt Fom By F oy Buyr =0
ar2-PrH+a-Bot ... Fapa Br+onti2-Buyr =0

aln'ﬁ1+a2n'ﬁ2+---+ann'5n+an+1,n'6n+1 =0

Matricea asociata acestul sistem este

1] Q21 ... Opl Onp4ll

12 (22 ... Qp2 Onp4l12
A= ) ) ,

Qlp Q2p ... Qpp QGpiln

curang A <n < n+1. Prin urmare sistemul admite si solutii nebanale, adica
exista f;, 1 = 1,n+ 1, nu toti nuli, care transforma ecuatiile sistemului in
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identitati. Tindnd cont de relatia (2.3) rezultd ca sistemul de vectori S’ este
liniar dependent.

In concluzie, numarul maxim de vectori liniar independenti din V' este n si,
astfel, dim V' = n. O

DEFINITIA 2.15. Un sistem de vectori liniar independent din spatiul liniar
V' cu un numar de elemente egal cu dimensiunea spatiului se numeste bazd in

V.

TEOREMA 2.11. (Teorema de reprezentare a unui vector intr-o baza)

Fie B = {e1,e2,...,en} 0 baza in spatiul liniar V. Atunci orice vector
x €V se reprezintd in mod unic ca o combinatie liniard de vectori din B,
adica

n
VeeV dla; € K,i=1,n, astfel incat x = Zai - €.
i=1
Scalarii o; € K, i = 1,n, se numesc coordonatele vectorului x in baza B si
notam x = (a1, a2, ..., Qn)B-

DEMONSTRATIE. Existenta. Fie x € V un vector oarecare din spatiul
liniar V. Consideram sistemul de vectori S = {ej, e, ..., e,, 2} din V. Deoare-
ce B={e1,ea,...,e,} este o baza in V, conform definitiei, rezulta ca dimV =
n si, mai departe, ca .S este un sistem de vectori liniar dependent. Deci exista
scalarii 5;, i = 0,n, nu toti nuli, astfel Incat
(2.4) Borx+Pi-ert...+0n en=0,
unde 6 este vectorul nul din V. Presupunem, prin reducere la absurd, ca
Bo = 0. Atunci

Br-er+Ba-eat...+ Bn-en =10,
unde 3;, i = 1,n, nu sunt toti nuli. Aceasta este o contradictie, pentru ci
sistemul de vectori B este o baza, adica este liniar independent.
Am obtinut By # 0, de unde rezultd ca [y este simetrizabil in raport cu
operatia de inmultire in corpul K. Prin urmare, exista 3, 1 ¢ K astfel incat
Bo - ﬂo_l = 50_1 - By = 1, unde 1 este unitatea din K.
Inmultind ecuatia (2.4) cu By ' rezulta

x—i—(ﬁo_l-ﬁl)-el+...+(60_1-6n)-en:9,

adica

r=Q1-€1tag- -3+ ...+ Qp" ey,
unde am folosit notatiile a; = —60_1 BieK,i=1,n.

Unicitatea. Presupunem, prin reducere la absurd, ca un vector oarecare
x € V se poate scrie ca o combinatie liniara de elemente din B in doua moduri
distincte, adicd existd «; € K, o} € K, i = 1, n, astfel incat

T=a1-etaz-eat...tay-e,=a)-e+ah-ea+...+al,-epn.
Rezulta

(a1 + (=ah)) -er + (a2 + (—a2)) - e+ ..+ (an + (=ap)) -en = 0
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unde —o; € K, i = 1,n, sunt elementele simetrice ale «; in raport cu operatia
de adunare in corpul K. Cum B este un sistem de vectori liniar independent,
urmeazd «; + (—a}) = 0, i = 1,n, de unde a; = o, Vi = 1,n, ceea ce inseamna
ca scrierea unui vector din V' ca o combinatie liniara de vectori din B este
unica. O

OBSERVATIA 2.10. Doi vectori x i y din spatiul liniar V', unde dim V' = n,
exprimati in aceeasi baza B, r = (l’lﬂ, v xp)B Sy = (Y1,92, - -, Yn)B, Sunt
egali daca x; = y;, pentru orice ¢ = 1, n.

Ca o consecintd putem enunta urmatorul rezultat.

TEOREMA 2.12. Un sistem de vectori dintr-un spatiu liniar este o baza in
acest spatiu daca st numat daca este un sistem de generatori liniar independent
pentru spatiul liniar considerat.

ExeEMPLUL 2.11. Fie spatiul liniar (K™, 4, -) peste corpul (K, +,-), definit
in exemplul 2.6. Consideram vectorii

er = (1,0,0,...,0,0),e2 = (0,1,0,...,0,0),...,e, = (0,0,0,...,0,1)

din K™. Atunci B = {e1,e2,...,e,} este o baza in K™ numita baza canonica
din spatiul liniar (K™, +,). Ca o consecinta, obtinem dim K" = n.
Intr-adevar, daca aq, ao, ..., a, € K sunt scalari astfel incat aje; +aoes +

...+ aye, = 0, unde 0 este vectorul nul din K", rezulta imediat oy = g =
. = a, = 0, deci B este un sistem liniar independent. In continuare, fie
x = (x1,...,xn) € K™. Se obtine imediat x = z1e; + xoe2 + ... + Tpe,. Prin
urmare, B este un sistem de generatori pentru K. In concluzie, B este o baza
in spatiul liniar K™.
In cadrul aplicatiilor, daci lucrim cu vectori exprimati in baza canonici
din spatiul ambient, nu vom mai preciza baza atunci cand scriem coordonatele
acestor vectori (daca nu este posibila nici o confuzie).

EXEMPLUL 2.12. In spatiul liniar (M, ,(K),+, ) peste corpul (K, +,-),
definit in exemplul 2.7, consideram urmatoarele m - n matrici, numite matrici
unitare,

1 0 0 0 0 1 0 0
0O 0 0 ... 0 0O 0 0 ... 0
Ey = e ,Ei2 = e yees
0 0 O 0 0 0 O 0
0 0 O 1 0 0 O 0
0 0 0 ... 0 1 0 O 0
Eln: . . . . . 7E21: . I
0 0 O 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 O 1 0 0 O 0

Eop = . . . . . ,-“7E'm1: . . . . . P
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0 0 0 ... 0

0O 0 0 ... O
Enn =

0O 0 0 ... 1

Se verifica usor ca sistemul de vectori
B = {Ellv"'aElTLaEQD"'7E2n7"'7Em17'"aEmn}

este un sistem de generatori liniar independent in spatiul liniar (M., ,(K),
+,-), deci o baza. Aceastd baza este numita baza canonica din acest spatiu
liniar. De aici rezulta si ca dim M, ,(K) =m - n.

Asa cum am vazut in exemplul 2.9, in spatiul liniar M,,(K) al matricilor
patratice de ordin n cu elemente din corpul K avem doua subspatii liniare
remarcabile: cel al matricilor simetrice S,,(K) si cel al matricilor antisimetrice
AS, (K).

Se verifica imediat ca o baza in S, (K) este
By ={E, B2, ..., Enn} U{Ejj + Ejli,j = 1,n,i # j}

si astfel dim S, (K) = L";l).
O baza in AS,(K) este

By = {Eij — Ejili,j = 1,n,i # j}
si dim AS,,(K) = 2=h),
Se observa ci dim M, (K) = dimS,(K) + dim AS,(K) = n?, ceea ce era
de agteptat pentru ca orice matrice patratica se poate scrie ca suma dintre o
matrice simetrica si una antisimetrica astfel: daca A € M,,(K) este o matrice
patratica si definim 4y = (A + A') € S, (K) si 4y = (4 — A') € AS,(K)
atunci A = A + As.

EXEMPLUL 2.13. Fie spatiul liniar (P, (K),+,-) al polinoamelor de grad
mai mic sau egal cu n cu coeficienti din corpul K, definit in exemplul 2.8. In
acest spatiu consideram sistemul de vectori

B={po=1,p1 =x,p2 =% ...,pn ="}
care, aga cum se verifica imediat, este un sistem de generatori liniar indepen-
dent pentru P,[K], adica o baza in acest spatiu, numita baza canonica. De
aici rezulta si dim P, [K] =n + 1.

2.1. Operatii cu vectori exprimati intr-o baza. Fie spatiul liniar
(V,+, ) peste corpul (K,+,-), cu dimV = n, si baza B = {v1,v2,...,v,} In
acest spatiu. Consideram vectorii

x=(T1,%2,...,Tp)B =01 V1 + T2 -Va+ ...+ Ty v, €V

si
y=W1,Y2, - Yn)B=Y1 V1 +Yy2-V2+ ...+ Yp vy € V.
Avem

r+y = (zr1+wy) v+ (x2+y2) -vat+...4+ (T +Yn) vy

= (zr14+y,x2+y2,.. ., Tn+yn)BEV
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si

a-z = (a-z1)-vi+(a-x2) v2+...+ (- -x,) vy

= (a-x,0-29,...,a-zp)p €V, VacK.

2.2. Transformarea coordonatelor unui vector la o schimbare de
baza. Fie spatiul liniar (V,+-) peste corpul (K, +,-), cu dim' V' = n, si bazele
By = {vi,ve,...,v5} §i By = {wi,ws,...,w,} In acest spatiu. Deoarece B;
este un sistem de generatori pentru V vectorii din Bs se pot scrie ca fiind
combinatii liniare de vectori din By astfel: w; = a1 -v1 + o -va+ ...+ Qip - Uy
=71 @ij - vj, Vi =1,n, sau, pe larg,

wy = Q11U+t Q12 V2+ ...+ Qip - Up
Wy = Q21U+t Q0 Vst ...+ Qo Uy
Wy, =  Qpl-V1+FQp2 V24 ...+ Qnp - Un
a1 12 oo O
. Q21 Q922 ... Q9n L. )
Matricea C = . . . . a acestul sistem se numeste matricea
an1 Qp2 ... Qpp

. v .. [ 14 . 14 v C
schimbarii de baza. Aceasta schimbare de baza se noteaza B1 — By. Deoarece
By este un sistem de vectori liniar independent rezulta ca rang C' = n, adica
matricea C' este nesingulara (det C' # 0).
: X / / / /! ! ! s
Consideram vectorul z = (2,25,...,2),)5, = («f,24,...,20)B, € V si
avem

x = v +ahovet .+l v,
= 2w+ w42l w,
= :Cl‘(all‘U1—|—a12'112+...+0(1n-vn)
+$/2/'(0421'U1+6¥22‘7)2—|—...+a2n‘11n)
+alh - (apy - v+ Qp2 - v+ .+ Q- )
= (Z?:l Q41 'xél)"Ul‘F(Z?:l OéiQ'x;/)"UQ—F...

+(Xizs @in - 2) - v,
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de unde rezulta coordonatele lui x in baza B; in functie de coordonatele sale
in baza Bsy

/ 1! 1! 1
T7 =011 T] + Q21 Ty + ...+ Qpl Ty
/ 1! 1! 1
Ty =Q12 T] + Q22 Ty + ...+ Qp2 T,

! 1 " 1
Ty, = Qip X1 + Qop - Ty + ...+ Qpup - T,

Matricea acestui sistem este C?, transpusa matricei schimbarii de baza. Daca

notam cu X; = . sicu Xo = . , atunci sistemul de mai sus se
/ "
JJTL xn
scrie matricial
X 1= Ct X XQ,

si, cum C! este inversabild, inmultind aceastd relatie la stanga cu matricea
inversa (C*)~1, obtinem formula matriciala

X2 = (Ct)_l X Xl,
de transformare a coordonatelor vectorului x € V la schimbarea de baza
c
Bl — Bg.

EXEMPLUL 2.14. S& se arate ca sistemul de vectori B/ = {v; = (0,1,1),
vy = (1,0,1),v3 = (1,1,0)} este o baza in spatiul liniar real (R3,+,-) si apoi
sa se determine coordonatele vectorului z = (1,2, 3) in aceasta baza, unde toti
vectorii sunt exprimati in baza canonici B din R3.

Vom arita mai intai ca B’ este un sistem de vectori liniar independent.
Fie scalarii a1, ag, a3 € R astfel incat

Cll'U1+a2'U2+a3'2}3:9,

unde = (0,0,0) € R? este vectorul nul din R?. Inlocuind vy, vs si vs in relatia
de mai sus obtinem urmatorul sistem de ecuatii liniare omogene cu coeficienti
reali

as + ag3 = 0
o1 + a3 = 0 ,
o+ a2 = 0
0 11
a carui matriceeste A= 1 0 1 | cudet A =27 0. Prin urmare sistemul
1 10

admite doar solutia banald a3 = as = a3 = 0 si, astfel, B este un sistem de
vectori liniar independent.

Acum, deoarece card B’ = dimR? = 3, rezulta, conform definitiei bazei
intr-un spatiu liniar, ci B’ este o baza in R3.
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Matricea schimbarii de baza de la baza canonicd B la baza B’ este C' =
01 1

1 0 1 |, iar inversa matricei sale transpuse este
110
_1 1 1
2 2 2
@)=l b -4
1 1 _1
2 2 2
1
Notam cu X = 2 matricea coloana a coordonatelor vectorului x =
3
]
(1,2,3) in baza canonica si cu X’ = | 2§, | matricea coloani a coordo-
3

natelor lui z in baza B’. Conform formulei de transformare a coordonatelor
unui vector la o schimbare de baza avem

/ 111
Ty T2 2 2 1
X'=(CH ' x X adicd xh | = -3 3 | x| 2/,
/ 11 1
T3 2 2 "2 3

de unde rezulti o} = 2, #, = 1, % = 0. In concluzie z = (2,1,0)z.






CAPITOLUL 3

APLICATII LINIARE INTRE SPATII LINIARE
FINIT DIMENSIONALE

1. Definitia aplicatiilor liniare. Nucleul si imaginea unei aplicatii
liniare. Matricea asociata unei aplicatii liniare

DEFINITIA 3.1. Fie spatiile liniare (V,+,-) si (W, +,-) peste acelasi corp
comutativ (K, +,-). O aplicatie f : V — W se numeste aplicafie liniara daca

(1) aplicatia f este aditiva, adica

Ve,ye V= flz+y)=f(z)+ f(y);
(2) aplicatia f este omogena, adica
Vae K si VeeV = flarz)=a- f(x).
Multimea tuturor aplicatiilor liniare intre spatiile liniare V' gi W se noteaza
L(V,W).
De acum, in aceasta sectiune, vom folosi spatiile liniare (V,+,-) si (W,

+, ) peste acelasi corp comutativ (K, +,), cu dimV =n si dim W = m.

ProroziTiA 3.1. O aplicatie f : V — W este aplicatie liniara daca si
numai dacd

(3.1) flarz+B-y)=a- flz)+5-f(y)
pentru orice a, § € K si orice x,y € V.
DEMONSTRATIE. "=" Fie f : V — W o aplicatie liniara si fie a, 5 € K si
x,y € V. Deoarece aplicatia f este aditiva si omogena rezulta
flare+B-y)=fla-z)+ f(B-y) =a flx)+ 8- f(y)
"<” Fie f: V — W o aplicatie cu proprietatea (3.1). Alegem oo = 3 =1,

unde 1 este unitatea din corpul K. Din (3.1) obtinem

f(93+y)=f(x)+f(y), Vz,y €V,

adicd f este aditiva. Acum alegem o« € K si f = 0. Din nou folosind (3.1)
rezulta

fla-z)=a- f(z), Vxel,

adica f este omogena.
In concluzie, f este o aplicatie liniara. O

37
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Se verifica direct, cu ajutorul propozitiei 3.1, ca daca f, g € L(V, W) atunci
aplicatia h : V' — W definita prin h(x) = f(x) + g(z), pentru orice = € V,
este o aplicatie liniara, si ca daca o € K atunci aplicatia ¢ : V' — W definita
prin a - f = «a- f(x), pentru orice x € V, este, de asemeni, o aplicatie liniara.
Prin urmare, adunarea aplicatiilor liniare este o lege de compozitie interna in

LV, W)
YLV, W) x L(V,W) = LV, W),

(fr9) > f+g, (f+9)(x)=f(z)+g(x), VreV,

iar iInmultirea aplicatiilor liniare cu scalari este o lege de compozitie externa

in L(V,W) peste K
KX L(V,W) — L(V,W),

(. ) =a-f, (a-f)(@)=a-f(2)

Cu ajutorul definitiei spatiului liniar obtinem ugor urmatorul rezultat.
PropozITIA 3.2. (L(V,W),+,) este un spatiu liniar peste corpul K.

Doua proprietati importante ale aplicatiilor liniare sunt date de urmatoa-
rea propozitie.

PropozITIA 3.3. (1) Fie f € L(V,U) si g € LU, W) doua aplicatii
liniare, unde (V,+,-), (U,+,-) si (W,+,-) sunt spatii liniare peste
acelagi corp (K, +,-). Atunci aplicatia obtinutd prin compunerea lor
este o aplicatie liniara, adica go f € L(V,W).

(2) Fie h € L(V,W) o aplicatie liniara bijectiva. Atunci aplicatia h este
inversabild si aplicatia inversd este o aplicatie liniard, adicd h™' €
LW, V).

DEMONSTRATIE. (1) Fie o, € K gi x,y € V. Acum consideram f €
L(V,U) si g € L(UW). Atunci, conform propozitiei 3.1 aplicatd pe rand
pentru f si apoi pentru g, avem

(gof)la-xz+B-y) = g(fla-x+8-y))=gla-flx)+ 8- f(y))
= a-g(f(x)+B-9(f(y))

= a-(gof)x)+5-(g0f)(y).

Prin urmare, din propozitia 3.1, am obtinut go f € L(V,W).

(2) In continuare, fie aplicatia liniard bijectivii h € £(V,W). Urmeazi
cd h este inversabild, adicd existd h™! : W — V astfel incat ho h_; = idy
si A~ o h = idy, unde idy : V — V, idy(x) = z, pentru orice x € V si
idy : W — W, idw (y) = y, pentru orice y € W, sunt aplicatiile identitate pe
V' si respectiv pe W.

Acum, fie o, 5 € K §i y1,y2 € W. Deoarece h este o aplicatie surjectiva
rezulta ca exista x1,xe € V astfel incat y; = h(x1) si y2 = h(x2) sau, altfel
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spus, £1 = h™'(y1) si 22 = h™'(y2). Avem, folosind propozitia 3.1 pentru
aplicatia liniara h,

RN a-y1 +B-y2) = h Y a-h(z)+B-h(x))

= h7l(h(a- 1+ B+ 22))
= h_l(h(oz . h_l(yl) +3- h_l(ZJQ)))

= a-h7Hy) +B-h (),
adica h~! € L(W, V), conform, din nou, propozitiei 3.1. O

1.1. Nucleul si imaginea unei aplicatii liniare.
DEFINITIA 3.2. Fie f: V — W o aplicatie liniara. Se numesgte nucleul lui
f si se noteaza Ker f multimea
Ker f = {z € V|f(2) = 0w} C V.
unde Oy este vectorul nul din spatiul liniar .1

PROPOZITIA 3.4. Fie aplicatia liniara f € L(V,W). Atunci 0y € Ker f,
unde Oy este vectorul nul din spatiul liniar V.

DEMONSTRATIE. Fie vectorul oarecare z € V. Deoarece f este o aplicatie
liniara, avem

f(@) = flz+0v)= f(z)+ f(Ov),
de unde rezulta f(0y) = Oy, adica Oy € Ker f. O

ProOPOZITIA 3.5. Fie aplicatia liniara f € L(V,W). Atunci nucleul lui f
este un subspatiu liniar al spativlui liniar V.

DEMONSTRATIE. Fie a, 8 € K si z,y € Ker f. Atunci, deoarece f este o
aplicatie liniara, avem

flarz+G-y)=a- flx)+ 8- fy) = 0w,
unde am folosit f(z) = f(y) = Ow. Am obtinut -2+ -y € KerV i,
conform propozitiei de caracterizare a subspatiilor liniare ale unui spatiu liniar,

Ker fcV. O

s.s.l.

DEFINITIA 3.3. Fie aplicatia liniara f € £(V,W). Dimensiunea spatiului
liniar Ker f se numeste defectul aplicatiei liniare f si se noteaza def f =
dim(Ker f).

DEFINITIA 3.4. O aplicatie liniara injectiva se numeste monomorfism de
spatii liniare.

PropozITIA 3.6. Fie aplicatia liniara f € L(V,W). Atunci f este un
monomorfism de spatii liniare daca si numai daca Ker f = {0y }.

n limba engleza kernel=nucleu.
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DEMONSTRATIE. ”=" Fie f € L(V, W) un monomorfism de spatii liniare
si fie x € V un vector nenul. Deoarece f este o aplicatie injectiva rezulta
f(x) # f(Oy) = 0w, adica = ¢ Ker f gi, prin urmare, Ker f = {0y }.

”«” Fie aplicatia liniars f € £(V,W) cu Ker f = {fy}. In continuare,
fie 1,29 € V astfel incat f(x1) = f(x2). Atunci, deoarece f este o aplicatie
liniara, rezultd f(x; + (—z2)) = Oy, unde —z2 este simetricul lui 2 in raport
cu operatia de adunare in corpul K. Urmeazd cd z1 + (—x2) € Ker f si, din
ipoteza, x1 + (—x2) = Oy. In concluzie, r1 = x9 si, astfel, f este o aplicatie
injectiva, adica un monomorfism de spatii liniare. O

DEFINITIA 3.5. Fie f : V — W o aplicatie liniard. Se numeste imaginea
lui f si se noteaza Im f multimea

Imf={yeW|3zeV astlel incit y = f(z)} = {f(x)| zx € V} C W.

PROPOZITIA 3.7. Fie aplicatia liniara f € L(V,W). Atunci imaginea lui
f este un subspatiu liniar al spatiului liniar W.

DEMONSTRATIE. Fie o, f € K si fie y1,y2 € Im f. Atunci exista x1, 29 €
V astfel incat f(z1) = y1 §i f(x2) = y2. Atunci

a-yrt+Brya=a- f(z1)+ 8- flaz) = fla 21+ 8- 32),
deoarece f este o aplicatie liniara. Am ardtat ca a-y;+ 8- -y2 € Im f gi, astfel,
calmfcW. O

s.s.l.
DEFINITIA 3.6. Fie aplicatia liniara f € £(V,W). Dimensiunea spatiului
liniar Im f se numeste rangul aplicatiei liniare f gi notam rang f = dim(Im f).

DEFINITIA 3.7. O aplicatie liniara surjectiva se numeste epimorfism de
spatii liniare.

OBSERVATIA 3.1. Este evident, conform definitiei surjectivitatii, ca o apli-
catie liniara f € L(V, W) este epimorfism de spatii liniare daca si numai daca
Imf=W.

PropozITIA 3.8. Fie f € L(V,W) o aplicatie liniara si fie Vo<V un

s.s.l.

subspatiu liniar al spatiului liniar V. Atunci
f(Vo) ={y € W| 3z € Vj astfel incat y = f(x)} CW

este un subspatiu liniar al spativlui liniar W .

DEMONSTRATIE. Fie scalarii o, 8 € K si vectorii y1,y2 € f(Vh). Rezulta
ca exista vectorii x1,x9 € Vp astfel incat f(x1) = y1 si f(x2) = y2. Atunci,
deoarece f este o aplicatie liniard gi Vpc V, avem

a-y1+Bya=a- f(w)+ 8- f(w2) = fla-x1+ 8- 22) € f(Vb),

ceea ce Inseamna ca f(Vp) c W, conform propozitiei de caracterizare a subspa-

s.s.l.

tiilor liniare. U
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PROPOZITIA 3.9. Fie aplicatia liniara f € L(V,W). Atunci, imaginea prin
[ unui sistem de vectori liniar dependent din spatiul liniar V este un sistem
de vectori liniar dependent in spatiul liniar W.

DEMONSTRATIE. Fie sistemul de vectori liniar dependent S = {v1,vs,
...vp} C V. Imaginea prin f a acestui sistem de vectori este S’ = f(S) =
{f(v1), f(v2),..., f(vp)}. Acum, deoarece S este liniar dependent urmeaza ca
exista scalarii a;, ¢ = 1, p, nu toti nuli, astfel Incat

a1 -v1 Qv 4.y vy = Oy,

unde 0y este vectorul nul din spatiul liniar V.
Atunci f(oq -vi +ag-va+...+ap-vp) = f(Oy) = O, unde Oy este vectorul
nul din spatiul liniar W. Deoarece f este o aplicatie liniara, am obtinut

ar- f(v) +ag: f(ve) +... +ap- f(vp) = 0w,

adica sistemul de vectori S" = {f(v1), f(va),..., f(vp)} este liniar dependent.
U

In ceea ce priveste imaginea printr-o aplicatie liniara a unui sistem de
vectori liniar independent putem enunta urmatoarea propozitie.

PropozITIA 3.10. Fie monomorfismul de spalii liniare f € L(V,W).
Atunci, imaginea prin f a unui sistem de vectori liniar independent din spatiul
liniar V este un sistem de vectori liniar independent in spatiul liniar W .

DEMONSTRATIE. Fie sistemul de vectori liniar independent S = {v1,va,
...vp} C V. Fie scalarii a1, a9, ..., € K astfel incat

ar- flur) +ag- f(va)+...+ap- fvp) =0w.
Deoarece f este o aplicatie liniara rezulta
flag-vi+ag-va+...+0p-vp) = 0w
si, cum Ker f = {0y} (deoarece aplicatia f este injectivd), avem
a1 v+ o v+ v, =0y

Dar, din ipoteza, stim ca sistemul de vectori S este liniar independent si prin

urmare oy = a = ... = o, = 0, unde 0 este elementul neutru la adunare in
corpul K.

Am obtinut astfel ca sistemul de vectori f(S) = {f(v1), f(v2),..., f(vp)}
este liniar independent. O

Proroz1TIA 3.11. Flie aplicatia liniara f € L(V,W) si fie B = {v1,va,
..y Up} 0 bazad in spatiul liniar V. Atunci imaginea bazei B prin aplicatia f,
f(B) = {f(v1), f(va),..., f(v,)}, este un sistem de generatori pentru spatiul
liniar Im f.

DEMONSTRATIE. Fie un vector oarecare y € Im f. Atunci existd vectorul
x € V cu proprietatea y = f(z). In continuare, deoarece B este o baza in V,
rezulta ca exista scalarii aq, a9, ..., a, € K astfel incat

r=aQ1 -V +a v+ ...+ Qn - Uy
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Avem
y=[f(z) = floa-vi+oag-v2+...+an vn)

= ar- flo) +ag- f(o2) +...+an - f(vn),

adica sistemul de vectori f(S) este un sistem de generatori pentru Im f. O
Din propozitiile 3.10 si 3.11 obtinem urmatorul rezultat.

TEOREMA 3.12. Fie monomorfismul de spatii liniare f € L(V,W) si fie
B = {v1,ve, ...,vn} 0 baza in spatiul liniar V. Atunci imaginea multimii B
prin aplicatia f, f(B) = {f(v1), f(v2),..., f(vn)}, este o bazd in spatiul liniar
Im f.

Urmaétorul rezultat pune in evidenta legatura dintre rangul si defectul unei
aplicatii liniare.
PropPOZITIA 3.13. Daca f € L(V,W) este o aplicatie liniard atunci
rang f + def f = dim V.

DEMONSTRATIE. incepem prin a nota def f = d si consideram baza B’ =
{v1,v2,...,v4} In Ker f.

In continuare, fie baza B = {v1,v2,...,04, V441, ...,0n} In spatiul liniar
V, unde dimV = n. Urmeaza, conform propozitiei 3.10, ca f(B) = {f(v1),
f(va),..., f(vn)} este un sistem de generatori pentru Im f. Rezulta ca pentru
orice vector y € Im f exista scalarii aq, g, ..., a, € K astfel incat

y=a flu1)+...+ag f(va) +age1 - f(vge1) + -+ an - f(on).
Dar vy, vs,...,vq € Ker f, adica f(v1) = f(v2) = ... = f(vq) = 0y, unde by
este vectorul nul din spatiul liniar V. Astfel
y= a1 f(varr) + ...+ an - flon),

gi prin urmare B” = {vg41,v449,...,0n} este un sistem de generatori pentru
Im f.

Vom demonstra ca B” este un sistem de vectori liniar independent si astfel
o baza in Im f.
Intr-adevir, considerand scalarii Bat1, Bara,-- -, 0n € K astfel Incét

Bar1 - f(as1) + Bayz - f(vaye) + ...+ B - f(on) = Ow,

unde By este vectorul nul din spatiul liniar W, obtinem

f<5d+1 “ V41 + 5d+2 V42 + ...+ /Bn . ’[)n) = QW,

deoarece f este o aplicatie liniara, adica

Ba+1 - Var1 + Bay2 - vap2 + ...+ B - v, € Ker f.

Dar cum B’ = {v1,vy,...,v4} este o bazd in Ker f, rezulta ca exista scalarii
B1, B2, ..., Ba € K astfel incat

Bd+1 - Va+1 + Bave - Vay2 + ...+ Bp v =B1-v1 + Pa-v2+ ...+ By - vg.



APLICATII LINIARE 43

Am obtinut
(=B1)-vi+ ...+ (=Ba)  va+ Bat1 - Va1 + -+ Bn - vy = Oy,

unde scalarii —3; € K, i = 1,d, sunt elementele simetrice ale scalarilor ; in
raport cu operatia de adunare in corpul K. Deoarece B = {v1,...,04, V411,
...,Up} este 0 bazd In V urmeaza cad f1 = -+ = B3 = Bay1 = ... = fn =0,
ceea ce inseamna ca B” este un sistem de vectori liniar independent si, astfel,
o baza in Im f.

Am aratat ca daca def f = dim(Ker f) = d atunci rang f = dim(Im f) =
n — d, adica rang f + def f =n =dim V. O

Folosind aceasta propozitie se obtine imediat urmatorul corolar.

COROLARUL 3.14. Fie aplicatia liniara f € L(V,W), unde dimV = dim W
=n. Atunci avem
(1) Daca f este o aplicatie injectiva atunci f este o aplicatie bijectiva.
(2) Daca f este o aplicatie surjectiva atunci f este o aplicatie bijectiva.

DEMONSTRATIE. (1) Aplicatia liniara f este injectiva daca si numai daca
Ker f = {0y}, adica def f = dim(Ker f) = 0 si, conform propozitiei anterioare,
rang f = dim(Im f) = dim V —def f = n = dim W. Dar cum Im f ¢ W rezulta

s.s.l.
ca Im f = W. Prin urmare f este si surjectiva, deci bijectiva.

(2) Aplicatia liniara f este surjectiva daca si numai daca Im f = W, adica
rang f = dim(Im f) = dim W = n gi def f = dim(Ker f) = dim V —rang f = 0.
Rezulta Ker f = {fy}. Prin urmare f este si injectiva, deci bijectiva. O

EXEMPLUL 3.1. S& se arate ci aplicatia f : R? — R? definita prin f(z) =
(v1 + w2, 21 — 2 - T2, 22), Vo = (21,72) € R? este o aplicatie liniara si si se
determine Ker f, Im f, def f si rang f.

Dacd o, 8 € K si z = (v1,22),y = (y1,%2) € R? atunci a- 2 + -y =
(21 + B y,a-x2+B-y2) € R?si

flarz+B-y) = (a-m1+B-y1+a-z2+ 8-y,
a-x1+0-y1 — 2020 —20-y2, - 22+ B y2)
= a-(x1+x2, 01 — 202, 22) + B (Y1 + Y2, y1 — 2y2, y2)

= a- f(z)+8-f(y),
adica f este o aplicatie liniara, conform propozitiei 3.1.

In continuare vom determina nucleul aplicatiei liniare f, Ker f = {z €
R2|f(z) = 03}, unde 3 = (0,0,0) € R3 este vectorul nul din R3. Ecuatia
f(x) =63, x = (z1,x2), este echivalenta cu urmatorul sistem de ecuatii liniare
omogene cu coeficienti reali

o

r + Ty =
xrT — 2. Tro9 =
Tro9 = 0

e}
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care, evident, admite doar solutia 1 = x2 = 0. Am obtinut astfel Ker f

{6}, unde 6 = (0,0) € R? este vectorul nul din R2. Deci aplicatia liniara f
este injectiva si def f = 0.
Imaginea aplicatiei liniare f este multimea Imf = {y € R3] 3 z €
R? astfel incat y = f(x)}. Fie y = (y1,92,%3) € R3. Atunci exista z =
(71, 79) € R? astfel incat f(z) =y, adica
Ty + T2 = N
Ty — 22 = Y2
T2 = Y3
1 1
Matricea asociata acestui sistem este A= | 1 —2 | curangA = 2. Con-
0 1

form Teoremei Kronecker-Capelli, conditia ca sistemul sa fie compatibil, si
implicit ca y € Im f, este ca rangul matricei extinse a sistemului

I 1 5
A= 1 =2 1
0 1 ys

sa fie egal cu rangul matricei asociate, adici rang A = 2. Rezults

B 1 1 U1
detA=|1 -2 y |=y1 —y2—3ys=0.
0 1 Y3

Daca notam yo = a € R i y3 = 8 € R obtinem y; = a+ 3 - 5 i, astfel

Imf ={y=(a+3-5,apb)|ap R}

Acum fiey = (a+3-8,a, ) € Im f un vector oarecare din imaginea aplicatiei
f. Acesta se poate scrie y = o+ (1,1,0) + 8- (3,0,1) = - v1 + 5 - v9, unde
v = (1,1,0) si v2 = (3,0,1). Urmeaza ca B = {v1,v2} este un sistem de
generatori pentru Im f. Se verifica ugor ca B este liniar independent si, prin
urmare, o baza in Im f. Am obtinut astfel gi rang f = 2.

Deoarece f este o aplicatie injectiva, o altd metoda de a obtine o baza
in Im f este si considerarea imaginii prin f a unei baze din R?. Aceasta
imagine este o baza in Im f conform teoremei 3.12. Astfel, imaginea bazei
canonice din R?, formats din vectorii u; = (1,0) si ug = (0,1), este baza
B = {f(u1) = (1,1,0), f(u2) = (1,~2,1)} in Tm f.

Se observa ca este verificata relatia dintre rangul si defectul unei aplicatii
liniare rang f 4 def f = 2 = dim R?.

APLICATIA 3.1. Vom prezenta in cele ce urmeaza o aplicatie interesanta a
propozitiei 3.13 care are si o importanta teoretica evidenta.
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Fie sistemul de ecuatii liniare omogene cu coeficienti reali

ajp-xy+ap-ro+...+ap,m-xr, = 0
(3.2) agy1 - w1 +ag -xro+...+aym -xr, = 0
Aml " T1+ama2 -2+ ...+ amp-Tp, = 0
cu rangul matricei asociate A egal cu r < min{m,n} si fie Bs = {s1, s2,
o Snr}, sp = (¥ 2k ... 2F) k=T n —r, un sistem fundamental de solutji
(reamintim ca acest lucru inseamna ca matricea
1 1 1
T Ty ... @,
z? x5 ... 22
1 2 n
S = .
n—r n—r n—r
x] Ty xp,

are rangul n — 7).

Atunci multimea § a solutiilor sistemului (3.2) este un subspatiu liniar al
spatiului liniar real (R™, +,-). In plus sistemul fundamental de solutii B este
obazdin S sidimS=n—r.

Din proprietatile solutiilor unui sistem liniar omogen, prezentate in pri-
mul capitol al acestui curs, si, din propozitia de caracterizare a unui subspatiu

liniar al unui spatiu liniar, rezulta imediat ca S c R™.

s.s.l.
In continuare vom demonstra ca Bs = {s1, s2, ..., Sp—r} este un sistem de
vectori liniar independent.
Fie scalarii a1, as, ..., a,_, € R astfel incat

181+ S2+ ...+ Qn_p Sp_r = Oy,

unde 6, € R"™ este vectorul nul din R™. Obtinem urmétorul sistem cu necu-
noscutele aq, o, ..., _p

riar+ a2t ast ...+l ap, = 0
boon+as-at ... +ah " =0
Tyoor+a5-a+ . 42y g, =

Y
oo +22 gt 2T« =0
n 1 n 2 n n—r

cu matricea asociatd S cu rang S = n — r. Astfel singura solutie a sistemului
este a1 = a9 = ... = ap_, = 0, deci B, este un sistem de vectori liniar
independent in § gi dimS > n —r.

Definim aplicatia f : R™ — R™ prin

f(x) = (all-x1+...+a1n~mn,a21-:cl—i—...—i—agn-xn,

ces Ul X1 F et A X))
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Se verifica imediat cid f este o aplicatie liniara si Ker f = S. Rezulta ca
def f = dimKer f = dim S > n—r. Folosind propozitia 3.13 obtinem rang f =
dimIm f =dimR —def f<n—(n—7r)=r.

Acum, stim c& rang A = r, deci exista

Qiyjr Giggo -+ Qiggyr
Qigjy  Giggy -+ Qigjy
a’irjl a’i'rj2 ctt a’i'ro
Fie B = {e1,ea,...,e,} baza canonica din R". Consideram vectorii
f(ejk):(aljk,ank,...,anjk)EImf, k‘:LT

i scalarii 81, B, ..., Br € R astfel incat
Br- flejy) + B2 flej) + .-+ Br - fej,) = On.

Obtinem urmatorul sistem cu necunoscutele 3;, 1 = 1,7,

aij, - Br+ai, - Be+ ... +ay, B = 0

azj, - b1+ agj, - P2+ ...+ag, B = 0

anj, B1+ anj, - B2+ ...+ anj, - Br = 0
a carui matrice asociata are, evident, rangul egal cu r. Prin urmare singura
solutie a sistemului este 51 = 2 = ... = 3, = 0, adica vectorii f(e;,) € Im f,

k = 1,r, formeazi un sistem de vectori liniar independent. Am obtinut astfel
rang f = dimIm f > r. Tinand cont ca avem gi rang f = dim Im f < r rezulta
rang f =dimIm f =r gidef f =dimKer f =n —r.

In concluzie By este un sistem de n—r vectori liniar independent in spatiul
liniar S cu dimS = n — r, deci B; este o baza in S.

DEFINITIA 3.8. O aplicatie liniara bijectiva f € L£L(V, W) se numeste izo-
morfism de spatii liniare. Spunem ca spatiile liniare V' gi W sunt izomorfe si
notam V ~ W.

TEOREMA 3.15. Doud spatii liniare finit dimensionale peste acelasi corp
sunt izomorfe daca §i numai dacd au aceeasi dimensiune.

DEMONSTRATIE. Fie spatiile liniare finit dimensionale (V,+,-), (W, +,")
peste corpul (K, +,).

”=" Mai intai sa presupunem ca spatiile liniare V gi W sunt izomorfe.
Rezulta ca exista aplicatia liniara bijectiva f € L(V,W). Fie B = {v1,v2,
..., Up} 0 baza in V, unde am presupus dim V' = n. Deoarece f este o aplicatie
liniara injectiva urmeaza, conform teoremei 3.12, ca sistemul de vectori B’ =
{f(v1), f(v2),..., f(vn)} este o baza in Im f. Pe de alta parte, f fiind si
surjectiva, avem Im f = W. Am obtinut ca B’ este o baza in spatiul liniar W,
ceea ce Inseamna dimW =n =dim V.
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7<” Acum, presupunem ca dimV = dimW = n. Fie By = {v1,v2,
...,Up} 0 baza in V gi By = {wi,ws,...,w,} o baza in W. Fie vectorul
oarecare T = (a, aa,...,an)p, €V, adica

=1 V1 +ay v2+ ...+ Qn - Uy
Definim aplicatia f : V — W prin f(x) =y, unde
y=(a1,02,...,00)B, =1 w1 +ag-wa+ ...+ Qp - Wy

Evident, f este o aplicatie bine definita, adica f 1i asociaza fiecarui vector
x € V un unic vector y € W.

Vom demonstra ca f este o aplicatie liniara bijectiva.

Fie scalarii o, 8 € K i vectorii ¢ = (a1,a9,...,a0)8, € V, y = (b1, B2,
.+, Bn)B, € V. Atunci

flarz+p-y) = (arar+B-B1) wi+...+(a-an+ B Bn) wy
= a (a1 -w+az-wy+...0p wy)

+6(Blwl+ﬁ2w2+ﬁnwn)
= a- f(z)+ 8- f(y)

de unde rezulta ca f este o aplicatie liniara.

In continuare fie v; = (a1, a9,...,apn)B, € V sive = (B1,082,.--,0n)B, €V
astfel incat f(vi;) = f(v2). Rezultd imediat vy = vg si, prin urmare, f este
injectiva gi, mai mult, bijectiva, conform corolarului 3.14. Astfel f este un
izomorfism, adica V ~ W. O

Urmatoarele trei corolare sunt consecinte imediate ale teoremei anterioare.

COROLARUL 3.16. Daca V' st W sunt doua spatii liniare finit dimensionale
cu dimensiuni diferite atunci V. si W nu sunt izomorfe.

COROLARUL 3.17. Fie V un spatiu liniar peste corpul K cu dimV =n <
00. Atunci V' este izomorf cu spatiul liniar K™ (definit in exemplul 2.6).

COROLARUL 3.18. Daca aplicatia liniara f € L(V, W) este un izomorfism
de spatii liniare si B = {v1,va,...,v,} este o bazd in spatiul liniar V' atunci
f(B) ={f(v1), f(va),..., f(vn)} este o baza in spatiul liniar W .

1.2. Matricea unei aplicatii liniare. In acest paragraf vom vedea cum,
folosind notiunea de spatii liniare izomorfe, fiecarei aplicatii liniare 1i poate fi
asociata o matrice si apoi cum multe dintre proprietatile aplicatiei liniare pot
fi studiate cu ajutorul acestei matrici.

Pentru inceput sa reamintim ca multimea M, ,(K), a matricilor cu m linii
si n coloane cu elemente dintr-un corp K, impreuna cu adunarea matricilor si
cu Inmultirea matricilor cu scalari formeaza un spatiu liniar peste corpul K
(vezi exemplul 2.7), si ca baza canonica in acest spatiu a fost pusa in evidenta
in exemplul 2.12 obtinandu-se totodata si dim M, , = m - n.

Acum putem enunta rezultatul principal al paragrafului.

TEOREMA 3.19. Fie (V,+,-) si (W,+,-) doua spatii liniare finit dimen-
sionale peste acelagi corp (K,+,:) cu dimV = n gi dimW = m. Atunci
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(L(V,W),+,-), spatiul liniar al aplicatiilor liniare intre V' gi W, este izomorf
cu spatiul liniar (Mo, pn, +,-) si dim L(V,W) =m - n.

DEMONSTRATIE. Fie f € L(V,W) o aplicatie liniara oarecare si fie B; =

{v1,v2,...,0,} §i Bo = {w1,wa, ..., Wy}
Acum, pentru un vector oarecare x = (21,2, ...,Tn)B, = T1-V1+T2 va+
oot xpy v, €V, avem
fl) = flxr-vi4+oz2-va+ ...+ x40 vp)
(3.3)

= a1 f(v1) + 22 f(v2) +... + a0 f(vn)

f
Pe de alta parte, deoarece f(vj) € W, j =1,n, si By este o baza In W, exista
scalarii a;; € K, 1 =1,m, j = 1,n, astfel incat

(3.4)
(f(vl) = an-wita - -wrt.. A AmcWs = Yo W
flva) = a2-wi+ax -wr+...+am2 Wy = Y i G- w;
\f(vn) = Qip W1+ a2 W2+ ...+ Qup Wy = Ziﬂilain'wi
Din ecuatiile (3.3) si (3.4) rezulta
f(x) = xl-zz'llaﬂ-wi—i-xg-zz';laig-wi—i-...—&-xn-zglam-wi

= (wl'a11+362'(112+...+$n'a1n)'wl
+(z1- a2 +x2 a2+ ...+ Ty az,) - W

+(x1 am1 F 22 ama+ .- F Ty ) - Wiy

Deoarece f(z) € W exista scalarii y; € K, i = 1,m, astfel incat f(z) =
Y1 w1+ yo - wor+ ...+ Yn Wy Avem y; = T1-aj1 + X2 g+ ..o+ Ty - Ain
pentru orice i = 1, m. Aceste ecuatii se numesc ecuatiile scalare ale aplicatiei
liniare f in perechea de baze (B1, Ba).

Y T
- . o Y2 L2
In continuare notam cu Y = ) € My (K), X = : € Mp1(K)
Yn Tm
si definim matricea
all a19 N AT
a1 a9 N 0 2]

aAml aAm2 ... Qmn
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Folosind aceste notatii putem scrie ecuatia matriciald a aplicatiei liniare f in
perechea de baze (B, Bs)
Y=AxX.

Matricea A se numeste matricea aplicatiei f in perechea de baze (B, B2).
Definim aplicatia ¢ : L(V,W) — M, (K) prin ¢(f) = A. Vom de-
monstra ci ¢ este o aplicatie liniard bijectiva, adicd un izomorfism de spatii
liniare.
Fie scalarii a, 8 € K si aplicatiile liniare f,g € L(V,W) cu matricile
A= (aij) j—1m € Mmn(K) sirespectiv B = (bij) ;17 € Mmn(K). Se

j=1n j=1n
obtine imediat, folosind ecuatiile matriciale ale aplicatiilor liniare implicate,
ca matricea aplicatiei liniare a- f + 8- g este a- A+ B - B. Atunci

pla-f+B-g)=a-A+B-B=a-¢(f)+8-9(f),
adica aplicatia ¢ este o aplicatie liniara.

Din nou consideram aplicatiile liniare f,g € L(V,W) cu matricile A =
(aij) € My n(K) si respectiv B = (bi;j) € My, n(K) astfel incat ¢(f) = ¢(g).
Rezultd A = B adicd a;; = b;j, pentru orice i = 1,m si orice j = I,n. Din
ecuatiile scalare ale aplicatiilor f si g urmeaza ca f(x) = g(x) oricare ar fi
x €V, adica f = g deci ¢ este o aplicatie injectiva.

In final, fie matricea A = (a;;) ; _ T € Mpn(K) si consideram aplicatia

j=1n
liniara f € L(V, W) cu ecuatia matriciala Y = A x X. Evident ¢(f) = A deci
¢ este o aplicatie surjectiva.
In concluzie, ¢ este o aplicatie liniara bijectiva, adica un izomorfism de
spatii liniare si L(V,W) =~ M, n(K), ceea ce arata si ca dimL(V, W) =
m-n. ([

OBSERVATIA 3.2. Se observa ca elementele de pe coloana j, j = 1,n, a
matricei aplicatiei liniare f in perechea de baze (B1,B;) sunt componentele
vectorului f(vj;), unde By = {vi,v2,...,0,}.

COROLARUL 3.20. Fie aplicatia liniara f € L(V,W) si fie By, By doud
baze in spatiile liniare V' si respectiv W. Dacd A = (aij) ;=17 € Mmn(K),
i=1n
unde dimV = n, dim W = m, este matricea aplicatiei f in perechea de baze
(By,B2) atunci rang f = rang A.

DEMONSTRATIE. Stim ca def f = dimKer f = n — r, unde rang f = r.
Acum fie vectorul = (z1,x2,...,2,)B, € Ker f, adica f(x) = Oy, unde Oy
este vectorul nul din W. Atunci coordonatele lui z verifica sistemul

aj1-xy+ap-ro+...+am,m-xr, = 0

ag1 - w1 +age -xro+...+ay -xr, = 0

Al T1+ama-xTa+ ...+ amn-n, = 0
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Matricea acestui sistem este chiar matricea A = (a;j) ;17 € Mmn(K) a

=1,n

)

J
aplicatiei liniare f. Astfel, daca rang A = 7/, rezultd ca un sistem fundamen-
tal de solutii ale sistemului (3.5) va fi format din n — ' vectori. Dar am
vazut (aplicatia 3.1) ca un sistem fundamental de solutii este o baza in spatiul
solutiilor sistemului (3.5) si ca acest spatiu coincide cu nucleul aplicatiei f.
Prin urmare avem dimKer f = n — 7/, adicdi n —r = n — 7’ ceea ce implica
rang f =rang A = r. O

Deoarece rangul unei aplicatii liniare nu depinde de bazele considerate in
domeniul si in codomeniul sau, o consecinta importanta a acestui corolar este
urmatorul rezultat.

PROPOZITIA 3.21. Rangul matricei unei aplicatii liniare f € L(V, W) este
invariabil la schimbarile de baza din spatiile liniare V' g1 W.

ProrPOZITIA 3.22. Fie V, U si W trei spatit liniare peste corpul K cu
dimV =n, dimU = p, dimW = m si fie By, By si respectiv Bs trei baze in
aceste spatii. Fie aplicatiile liniare f € L(V,U) si g € L(U,W) cu matricile
A € My, (K) in perechea de baze (Bi,Ba) si respectiv B € My, ,(K) in
perechea de baze (By,Bs). Atunci matricea aplicatiei liniare go f € L(V,W)
in perechea de baze (B1,B3) este B x A € My, ,(K).

DEMONSTRATIE. Fie vectorii z = (x1,29,...,25)8, € V, vy = (y1,y2,
L Yp)B, €U i 2= (21,22,..., 2m)B; € W astfel incat f(z) =y si g(y) = 2,
T1 Y1
. x2 Y2
adica (g o f)(xz) = z. Daca notam X = ) e My (K),Y = ) €
Tn Yp
21
22
Mpi(K) si Z = ) € M1 (K) atunci ecuatiile matriciale ale lui f si
Zm

respectiv g sunt
Y=AxX, Z=BxY.

Rezulta ca ecuatia scalara a aplicatiei g o f se obtine astfel:
Z=BxY=BxAxX=(BxA)xX,
adica matricea aplicatiei g o f este B x A. O

PROPOZITIA 3.23. Fie izomorfismul f € L(V,W), unde V i W sunt spatii
liniare reale, cu dimV = dimW = n, cu matricca A € M,(R). Atunci
inversa aplicatiei f este un izomorfism f=1 € L(W,V) si matricea sa este

Al e My(R).

DEMONSTRATIE. Prima parte a propozitiei este evidentd, stiind ca f—!
este o aplicatie liniara si, evident, bijectiva.
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Mai departe, deoarece f este un izomorfism, atunci, in particular, f este o
aplicatie surjectiva si Im f = W. Urmeaza carang f = dimIm f =dimW =n
si astfel avem si rang A = rang f = n. In concluzie, det A # 0, deci matricea
A este inversabila.

Acum, dacd inmultim ecuatia matriciala ¥ = A x X, a lui f, la stanga
cu A7 rezulta ecuatia X = A~ x Y, care, tinand cont din nou ca f este
bijectiva, este chiar ecuatia matriciald a aplicatiei inverse f~1. O

Prin urmatoarea teorema punem in evidenta modul de transformare a
matricei unei aplicatii liniare la schimbarile de baza in domeniul si codomeniul
acestei aplicatii.

Pentru inceput, fie spatiile liniare V' gi W peste corpul K cu dimV =n
si dim W = m. Consideram bazele By gi B in spatiul liniar V' cu matricea
schimbarii de la B; la B} notata cu C, i bazele By si B in spatiul liniar V' cu
matricea schimbarii de la By la B notata cu D.

Acum putem enunta ultimul rezultat al paragrafului.

TEOREMA 3.24. Consideram aplicatia liniara f € L(V,W) cu matricea
A € My, n(K) in perechea de baze (Bi,B2) si cu matricea A" € My, ,(K) in
perechea de baze (BY,B5). Atunci

A= (DYt xAxCh

DEMONSTRATIE. Vom folosi ecuatia matriciala a aplicatiei liniare f. Pen-

tru aceasta, fie vectorii z = (z1,22,...,%)8, = (¥1,2%,...,23,)5, € V si
Y= (W1 Y20 o Ym)Bs = (U5 Yo+ Yy € W astlel incat f(z) = y.
x1 )
T2 ),
Notdm X = ) € Mp(K), X' = : € Mu(K), Y =
T, xl
Y1 1
Y2 Ya
EMpm(K)siY' = _ € M1 (K). Atunci, aplicand legea de
Ym Y

transformare a coordonatelor unui vector la o schimbare de baza avem
X=C'xX s Y=D'xY"
Inlocuind X si Y In ecuatia matriciald a aplicatiei liniare f in perechea de
baze (B1,B2), Y = A x X obtinem
DixY =AxC'x X' =Y = D) ' xAxCt x X'
Comparand ultima ecuatie cu ecuatia matriciala a aplicatiei f in perechea de

baze (B}, B,), Y' = A’ x X', obtinem concluzia teoremei. O

OBSERVATIA 3.3. Un caz particular important este cel al aplicatiilor liniare
pentru care domeniul de definitie si codomeniul coincid, adica al aplicatiilor
liniare f : V — V, dimV = n. Este clar ca matricea unei astfel de aplicatii
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intr-o baza B din spatiul liniar V' este o matrice patratica A € M, (K), iar

c
legea de transformare a acesteia la o schimbare de baza B — B’ este
A =(CH P x AxCt,

unde A" € M,,(K) este matricea aplicatiei liniare f in raport cu baza B’ din
V.

EXEMPLUL 3.2. Sa se scrie matricea aplicatiei liniare f : R? — R?, f(x) =
(1 + 2 + 3,21 — 2 - x2)B,, pentru orice z = (x1,x2,23)p,, unde bazele
By si By sunt bazele canonice in spatiile liniare R3 si respectiv R?2. Care
este matricea aplicatiei f in perechea de baze (B},B)) unde B} = {v; =
(1,1,1),v2 = (1,1,0),v3 = (1,0,0)} si Bé ={w1 =(1,2),w2 = (0,1)}7
Matricea aplicatiei f in perechea de baze canonice este

1 11
A:<1 —2 0)'

Reamintim ca baza canonica B; este formata din vectorii e; = (1,0,0), e2 =
(01 1a 0) §1 €3 = (0707 1) Avem f(el) = (17 1)7 f(€2) = (17 _2) §1 f(€3) = (17 0)7
adica se verifica faptul ca elementele de pe coloanele matricei A sunt respectiv
componentele vectorilor f(e1), f(e2) si f(e3).

Acum, deoarece rang A = 2, rezulta rang f = 2 si, cum rang f + def f =
dimR? = 3, urmeaza def f = 1. Ca o consecinti, f este o aplicatie surjectiva,
pentru ci rang f = dimIm f = dimR? = 2, adicid Im f = R?, si f nu este
injectiva deoarece def f # 0.

In continuare, deoarece vectorii care formeaza bazele B} si B} sunt dati
in bazele canonice din R? si respectiv R?, rezulti ci matricea C' a schimbarii

1 1 1

de baza de la B; la B] este C = 1 1 0 |, iar matricea D a schimbarii
1 00
1 9 111

de baza de la By la B} este D = < ) Atunci C' = [ 1 1 0 | si
01 1 00

(DH)~! = _; . Obtinem matricea A’ a aplicatiei liniare f in perechea

de baze (B, B))
P 1 ;L 10 1 11
A = (DY) ><A><C’<2 R R

B 3 2 1
- -3 -1 1)

adica expresia aplicatiei in aceasta pereche de baze este

0
1

e
O = =
OO =

flx)= (32} +2-a)+af,~3-2) —ah —ab)g, Vo= ()15 25) € R
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2. Valori si vectori proprii ai unui operator liniar

O problema esentiala in studiul aplicatiilor liniare al caror codomeniu co-
incide cu domeniul sdu de definitie este gasirea expresiei sale canonice (daca
exista), sau echivalent a diagonalizarii matricei sale, precum si determinarea
bazei in care se obtine aceasta expresie. Vom vedea ca rezolvarea acestei pro-
bleme consta in determinarea valorilor si vectorilor proprii ai aplicatiei liniare
considerate.

De acum inainte in aceasta sectiune, vom lucra in spatiul liniar (V,+, ")
peste corpul (K, +, ) (unde K = R sau K = C), cu dimensiunea finita dim V' =
n < 00.

DEFINITIA 3.9. Fie aplicatia liniara f € L(V,V) = L(V). Atunci f se
numeste operator liniar. In cazul in care f este un izomorfism de spatii liniare
aplicatia liniara se numeste automorfism al spatiului liniar V.

DEFINITIA 3.10. Fie operatorul liniar f € £(V). Un vector zy € V diferit
de vectorul nul din V' se numeste vector propriu al operatorului liniar f daca
exista un scalar A\g € K astfel incat f(zg) = Ao - 9. Scalarul )y se numeste
valoare proprie a operatorului liniar f, iar multimea valorilor proprii ale lui f
se numeste spectrul operatorului liniar.

PrROPOZITIA 3.25. Daca xo € V \ {0v}, unde 0y este vectorul nul din V,
este un vector propriu al operatorului liniar f € L(V) atunci orice vector din
V' coliniar cu xo (adica orice vector din 'V pentru care exista un scalar f € K,
B # 0, astfel incit x = [ - xg) este un vector propriu al lui f corespunzator
aceleiasi valori proprii ca si vectorul xy.

DEMONSTRATIE. Fie scalarul \g € K astfel incat f(xz9) = Ao - 2 si fie
vectorul x € V astfel incat x = 8- xg, § € K.
Atunci, deoarece f este o aplicatie liniara, avem

f(z) = f(B-x0)=8"f(xo) =B Ao f(w0)
= Ao (B f(x0)) =X [(B-0)

= A0 : f(x)a
ceea ce Inseamnd ca x € V este un vector propriu al operatorului liniar f
corespunzator valorii proprii Ag. O

PRrROPOZITIA 3.26. Fie valoarea proprie \g € K a operatorului liniar f €
L(V). Atunci multimea tuturor vectorilor proprii corespunzatori valorii proprii
Ao la care se adaugd vectorul nul din 'V, notata

V(d) ={z € V\{0v}| f(z) = Ao 2} U{bv},
este un subspatiu liniar al spatiului liniar V' si se numeste subspatiul propriu
al operatorului liniar f corespunzdtor lui Ag.
DEMONSTRATIE. Fie vectorii proprii z € V\ {0y} siy € V\ {0y} ai lui f
corespunzatori valorii proprii A\g € K. Atunci

flat+y)=f@)+fly)=X-z+X-y=X-(z+y),
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adica vectorul v = x + y este un vector propriu al lui f corespunzator valorii
proprii A.

Daca zp € V \ {0y} este un vector propriu al lui f corespunzator lui
Ao si B € K un scalar, atunci, aga cum am vazut in propozitia anterioara,
B-xy € V()\o)

In concluzie, conform propozitiei de caracterizare a subspatiilor liniare,
V(Xo)cV. O

s.s.l.

PropPOZITIA 3.27. Un subspatiu propriu V(o) c V' al unui operator liniar
s.s.1.
f € L(V) este un subspatiu invariant prin f, adica f(V(Xo)) C V(o).

DEMONSTRATIE. Fie x € V()\g) un vector propriu al operatorului liniar
f, corespunzator valorii proprii A\g. Avem f(x) = A\ -z si atunci f(f(z)) =
Xo - f(z), adica f(x) € V(Ng). Vectorul x € V()\) fiind ales arbitrar, rezulta
ca f(V(Xo)) € V(No), deci V(Ag) este un subspatiu invariant prin f. O

OBSERVATIA 3.4. Daca A\g € K este o valoare proprie a operatorului liniar
f € L(V), atunci subspatiul propriu V(o) corespunzator este

V()\()) = Ker(f — )\0 . idv),

unde idy : V — V, idy(x) = x, Vo € V, este aplicatia (liniard) identitate a
lui V.

ProproziTiA 3.28. Vectorii proprii ai unui operator liniar corespunzatori
unor valori proprii distincte formeaza un sistem de vectori liniar independent.

DEMONSTRATIE. Vom demonstra propozitia prin metoda inductiei mate-
matice.

Fie operatorul liniar f € L(V), cu dimV = n.
Pasul 1. Fie v € V'\ {#y } un vector propriu al lui f. Deoarece v # 6y atunci
{v} este un sistem de vectori liniar independent.
Pasul 2. Consideram vectorii proprii vy, v € V' \ {6y} corepunzatori valorilor
proprii A1, Ao € K cu Ay # Ao

Fie scalarii 81, 8o € K astfel incat 51 - v1 + B2 - v9 = 0y. Rezulta ca

0=f(Ov) = [f(Br-vi+Pa-v2)=P1-f(v1)+ B2~ f(va)
= [i-A-vi+Pe-Ava=A1-P1-vi+ A2 (—(B1- 1))

= [i-(M+(=A2))-v1,

de unde, deoarece v; # Oy si A1 + (—A2) # 0, obtinem 31 = 0. Urmeaza,
conform ipotezei, B2 - vo = Oy si, mai departe, B2 = 0, deoarece vy # Oy .

Am obtinut 5, = B2 = 0, adica {v1,v2} este un sistem de vectori liniar
independent.
Pasul p. Presupunem ca avem valorile proprii Ay # Ao # ... # A1 # Np
si ca sistemul de vectori {vy,ve,...,v,—1} format din vectorii proprii cores-
punzatori primelor p — 1 valori proprii este liniar independent.
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Vom demonstra ca sistemul de vectori {v1,ve,...,vp—1,vp} este liniar in-
dependent.
Fie scalarii 31, 32, ..., 8y € K astfel incat

Br-vi+Ba-vat ...+ Byt vp_1+ By vy =0y
Atunci
f(51'01+52'1)2+...+5p—1'Up—1+5p'vp):f(ev):9\/,
de unde Y7, B; - f(v;) = Oy, adica

p—1
Zﬂi')\i‘vi—i-ﬁp‘/\p'vp:ev.

=1

Dar, din ipoteza, avem 3, - v, = Zf;ll(—ﬁi) -v;. Rezulta

p—1 p—1 p—l
DB A vi+ A > (=) vi=> i (Ai—Ap) - vi =y
i=1 i=1 i=1

Cum \; # Ap, i =1,p—1, si {v1,v2,...,v,—1} este un sistem de vectori liniar
independenti, obtinem 8; = 0,7 = 1,p—1 §i 8, - v, = Oy, de unde avem si
Bp = 0.

Am aratat ca sistemul de vectori {vy, va,...,vp—1,vp} este liniar independent,
ceea ce incheie demonstratia. O

Prima problema care va fi studiata in drumul spre determinarea valorilor
si vectorilor proprii ai unui operator liniar este cea a gasirii valorilor proprii.
Aceasta chestiune va fi rezolvata in continuare.

Mai intai definim notiunea de polinom caracteristic al unei matrici patrati-
ce.

DEFINITIA 3.11. Fie matricea patratica A € M, (K) cu elemente din
corpul K. Se numeste polinomul caracteristic al matricei A polinomul cu
coeficienti din corpul K in variabila A

p(A) =det(A — - 1,).

Daca A este matricea unui operator liniar f € L£(V) atunci polinomul ca-
racteristic al matricei A este de asemeni numit polinomul caracteristic al lui

f

ProprPoOzITIA 3.29. Polinomul caracteristic al unui operator liniar este in-
variant la o schimbare de baza.

DEMONSTRATIE. Consideram operatorul liniar f € £(V') cu matricea A €
M, (K) in baza B gi matricea A’ € M, (K) in baza B'. Fie C' matricea

c
schimbarii de baza B — B’. Atunci legatura dintre matricile A si A’ este
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A= (CH 71 x A x C? i polinomul caracteristic al matricei A’ este

PO = det(A — A1) = det((C)~' x Ax Ct — X (Ct)~! x I, x C*)
= det((Ct)"! x (A—\-1I,) x C*)
= det(CH)™1-det(A—\-1,) - det C*
= det(CH™1 - det Ot - p(\) = det((CH)™L x C*) - p(\) = det I, - p(A)

= p(A),

unde p(A) = det(A — X\ - I,) este polinomul caracteristic al matricei A. Am
obtinut astfel ca polinomul caracteristic al operatorului liniar f nu se modifica
la o schimbare de baza. (]

TEOREMA 3.30. Fie operatorul liniar f € L(V) cu matricea patratica A =
(aij)i j =17 € Mn(K). Atunci valorile proprii ale lui f sunt raddcinile poli-
nomului caracteristic al matricei A care apartin corpului K, adica raddacinile
din K ale ecuatiei caracteristice p(A) = det(A — A - I,) = 0.

DEMONSTRATIE. Fie x = (x1,x9,...,2,) € V un vector propriu al ope-
ratorului liniar f corespunzator valorii proprii A € K. Avem f(z) = A\ -z si,
1
T2
notand X = . , din ecuatia matriciala a lui f, rezulta A x X = \- X,
L,
0
0
adica (A—A-I,) x X =01, unde Op1 = | . | € My 1(K) este matricea
0

coloana nula.
Aceasta ecuatie matriciald este echivalenta cu urmaéatorul sistem de ecuatii
liniare omogene cu coeficienti din corpul K

,

(a1 = A)-x1 + a1z - T2 S R Aln * Tn =0
as1 * T + (age —A)-x9 + ... + aon * Ty =0
anl - T1 + Ap2 * T2 + ... + (@app—A)-zyp = 0

a carui matrice asociata este B = A — X\ - I,,. Deoarece x € V este un vector
propriu al lui f atunci, conform definitiei, este diferit de vectorul nul din V.
Prin urmare sistemul admite si solutii nebanale, deci det(4— A-1I,,) = 0, adica
A este o solutie a ecuatiei p(\) = det(A —\-I,,) = 0. O
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Urmatorul corolar este o consecinta imediata a teoremei de mai sus si a
propozitiei 3.29.

COROLARUL 3.31. Valorile si vectorii proprii ai unui operator liniar nu
depind de baza considerata in spatiul liniar pe care este definit acest operator.

OBSERVATIA 3.5. Este clar, din demonstratia teoremei anterioare, ca o
radacina a polinomului caracteristic al unui operator liniar, apartinand cor-
pului de scalari al spatiului vectorial in care lucram, este o valoare proprie a
operatorului liniar respectiv.

OBSERVATIA 3.6. Conform teoremei lui D’Alembert orice polinom cu coefi-
cienti complecsi admite cel putin o radacina. In consecinta, orice operator
liniar definit pe un spatiu liniar complex admite cel putin o valoare proprie.

PROPOZITIA 3.32. Fie automorfismul f € L(V). Atunci valorile proprii
ale automorfismului invers =1 € L(V) sunt elementele simetrice (inverse)
valorilor proprii ale lui f in raport cu operatia de inmultire in corpul K si
vectorii proprii ai lui f~1 sunt vectorii proprii ai lui f.

DEMONSTRATIE. Fie vectorul propriu « € V al lui f corespunzator valorii
proprii A € K. Avem f(x) = A-z. Compunand la stinga aceasta relatie
cu f~1 obtinem (f~'o f)(z) = f71(A\- ), de unde x = X - f~1(z). Rezulta
f~' = X"1.2, unde A7 € K este simetricul lui A in raport cu operatia de
inmultire in corpul K, ceea ce incheie demonstratia. O

TEOREMA 3.33. Dimensiunea unui subspatiu propriu ol unui operator lini-
ar este mai micd sau egald cu multiplicitatea valorii proprii corespunzatoare
(privita ca radacing a ecualiei caracteristice a operatorului liniar).

DEMONSTRATIE. Consideram operatorul liniar f € L£(V') avand valorile
proprii A1, A2,..., A, € K cu multiplicitatile respective mq,ma,...,m, € N*.
Vom demonstra teorema pentru valoarea proprie A1, ceea ce, evident, va fi
suficient.

Deoarece A1 este o radacina multipla de ordin m; a polinomului caracte-
ristic al operatorului liniar f, atunci acest polinom are forma

(3.6) p(A) = (A= A)™ - q(N),

unde ¢(\) este un polinom de grad n — my cu g(A\1) # 0.

Acum, fie V(A1) subspatiul propriu al lui f corespunzator valorii proprii A
si fie By = {v1,va,...,v} 0 bazd in V(A;). Completam aceastd baza pana
la o baza B = {v1,v2, ..., V%, V41, .., Un} In spatiul liniar V. Pentru a scrie
matricea operatorului liniar f in aceasta baza sd ne reamintim mai intai ca
aceastd matrice va avea pe fiecare coloana coordonatele vectorilor f(v;), ¢ =
1,n, in baza B. Conform constructiei acestei baze avem

fv1) = A1 -v, f(v2) =A-v2,..., flug) = A1 - v

si

S

f(vj) =a1j-v1+ag-va+...+anj vy, ay €K, i=1n,j=k+1n.
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Astfel matricea operatorului liniar f in baza B este

)\1 0 e 0 A1k+1 e A1n
0 )\1 e 0 A2k+1 e asn
A= 0 0 ... AN Gkky1  ---  Qgn
0 0 e 0 Ak+1k+1  --- Qk+1n
o 0 ... O Gnk+1  ---  Onn

Prin urmare, deoarece polinomul caracteristic nu depinde de baza aleasa, avem
p(N) =det(A = A- 1) = (A= A)*-d'(V),

unde ¢’(\) este un polinom de grad n — k. Comparand aceasta expresie a
polinomului caracteristic cu expresia (3.6) rezultd k < m;. ]

DEFINITIA 3.12. Spunem ca un operator liniar f € L£(V') este de structura
simpld daca existd o baza in spatiul liniar V' astfel incat matricea lui f in
aceasta baza sa fie o matrice diagonald, adica de forma

A0 ...0

0 A ... 0
diag(A, Ao, o d) = . . L | € My(K).

0 0 ... M

Expresia operatorului liniar in aceasta baza se numeste expresia canonicd a

lui f.

TEOREMA 3.34. Un operator liniar f € L(V) este de structurd simpla
daca st numai dacd
(1) radacinile A1, Az, ..., A, ale polinomului caracteristic al lui f apartin
corpului de scalari K al spatiuvlui liniar V, si
(2) dimensiunea fiecirui subspatiu propriv V. (X\;), i = 1,p, al lui f este
egala cu multiplicitatea m; a valorit proprii corespunzatoare, \;.

DEMONSTRATIE. ”=" Sa presupunem ca f € L(V') este un operator liniar
de structura simpla. Conform definitiei exista o baza in spatiul liniar V' in care
matricea lui f este o matrice diagonala

A:diag()\l,...,/\1,)\2...,)\2,...,)\p...,/\p)EMn(K),

unde fiecare \;, i = 1,p, apare de m; € N* ori, > 2 m; =n, si M # Ao #
... # Ap # A1. Atunci polinomul caracteristic al lui f este

p(A) =det(A— A L) = (A =A™ - (o= N)™ .- (A — A)™.

Rezulta ca valorile proprii ale lui f sunt Ai, A9, ..., A\, € K cu multiplicitatile
respective m1,ma, ..., mp.
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Acum fie B = {v1, v9, ..., v,} baza in spatiul liniar V in care f are matricea
A. Avem

f(vlﬁ):)‘l'vkl? \V/kilz].,ml

f(?}kQ) = )\2 . Uk27 ng = l,mg

flon,) = Ap v, Vhp=1,my
Prin urmare, fiecare subspatiu propriu V()\;) al lui f contine cate un sistem
de vectori liniar independent

B; = {Um1+m2+...+m¢71+17 Umi+mo+..+mi_1+25 - - - 7/Um1+m2+--~+mi71+mi}

format din m; vectori, ceea ce Inseamna ca dim V' ()\;) > m; pentru orice
i = 1,p. Dar, din teorema 3.33, stim c& dim V' (\;) < m; pentru orice i = 1, p.
Am obtinut astfel ca dim(\;) = m; pentru orice i = 1, p.

7 <" Presupunem ca sunt verificate conditiile (1) si (2) si, cum dim V' (\;) =
m;, i = 1, p, putem considera in fiecare subspatiu propriu V'()\;) al operatorului
liniar f cate o baza de forma

B; = {Um1+m2+...+mi_1+1; Umy+mo+..+mi—1+2y - - - 7Uml+m2+m+mi—l+mi}7

formata, evident, din vectori proprii ai lui f. Acum, deoarece vectorii proprii
al unui operator liniar corespunzatori unor valori proprii distincte formeaza un
sistem liniar independent (vezi propozitia 3.28), rezulta imediat ca sistemul
de vectori

B:BluBQU...UBpCV

este liniar independent. Dar acest sistem este format din mq+ma+...+m, =
dim V' = n vectori, ceea ce inseamna ca B este o baza in V formata din vectori
proprii ai lui V. Tinand cont ca elementele coloanelor matricei lui f in baza
B sunt coordonatele vectorilor f(vg), k = 1,n, in aceastd bazi, rezultd ci f
are in baza B matricea

A:diag()\l,...,)\1,)\2...,A2,...,)\p...,Ap)GMH(K),
unde fiecare \;, i = 1, p, apare de m; € N* ori i Y 7, m; =n. O

OBSERVATIA 3.7. Din demonstratia teoremei anterioare vedem ca pentru
un operator de structura simpla f € £L(V) exista o baza formata din vectori
proprii ai acestuia In care matricea sa are forma diagonala avand ca elemente
valorile proprii ale lui f, iar aceasta baza se obtine prin reunirea bazelor din
subspatiile proprii ale lui f.

EXEMPLUL 3.3. Sa se determine valorile si vectorii proprii ai operatorului
liniar f : R3 — R3 a cirui matrice in baza canonicid B = {e; = (1,0,0),e3 =
(0,1,0),e3 = (0,0,1)} este

1 -1 2
A= -1 1 -2
2 =2 0

Sa se precizeze daca f este un operator liniar de structura simpla.
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Mai intai trebuie sa remarcam ca expresia operatorului liniar f in baza
canonici din R? este
f(z) = (21 —22+2-23, —21 + 20— 2-23,2-01 —2-23), Vo = (x1,22,23) € R>.

Vom folosi aceasta expresie dupa determinarea valorilor proprii ale lui f pentru
gasirea vectorilor proprii corespunzatori.
In continuare obtinem ecuatia caracteristica a matricei A

1-x2 -1 2

PA) =det(A—=X3)=| -1 1-X =2 |==-XA-(A—=4)-(A+2)=0.
2 -2 =
Astfel, valorile proprii ale lui f sunt A\; = 0, Ao = 4 si A3 = —2, toate cu

multiplicitatile egale cu 1.
In continuare vom determina subspatiile proprii ale lui f corespunzatoare
fiecarei valori proprii.
A1 =0.
Ecuatia f(z) = A1 - < f(x) = 0 este echivalenta cu sistemul

xr1 — To + 2-x2z3 = 0
—xr1 -+ o — 2. r3 = 0 s
2- r1 — 2- i) = 0
unde x = (x1,22,73) € R®. Se obtine imediat ci matricea acestui sistem
are rangul 2 si putem alege minorul principal A, = _é _3 ‘ = —4 #£

0, necunoscutele principale xo si x3 si necunoscuta secundara x; = a € R.
Ecuatiile principale vor fi a doua si a treia ale sistemului.
Rezulta solutia generald x1 = «, 2 = «, 3 = 0, cu a € R. Avem subspatiul
propriu al lui f corespunzator valorii proprii Ay = 0

V(A) ={z = (a,0,0) = - (1,1,0)|a € R} = L[vy],
unde v; = (1,1,0). O baza in acest spatiu este By = {v1}, deci dimensiunea
sa este dim V(A1) = 1, egala cu ordinul de multiplicitate al valorii proprii Aj.
Ao = 4.
Ecuatia f(x) = Ag -z & f(x) =4 - x este echivalenta cu sistemul

—3-x1 - T3 + 2-23 = 0
—xrT — 3'{[}2 — 2'1’3 =0 N
2~l’1 — 2'([32 — 4'1’3 = 0

unde x = (21,72, 23) € R3. Se arati usor ci matricea sistemului are rangul 2.
-3 -1
-1 -3
x1 si xo si necunoscuta secundara zs = «a € R. Ecuatiile principale vor fi
prima si a doua.

Se obtine solutia 1 = «a, x2 = —a, 3 = @, cu o € R. Rezulta ca subspatiul
propriu al lui f corespunzator valorii proprii Ay = 4 este

V(Ae) ={z = (o, —,a) =a-(1,-1,1)|a € R} = L|vg],

Alegem ca minor principal A, = = 8 # 0, necunoscute principale
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unde vy = (1, —1,1). O baza in acest spatiu este By = {vy}, deci dimensiunea
sa este dim V' (A\2) = 1, egala cu ordinul de multiplicitate al valorii proprii A.
A3 = —2.

Ecuatia f(x) = A3 - = este echivalenta cu sistemul

3-x1 — o + 2-x3 = 0
—x1 + 329 — 2-2z3 = 0,

217 — 2-x29 + 2-23 = 0

unde x = (x1,72,23) € R3. Se arati ci matricea sistemului are rangul 2.
. . 3 -1 .

Alegem ca minor principal A, = 1 3= 8 # 0, necunoscute principale
x1 sl z9 gi ca necunoscuta secundara x3 = o € R. Se obtine solutia sistemului
T = —% S, Ty = % -, x3 = a, cu « € R. Ecuatiile principale sunt prima si
a doua.
Obtinem subspatiul propriu al lui f corespunzator valorii proprii Ay = —2

V(Ag):{x: (—%-a,%'a,a) :%'a-(l,—l,—2)|a€R}:L[vg],

unde vz = (1, —1,—2). O baza in acest spatiu este B3 = {v3} si dimensiunea
sa este dim V' (A3) = 1, egala cu ordinul de multiplicitate al valorii proprii As.

Deoarece valorile proprii ale operatorului sunt reale si dimensiunile subspa-
tiilor proprii corespunzatoare fiecareia dintre ele sunt egale cu ordinele de
multiplicitate ale acestora, rezulta, conform teoremei 3.34, ca operatorul liniar
f este de structura simpla, adica exista baza

B = Bi1UBy,UBs = {’Ul,’UQ,’Ug} CR?

in R3, in care matricea operatorului este diagonald

A0 0 00 O
A= 0 X O =04 0
0 0 X3 0 0 -2

2.1. Teorema Cayley-Hamilton. Incheiem acest capitol cu urmatorul
rezultat care evidentiaza o proprietate importanta a matricilor patratice.

TEOREMA 3.35. (Teorema Cayley-Hamilton) Fie A € M, (K) o matrice
patratica de ordin n cu elemente dintr-un corp (K,+,-), al carei polinom
caracteristic este

p()\):det(A—/\-In):an-)\"—i—an_l-)\"*l%—...—i—ao, o; € K, i=0,n.

Definim matricea
p(A) =an - A"+ ay_1- A"+ 4 ag- I, € My (K).
Atunci p(A) = Oy, unde O,, este matricea patratica nula de ordin n.
DEMONSTRATIE. Fie matricea patratica A = (ai;); j - 75 € Mn(K) si fie
(A= X-1,)" = (Aji); j = 17 € Myp(K) adjuncta matricei A — X - I,. Tinand

cont de modul de calcul al elementelor matricei adjuncte (vezi Capitolul 1),
se observa cu usurinta ca acestea sunt de fapt polinoame in variabila A\ avand
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coeficienti din corpul K si de grad mai mic sau egal cu n — 1. Prin urmare
putem scrie

(A=X-In)*=A""1.B, 1 +\"2.B, o +...+ By,

unde B; € M, (K), i = 0,n — 1, sunt matrici patratice ale caror elemente nu
depind de A.
Acum, tinem cont de faptul ca (A—A-I,) X (A—X-1,)* = det(A—\-1,,)-I,

si obtinem
(37 (A=X-L)x N By, 1+ A" 2. B, o+...+ By) =p(\) - L.
Calculam termenul din stanga al ecuatiei si avem
(A=X-L)x (A" 1B, 1 +\"2-B, o+...+ By)
= XN'"B, 1+ A" (Ax B, 1 —Bn_2)+...+ X (Ax By — By) + A x By.

Inlocuim expresia polinomului caracteristic p(A) al matricei A in termenul din
dreapta al ecuatiei (3.7). Rezulta

p()\)~In:(an~)\”+o¢n,1-)\”_1+...+a0)-ln.

Acum, din ecuatia (3.7), egaland coeficientii lui A", A"~ ... X si termenii
liberi din stanga cu cei din dreapta , obtinem urmatoarele n + 1 egalitati

—Bp1=ap Iy, AXB, 1 —By o=y 1-1I,...
AXBl—B():Oq-In, AXBOZCXO-ITL.

Tnmul‘gind prima egalitate la stanga cu A", a doua cu A", si asa mai departe,
obtinem

—A" X By =ap- A", A" X By — A" ' X By_o = au_1-A"L ..
A2xBi—AxBy=a1-A, AXx By=ag-I,.

Sumaéand cele n + 1 egalitati rezultate, avem
—A"><Bn,1+(A"><Bn,1—A“_1 xBn,2)+...+(A2xBl—AxBOH—AxBO
—an A"+t ap_1 A" 4 4o A+ ag- I,

adica

ceea ce Incheie demonstratia. O

ExXEMPLUL 3.4. Vom prezenta un tip de exercitiu in rezolvarea caruia
poate fi folosita teorema Cayley-Hamilton.

Fie matricea A = < i (1) > € Ms(R). Sa se calculeze A™ si, daca exista,
AL
Polinomul caracteristic al matricei A este
PN =det(A— - )= "0 ’:A2—2>\+1.

Conform Teoremei Cayley-Hamilton rezulta
P(A) :A2*2'A+IQZOQ.
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Urmeaza ca A X (2- Iy — A) = I si, deoarece det A = 1 # 0, matricea A este

nesingulara si
At=o.p-a=( 10
I N I B

In continuare, din p(A) = O rezulti ci A2 = 2. A — I,. Calculdm
A3=2.A2-A=3-A-2-1.

Vom demonstra prin inductie matematica relatia
A"=n-A—(n—1)- I,

pentru orice n € N*.

Primii doi pasi au fost demonstrati. Presupunem adevirati relatia A*¥ =
k-A—(k—1)-I si vom demonstra A¥! = (k+1)- A — k- I. Avem
AR = AR A= (k- A—(k—1)-I)xA=k-A2—(k—1)- A= (k+1)-A—k- L.

In concluzie

n 1

A”:n-A—(n—l)-12:< L 0>.






CAPITOLUL 4

FUNCTIONALE LINIARE, BILINIARE SI
PATRATICE PE SPATII LINIARE FINIT
DIMENSIONALE

In acest capitol vom lucra, in general, intr-un spatiu liniar n-dimensional
(V,+,-) al carui corp de scalari, in lipsa altor precizari, va fi corpul comutativ
(K,+,-).

1. Functionale liniare

DEFINITIA 4.1. O aplicatie f : V — K se numeste functionald liniard
daca pentru orice scalari a, 8 € K si orice vectori x,y € V are loc urmatoarea
relatie

fla-z+p-y)=a-flz)+8- f(y).

Folosind definitia functionalei liniare obtinem prin verificare directa urma-
toarele doua rezultate.

ProproziTIA 4.1. Daca f : V — K este o functionald liniard atunci pentru
orice scalari oy, 2, .. .,a, € K si orice vectori vy, ve,...,v, € V avem

flag-vi+ag-vo+...4an-vy) =a1- f(v1)+ag- f(va) +...4 an- fug).

In continuare considersm V* = £(V, K) multimea functionalelor liniare
f:V — K cu acelasi domeniu de definitie V si definim adunarea functionalelor
liniare, + : V*xV* — K, si Inmultirea la stanga cu un scalar a unei functionale
liniare, - : K x V* — K, la fel ca operatiile omonime din cazul aplicatiilor
liniare. Avem urmatorul rezultat.

PropozITIA 4.2. (V* +,-) este un spatiu liniar peste corpul K, numit
spatiul dual al spativlui lintar V.

DEFINITIA 4.2. Dualul (V*)* al spatiului dual V* al unui spatiu liniar V'
se numeste spatiul bidual al lui V.

PropoziTIA 4.3. Spatiul dual V* al spatiului liniar V este izomorf cu
spatiul liniar M ,(K) al matricilor linie cu n coloane si elemente din corpul
K.

DEMONSTRATIE. Daca in exemplul 2.6 consideram cazul particular m = 1
vedem ca putem gandi (K, +, ) ca un spatiu liniar peste el insugi. Din aceasta
perspectiva, functionala liniara f : V — K este o aplicatie liniara si atunci
rezulta ca spatiul dual este izomorf cu M ,,(K), conform teoremei 3.19. O

65
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Din propozitia anterioara si din teorema 3.15 rezulta urmatorul corolar.

COROLARUL 4.4. Dimensiunea spatiului dual V* al unui spativ liniar V
este egald cu dimensiunea lui V, adica dimV* = dimV = n.

TEOREMA 4.5. (Expresia analitica a unei functionale liniare)
Fie aplicatia f : V — K, unde dimV = n. Atunci f este o functionald

liniard daca si numai dacd existd scalarii ay,ao, ..., an € K astfel incat
n
(4.1) f(x):a1~x1+a2-x2+...+an~xn:g a; - T,
i=1
pentru orice vector x = (x1,%2,...,Tn)3 € V, unde B este o bazd in spatiul

liniar V.. Expresia (4.1) se numeste expresia analiticd a functionalei
liniare f in baza B.

DEMONSTRATIE. "=" Presupunem ca f : V — K este o functionala
liniara, adica f € V*. Deoarece V* ~ M;,(K), adica existd izomorfis-
mul de spatii liniare ¢ : V* — My ,(K), rezulta ca lui f ii corespunde

prin acest izomorfism o matrice linie A = (a1 a2 ... ap) € My ,(K) ast-
€1
T2

fel incat ecuatia matriciald a lui f este y = A x X, unde X = ) , adica
In

f(x) = a1-x1+ag-x2+. . .+ap-x,, pentru orice vector x = (1, 22,...,Ty) € V.

7<” Presupunem ca f are proprietatea (4.1) si fie scalarii o, € K si
vectorii ¢ = (x1,22,...,2n) €V, y = (y1,¥2,.--,Yn) € V. Avem

flarx+B-y) = ar-(a-z1+B-y1)+az-(a-x2+B-1y2)+...
+an'(a'xn+ﬁ'yn)
= a-(a1-z14+...4+an-zp)+ 0 (a1 -y1+...+an-Yn)

adica f este o functionala liniara. O

TEOREMA 4.6. Fie functionala liniard f : V — K si fie bazele B si B
in spatiul liniar V. cu matricea schimbarii de la B la B’ notata C. Dacd
Ae My,(K) si A € My ,(K) sunt matricile lui f in bazele B si respectiv B/
atunci legatura dintre cele doud matrici este

A=A xC
DEMONSTRATIE. Din nou privim (K, +, -) ca fiind un spatiu liniar peste el
insusi si astfel gdndim f ca fiind o aplicatie liniara intre spatiile liniare V' gi K.

Baza canonica in K este By = {1} unde 1 este elementul neutru la inmultire
in K.
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Acum sa reamintim ca legea de transformare a matricei lui f : V — K (ca
aplicatie liniara) la o schimbare de baza este

A= (DH 1 x AxC,

unde C' este matricea schimbarii de baza in V' gi D matricea schimbarii de baza
in K. Daca lasam baza din K neschimbata avem, evident, D = 1. Inlocuind
in expresia de mai sus, concluzionam A’ = A x C*. ([

OBSERVATIA 4.1. Dacd notam a = A" € M,,1(K) sia’ = (A")' € M, 1(K)
atunci
(A =(AxCY =d =C xa,

adica matricea schimbarii de baza in spatiul liniar V' este si matricea cu care
se schimba matricea coloana a coeficientilor functionalei liniare.

2. Functionale biliniare

DEFINITIA 4.3. O aplicatie g : V x V — K se numeste functionald (sau
forma) biliniara daca este liniarda in ambele argumente, adicad pentru orice
scalari «, 8 € K gi orice vectori vy, va, w1, ws, v, w € V avem

(1) gla-v1+ B v2,w) = - g(vr, w) + B - g(va, w);
(2) g(v, - w1 + B wa) = - g(v,w1) + B - g(v, wa).
Multimea functionalelor biliniare g : V' x V' — K se noteaza Lo(V, K).
TEOREMA 4.7. (Expresia analitica a unei functionale biliniare)

O aplicatie g : V XV — K, unde dim'V = n, este o functionald biliniara
daca si numai daca exista scalarii a;; € K, 1,5 € 1,n, astfel incat

(4.2) 9(z,y) :Zzazj'fﬁi'yj,

i=1 j=1

pentru orice x = (x1,T2,...,xn)8 € V gi orice y = (Y1,Y2,---,Yn)B € V,
unde B este o bazd in spatiul liniar V. Ezpresia (4.2) se numegte expresia
analitica a functionalet biliniare f in baza B.

DEMONSTRATIE. "=" Fie functionala biliniara g : V x V — K si fie
B = {e1,ea,...,e,} 0 baza in spatiul liniar V. Consideram vectorii

n
x:(asl,xg,...,q:n)lg:in-ei evVv
=1

si

n
Y=y yn)B=Y yj-e;€V.
j=1
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Acum, folosind pe rand liniaritatea lui g in fiecare din cele doua argumente,
obtinem

g(z.y) = g i v e Z?:l Yj - €)
= DT glend i yjei) =201 iy % Y- g(ei ej)

= Z?:l Z?:l Qg ~ L5 " Yy,
unde a;; = g(ei,e;) € K, i =1,n.
7<” Presupunem ca aplicatia g : V x V' — K are proprietatea (4.2). Se
verifica direct, cu ajutorul definitiei, ca ¢ este o aplicatie liniara in ambele
argumente, adica g este o functionala biliniara, ceea ce incheie demonstratia.

U
DEFINITIA 4.4. Fie functionala biliniara g : V x V. — K definitd prin
g(x,y) =01 iy aij - w;-yj, pentru orice x = (71, %2, ...,2,)p € V si orice

y = (Y1,92,--.,yn)B € V, unde B este o baza in spatiul liniar V. Matricea
A= (ayj); j =17 € Mn(K) se numeste matricea functionalei biliniare in baza
B

OBSERVATIA 4.2. Fie functionala biliniara ¢ : V x V' — K cu matricea
A = (aij); j =17 € Mn(K) in baza B din spatiul liniar V' si fie vectorii x =
(r1,22,...,2n)B € V sty = (y1,92,---,Yn)8 € V. Daca notam tot cu x =
(122 ... xp) EMip(K)sicuy=(y1 y2 ... yn) € My, (K) matricile linii
ale caror elemente sunt coordonatele celor doi vectori, putem scrie ecuatia
matriciald a functionalei biliniare g in baza B

g(z,y) =z x Axy’.

Intr-adevir

ail a2 ... Qin Y1

a1 a2 ... Q2p Y2
rx Axyt = (v 22 ... 2p) ¥ . i . . X

an1 Ap2 ... QAapn Yn

= D1 2o g Ti Yy = g(T,y).
In continuare considerfm urmitoarele legi de compozitie:
e Adunarea a doua functionale biliniare
+:Loy(V,K) x Loy(V,K) = LoV, K)
definita prin
(g, h) € Lo(V,K) x Lo(V,K) — g+ h € LoV, K),
unde (g + h)(z,y) = g(z,y) + h(z,y), pentru orice z,y € V.
e Inmultirea la stdnga cu un scalar a unei functionale biliniare
K x Lo(V,K) — LoV, K)

definita prin
(a,9) € K x Lo(V,K) = a- g € Lo(V, K),
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unde (- g)(z) = a - g(z), pentru orice z € V.

Se verifica imediat ca aceste doua operatii au codomeniul precizat corect,
adica adunarea este o lege de comporzitie interna in Lo(V, K), iar inmultirea
la stanga cu scalari o lege de compozitie externa in Lo(V, K) peste corpul K.

PrROPOZITIA 4.8. (L2(V, K),+,-) este un spatiu liniar peste corpul K. Mai
mult, Lo(V, K) este izomorf cu spatiul liniar M, (K) al matricilor patratice
de ordin n cu elemente din K.

Prima parte a acestei propozitii se demonstreaza prin verificare directa, in
timp ce a doua parte se demonstreaza verificand ca aplicatia ¢ : Lo(V, K) —
M, (K) definita de ¢(g9) = A, unde A € M,,(K) este matricea functionalei
biliniare g, este un izomorfism de spatii liniare. Deoarece aceste verificari sunt
perfect asemanatoare cu cele facute in cazul rezultatelor similare din capitolul
dedicat aplicatiilor liniare, le vom lasa in sarcina cititorului.

Din teorema anterioara si teorema 3.15 avem urmatorul corolar.

COROLARUL 4.9. Dimensiunea spatiului liniar (Lo(V, K),+,-) este egald

cu dimensiunea spatiului liniar My (K), adica dim Lo(V, K) = dim M,,(K) =

n?.

TEOREMA 4.10. Fie functionala biliniara g : V. — K ¢i fie bazele B si
B' in spatiul liniar V' cu matricea schimbarii de la B la B’ notatd C. Dacad
A e Mu(K) si A € M,(K) sunt matricile lui g in bazele B si respectiv B
atunci legatura dintre acestea este
A =CxAxC
DEMONSTRATIE. Consideram vectorii
= (z1,22,...,20)5 = (21,25, ....2))g €V

i

y= (3/17927'-‘ 7yn)B = (yLyév"wy;L)B’ eV.
Atunci ecuatia matriciala in baza B a functionalei biliniare g este

g(z,y) =z x Axy
si cea In baza B’ este
gla,y) =2’ x A" x (y)
unde, la fel cum am procedat gi In observatia 4.2, am notat tot cu = i y
matricile linie care au drept componente coordonatele celor doi vectori in baza
B si cu ' si iy matricile linie care au drept componente coordonatele vectorilor
in baza B’. Legaturile dintre matricile z si 2’ si dintre y si 3 sunt
() =(CH P xal =2’ =2 xC7' direspectiv (y)f = (CH) ™ x ¢
In concluzie, avem
glz,y) =2’ x A x () =z x CEx A x (CH™t xyt

si, comparand cu ecuatia matriciald a lui g in baza B, obtinem

A=Ct'xAx(CHT=A=CxAxC
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DEFINITIA 4.5. Se numeste rangul unei functionale biliniare rangul matri-
cei sale.

Din teorema precedenta rezulta ca matricile unei functionale biliniare in
doua baze diferite sunt echivalente, adica au acelasi rang. Astfel, putem enunta
urmatoarea propozitie.

ProproziTIA 4.11. Rangul unei functionale biliniare este invariabil la o
schimbare de baza.

DEFINITIA 4.6. O functionala biliniara g : V x V — K se numeste nede-
generata daca rang g = dimV = n si degenerata daca rangg < dimV = n.

OBSERVATIA 4.3. O functionala biliniard g : V xV — K este nedegenerata
daca gi numai daca matricea sa A € M,,(K) este nesingulara, adica det A # 0.

DEFINITIA 4.7. O functionald biliniard g : V x V — K se numeste
functionala biliniara simetrica daca g(x,y) = g(y,x), pentru orice z,y € V.
Multimea functionalelor biliniare simetrice se noteaza SLo(V, K).

DEFINITIA 4.8. O functionala biliniara g : V x V — K se numeste
functionala biliniara antisimetrica daca g(z,y) = —g(y, x), pentru orice x,y €
V. Multimea functionalelor biliniare antisimetrice se noteaza ASLa(V, K).

ProrozITIA 4.12. O functionald biliniara g : V x V. — K este antisime-
trica daca i numai dacda g(z,x) = 0, pentru orice vector x € V.

DEMONSTRATIE. =" Presupunem ca g : V x V — K este o functionala
biliniard antisimetrica. Atunci, conform definitiei, pentru orice vector x € V'
avem ¢g(x,x) = —g(z,z), adica g(x,z) = 0.

"<” Fie g : VxV — K o functionala biliniara cu proprietatea g(z,x) = 0,
oricare ar fi x € V.

Acum, fie scalarul nenul A € K si vectorii z,y € V. Atunci g(z+ X -y, x +
A-y) =0, ceea ce devine, daca tinem cont ca g este o functionala biliniara,

g(@,x) + A% g(y,y) + X~ (9(z,y) + g(y,x)) = 0.
Dar g(z,z) = g(y,y) = 0 si, cum X # 0, rezulta

9(@,y) +g(y,z) =0,
adica g este o functionala biliniara antisimetrica. O

ProproOzITIA 4.13. Matricea unei functionale biliniare simetrice este o ma-
trice simetrica, iar matricea unet functionale biliniare antisimetrice este o
matrice antisimetricd.

DEMONSTRATIE. Aga cum am vazut anterior, matricea unei functionale
biliniare g : VxV — K, dim V = n, intr-o baza B = {e1, ea, ..., e, } din spatiul
liniar V', este o matrice patratica A € M,,(K) cu elementele a;; = g(e;, €;),
1,7 =1,n.

Acum, daca g este simetrica, avem a;; = g(e;, ej) = g(ej, e;) = aji, i,j =
1,n, deci A = A?, adicd A este o matrice simetrica. Daca g este antisimetrica,
atunci a;; = g(ei, ej) = —g(ej,€;) = —aji, i,j = 1,n. Prin urmare, A = — A",
adica A este o matrice antisimetrica. O
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ProPOZITIA 4.14. Multimile SLo(V, K) C Lo(V,K) si ASL2(V,K) C
Lo(V, K) impreuna cu operatiile de adunare a functionalelor biliniare si de
tnmulfire a unet functionale biliniare cu un scalar sunt subspatii liniare ale
spatiului liniar (Lo(V, K),4+,-). Mai mult spatiul liniar SL2(V, K) este izo-
morf cu spatiul liniar S,(K) al matricilor simetrice de ordin n, iar spatiul
liniar ASLo(V, K) este izomorf cu spatiul liniar AS, (K) al matricilor antisi-
metrice de ordin n.

DEMONSTRATIE. Prima parte a propozitiei se obtine imediat verificand di-
rect, cu ajutorul definitiei functionalelor biliniare, ca suma a doua functionale
biliniare simetrice (antisimetrice) este o functionala biliniara simetrica (anti-
simetrica) si ca inmultind o functionala biliniara simetrica (antisimetrica) cu
un scalar se obtine tot o functionala biliniara simetrica (antisimetrica).

Definim aplicatiile

b1 SLo(V,K) = So(K) si ¢o: ASLo(V, K) — ASn(K)

prin ¢1(g) = G pentru orice functionala biliniara simetrica g si respectiv prin
¢2(h) = H pentru orice functionald biliniara antisimetrica h, unde G este
matricea lui g si H matricea lui h. Se obtine cu usurintd (in acelagi mod
ca in cazul rezultatului similar ce privegte aplicatiile liniare) ca ¢; si ¢ sunt
izomorfisme de spatii liniare. (]

Cum era de agteptat (datorita rezultatului similar din cazul matricilor),
avem urma toarea propozitie.

PROPOZITIA 4.15. Orice functionala biliniard se poate scrie ca suma dintre
o functionald biliniarda simetrica i una antisimetricd.

DEMONSTRATIE. Fie functionala liniara g : V x V' — K si definim g1 2 :

VxV =+ K prin 91(1:,?]) = %(g(l’,y) +g(y,l’)) §1 92($7y) = %(g(l’,y) -

g(y,x)). Se verifica ugor ca g; este o functionala biliniara simetrica si ca go
este o functionald biliniara antisimetricd. Cum g = g1 + g2 propozitia este
demonstrata. (]

3. Functionale patratice

DEFINITIA 4.9. O aplicatie h : V' — K se numeste functionala (sau formda)
patratica daca exista o functionala biliniara simetrica g : V x V — K, numita
functionala biliniara polara a lui h, astfel incat h(z) = g(z,x), pentru orice
x € V. Prin definitie matricea functionalei patratice h intr-o baza din spatiul
liniar V' este matricea functionalei biliniare polare g in acea baza.

In continuare vom vedea cum se determina funtionala biliniard polara a
unei forme patratice cunoscute.

PropoziTIA 4.16. Daca h : V — K este o functionala pdtratica atunci
functionala biliniard polara corespunzatoare g 1V x V. — K este data de

o(e,y) = 5 - (hx +y) — ha) — hly)), e,y eV,
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DEMONSTRATIE. Daca h : V — K este o functionala patratica, iar g :
V x V — K functionala sa biliniara polara atunci, conform definitiei, avem

hMz+y) = g(a+y,z+y) = g(x,2)+2-g(x,y) +9(y,y) = h(x)+29(z,y) +h(y),
de unde rezulta expresia lui g. O

TEOREMA 4.17. (Expresia analitica a unei functionale patratice)
Fie h : V — K o functionald patraticd, unde dimV = n. Atunci existd
scalarii a;; € K, cu a;; = aji, 1,5 = 1,n, astfel incat

(4.3) h(l‘) = Z Zaij XLyt l‘j,

i=1 j=1

pentru orice x = (x1,x2,...,2n)B, unde B este o bazd in spaliul liniar V.
Ezxpresia (4.3) se numeste expresia analiticd a functionalei patratice f
in baza B.

DEMONSTRATIE. Fie g: V x V — K functionala biliniara polara a lui h,
cu expresia analiticd in baza B

n n
g(iﬂ,y) = Zzalj c Xt Yj, T = (‘Tlax2a" . 7xn)37y = (y17y27"' 7yn)8 eV.
i=1 j=1
Deoarece g este o functionala biliniara simetrica, rezulta ca a;; = aj;, i,j =
1,n.
Mai departe, din definitie, obtinem

h(z) = g(z,z) = Zzaij AT

i=1 j=1

pentru orice z = (z1,22,...,2,)8 € V. (]

DEFINITIA 4.10. Se numeste rangul unei functionale patratice rangul ma-
tricei sale asociate. O functionald patraticd se numeste nedegeneratd daca
rangul sau este egal cu dimensiunea spatiului liniar pe care este definita si
degenerata daca rangul este mai mic decat dimensiunea spatiului.

EXEMPLUL 4.1. Sa se determine functionala biliniara polara a formei pa-
tratice

h:R3 =R, hz)=a22422—z1 -20+2 2213,
unde = = (z1, 79, 73) € R3 in baza canonici din R3, si si se scrie matricea lui

h.
Functionala biliniara polara g : R? x R? — R este dati de

g(z,y) = 3 (h(z+y)—hz) - h(y))
:1:1~y1+:c2~y2—%~x1-yz—%-xz'y1+x2-y3+x3-y2,

unde = = (z1,22,...,2,) ER3siy = (y1,92,...,9yn) € R3.
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Matricea lui h este, prin definitie, aceeasi cu matricea lui g, adica

1
1 -1 0
A=| -3 11
0 10

Deoarece rang A = 3 rezultd ca rangh = rangg = rang A = 3, adica h este
nedegenerata.

DEFINITIA 4.11. Se numeste ezpresie canonicd a unei functionale patratice
expresia acesteia Intr-o baza In care matricea sa este o matrice diagonala. O
astfel de baza se numeste baza canonicd corespunzatoare functionalei patratice.

Vom da aici, fara demonstratie, urmatorul rezultat (pentru demonstratie
vezi [16]).

ProroOzITIA 4.18. Orice matrice simetrica este diagonalizabild.

Deoarece matricea oricarei functionale patratice este simetrica, din aceasta
propozitie obtinem imediat urmatorul rezultat.

PROPOZITIA 4.19. Pentru orice functionald patratica existd o expresie ca-
nonicd.

OBSERVATIA 4.4. Fie h : V — K o functionala patratica cu rangh =
r < n = dimV. Atunci matricea acestei functionale in baza canonici B’
corespunzatoare este de forma

ag 0 ... 0 ... 0
0 a» 0 0
A = 0 O ar 01,
0 O 0 0
0O 0 ... 0 ... 0
adica expresia canonica a lui h este
h(:r:):al-ﬂ:%—I—ag-x%'...'aT-xz:Zai-xf,
=1
pentru z = (z1,22,...,2,)g € V.

DEFINITIA 4.12. O functionala patratica h : V' — R, unde V este un spatiu
liniar real cu dim V' = n, se numeste
1) pozitiv definita, daca h(x) > 0, pentru orice z € V' \ {6};
negativ definita, daca h(z) < 0, pentru orice z € V' \ {6};
semipozitiv definita, daca h(z) > 0, pentru orice z € V' \ {6};
seminegativ definita, daca h(z) < 0, pentru orice z € V' \ {6};
nedefinitd, daca exista vectorii x € V si y € V astfel incat h(z) < 0
st h(y) >0,
unde 6 este vectorul nul din V.

(
(
(
(
(

— — — —

2
3
4
5
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DEFINITIA 4.13. Numarul p al coeficientilor pozitivi dintr-o expresie ca-
nonica a unei functionale patratice se numeste indice pozitiv de inertie al
functionalei patratice iar numarul g de coeficienti negativi se numeste indice
negativ de inertie.

TEOREMA 4.20. (Teorema lui Sylvester)
Indicii pozitiv si negativ de inertie ai unei functionale patratice sunt in-
varianti la o schimbare de baza.

DEMONSTRATIE. Fie functionala patratica h : V — R cu rangh =

Presupunem prin reducere la absurd ca exista bazele B = {vi,vo,...,v,} si
B' = {wy,ws,...,w,} In care h are expresiile canonice
) 2 2 2 2
h(z) =21 +23+ ...+ 2, =25y — ... — 1

i respectiv

h(w) = (21)? + (@5)” + ..+ (2)” = (2 0)? = — (27)?
cup>p unde = (x1,29,...,2,)g = (2], 2,...,2))g € V.
Consideram sistemele de vectori S1 = {vi,v2,...,vp} si So = {wy41,
Wy 42, - - ., Wy }. Dimensiunile acoperirilor liniare ale acestor sisteme sunt

dim L[S;] = p si respectiv  dim L[Sy] =n — p/,

adica dim L[S1] + dim L[S2] = n+ p — p’ > n ceea ce implica faptul ca exista
un vector nenul u € L[S;] N L[Ss].
In continuare vom demonstra aceasta afirmatie.

Fie doua subspatii liniare V7, Vg C V ale spatiului liniar V' astfel incat dim V;, =

ny, dimVs = ng, dimVj —|—d1mV2 =n;+ng > dimV = n, ¢ fie By =
{e1,€2,...,en, } 0 baza in Vi si Bs = {f1, fa,..., fn,} O baza in Va. Deoarece
n1 + ng > n rezultd ci sistemul de vectori S = By U By C V nu poate fi
liniar independent in spatiul liniar V. Prin urmare, macar unul din vectorii
din S se poate scrie ca o combinatie liniara a celorlalti vectori din S. Putem
presupune fara a restrange generalitatea ca acest vector este e; € B;. Atunci
exista scalarii ag, ..., an, € K §i 81, 82,...,0n, € K astfel incat

ni na
e1=> ai-ei+> Bi-fi
i=2 i=1

Acum sa observam ca scalarii 5; € K, i = 1,n1, nu pot fi toti nuli pentru ca
in acest caz, sistemul de vectori B; ar fi liniar dependent, ceea ce reprezinta o
contradictie, By fiind o baza in V;. Rezulta ca vectorul

ni n2
u=e + Y (i) ei=> Bi-fi
i=2 i=1

este nenul si ca u € V3 N V.

Revenind la demonstratia teoremei, deoarece u € L[Si], rezulta ca h(u) > 0.
Dar u € L[Ss] implica h(u) < 0, ceea ce este o contradictie. Am obtinut astfel
rezultatul dorit. g
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Folosind aceasta teorema obtinem imediat urmatoarea propozitie.

PropoziTIA 4.21. Fie h: V — R o functionala patraticd cu dimV =n gi
rang h = r. Daca indicele pozitiv de inertie al lui h este p iar indicele negativ
de inertie este q atunci functionala pdtratica este

(1) pozitiv definitd, daca si numai daca p =1 =n;
(2) semipozitiv definita, dacd si numai dacd p =r < n;
(3) negativ definita, dacd si numai daca q =r = n;
(4) seminegativ definita, dacd i numai dacd ¢ =1 < n;
(5) nedefinita, daca si numai daca p # 0 si q # 0.

3.1. Reducerea expresiei unei functionale patratice la o expresie
canonica. Problema legata de functionalele patratice asupra careia ne vom
apleca cu mai multa atentie in acest curs este modul de determinare a unei
expresii canonice pentru o functionald (forma) patratica definita pe un spatiu
liniar real finit dimensional. Vom descrie trei metode care servesc acestui scop.

Metoda I. Metoda lui Gauss

TEOREMA 4.22. (Teorema lui Gauss)
Pentru orice functionald (forma) patratica definita pe un spatiu liniar real
finit dimensional existd o expresie canonicad.

DEMONSTRATIE. Fie functionala patratica h : V — R, unde V este un
spatiu liniar real cu dim V' = n, cu expresia

h(a:) :ZZaZj c LTy

i=1 j=1

intr-o baza B, unde x = (z1,z2,...,x,)g € V, gi rangh = 7.

Mai intai s& presupunem ci toti coeficientii a;;, 7 = 1, n, sunt nuli. Rezulta
ca exista macar un coeficient a;; # 0, i # j. Facem o schimbare de baza
in spatiul liniar V' astfel incat in noua baza coordonatele unui vector x =
(r1,22,...,2n)p sa fie

1
"o 1 _ i o - . i 1 _ i 1 _ i
T] =Tl Ty = Tim1,T; = 2(:UZ +xj), 25, = Tit1,. -, Tj_g = Tj1
"o 1 "o "o
T = 5(3:Z —xj),xj_H =Zji1,.. ., Ly = Tp,

unde am presupus, fara a restrange generalitatea, ca ¢ < j. Trebuie observat
ca aceasta transformare de coordonate corespunde intr-adevar unei schimbari
de baza pentru ca matricea sistemului de mai sus este nesingulara.
Expresia functionalei patratice h devine
n n
h(l’) =2 Qg5+ (1}2’)2 -2 Q5 * (l’;-/)2 + Z Z Qg * l‘/]é . 1‘2/.

k=1 I=1

k#i,7 1#1i,]
Aceasta aratd cd putem presupune fara a restrange generalitatea ca existd
méacar un coeficient a;; # 0. Pentru simplificarea scrierii vom presupune chiar
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a1 # 0. In acest caz putem scrie
1 n 2 n n
h(x):—-(all-xl—FZalj-:zj) —i—ZZaij'xi'xj,
a — — =
7j=2 =2 j=2

p v . _ n n

unde, aga cum se verifica usor, hy : V = R, hi(z) = > 1", ijz Qg - X - X,
este o forma patratica cu ranghy =r — 1.

La fel ca mai sus, putem presupune ass # 0 si atunci expresia lui A devine

2
h(:c) = i . (CLH -x1 + 2?22 aij - IL’]‘)

2
+an ((m STy Y g ;- ij) + s Mg Bi - wi -
unde hy : V= R, ho(z) = 3313 >0 s oy - @ -z este o forma patratica cu
rangho =7 — 2.
Continuam 1n acelasi fel gi, in final, obtinem expresia functionalei patratice ca

o suma algebrica de r patrate.
Acum, pentru un vector oarecare x = (z1,22,...,%,)3 € V notam

n
Ty =an w4l X

n
Ty =0Ty + D5 g0 T

/

/ /
Ty = Ty, Tpy | = Tpgls ..o, Ty = Ty
Matricea acestui sistem de ecuatii liniare este
aix a2 ... a1y Qipy1 ... Qln
0 ap ... azy Q341 ... Q2p
D= 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0o ... 0 0 R |
cudetD = ajp - @ - ...-1 # 0, adicd o matrice nesingulara. Prin urmare

c
putem considera schimbarea de baza B — B’ in spatiul liniar V, astfel incat
D = (C*)~'. In baza B’ expresia functionalei patratice va fi

h(x) =by - a7 +by- a3+ ...+ b - 22,

unde am notat by = ——, by = ——

a aag €tC, adica o expresie canonica. O

Asa cum vom vedea in urmatoarele exemple, modul in care se demon-
streaza teorema lui Gauss ne furnizeaza si o metoda practica de a determina
0 expresie canonica a unei functionale patratice.
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EXEMPLUL 4.2. Sa se determine o expresie canonica si baza In care se
obtine aceasta pentru functionala patratica h : R®> — R, care in baza canonici
B din R? este data de

h(z) =22 —zi20 + 23 +2 29 - 23, T = (21, 29,23) € R,
Urmand pagii din demonstratia teoremei lui Gauss avem

h(z) = (x%fxl-x2)+x%+2-x20x3

= (.%‘%—2-%‘1-%-%’24-%'%%)—i'$%+$%+2-[1}2-$3

2
= (:cl—i—%-xg) —1—%(3:%—1—%1:2-303)

2
= <x1+%-a}2) —1—%-<x3+2-$2-§-$3+1§6-x§)—%-x§
2 2
— 1 3 4 4.2
= <$1+§-332) —I—Z-<x2—|—§-m3) — 323

c
Acum consideram schimbarea de bazid B — B, B’ = {v1, va,v3}, astfel incat
coordonatele unui vector oarecare

x = (z1,32,23)8 = (2,25, 2%)p €R®

sa se transforme dupa formulele

/ 1 / 4 /
TN =21 — -T2, Xy9g=22+ 7 T3, T3=3.
2 3
In baza B’ obtinem o expresie canonica a functionalei patratice:
3 4
hiw) = (21)" + 3 - (25)" = 3 (25)%, == (af,2h,2%)p € R,

Indicele pozitiv de inertie al lui A este p = 2 # 0 si indicele negativ de inertie
este ¢ = 1 # 0, adica h este nedefinita.

Acum, pentru determinarea vectorilor din baza B’, exprimam coordonatele
initiale ale unui vector in functie de cele ale aceluiasi vector scris in baza B’.
Obtinem usgor

T =)+ 5 ah— 3

~
ol
~

c
Matricea acestui sistem este transpusa matricei schimbarii de bazd C — B'.

1 L _2
2
Avem astfel matricca C* = | 0 1 —g , ale carei coloane, conform modu-
0 0 1

lui de obtinere a matricei schimbarii de baza, au drept elemente coordonatele



78 FUNCTIONALE LINTARE, BILINIARE SI PATRATICE

vectorilor din B’ exprimati in baza initiala. Rezulta ca acesti vectori sunt
1 2 4
v = (1,0,0), vy = (5,1,0), Vs = <f g,—g,l).

EXEMPLUL 4.3. Sa se determine o expresie canonica si baza in care aceasta
se obtine pentru functionala patraticd h : R® — R care in baza canonicd B din
spatiul liniar R? este data prin

hz)=x1 -x2+2 21 -23+2 22 23, == (x1,22,23) € R3.

Mai intai facem o schimbare de bazi in R?, trecand de la baza canonica la
baza B”, astfel incat transformarea coordonatelor unui vector oarecare sa fie
data de

T ::1:’1’—1—1"2', T2 :x’{—xg, acgzmg.
Obtinem noua expresie a lui h

M) = (@) =)+ 2 o)+ 2 (o] - af) 2
= (@)~ () 4]
= (P2 a 2l A (@)) — 4 (@) — (af)?

_ " 11\2 11\2 11\2
= (2] +2-23)° — (25)" +4- (25)".
Consideram baza B’ = {v1,v2,v3} in R? in care coordonatele unui vector

oarecare sa fie date de

/ /" ! / ! / "
T = T "‘2'1’3, Ty = Lo, T3 = T3

Atunci, in baza B’ functionala patratica are o expresie canonica:
h(z) = (21)* = (23)* +4- (25)%, @ = (2}, 25,25)p € R’.

Indicele pozitiv de inertie al lui h este p = 2 #£ 0, iar indicele negativ de inertie
este ¢ = 1 # 0, deci h este o functionala patratica nedefinita.
Pentru a gasi vectorii bazei B’ trebuie s punem in evidenta, mai intai, le-

gea de transformare a coordonatelor unui vector la schimbarea de baza B i B.
Din legile de transformare a coordonatelor unui vector la trecerea de la B” la
B’ obtinem

1,3121,3_2.1.%’ :Ug:x,Q’ ZEg:l'g
Inlocuind in ecuatiile primei schimbari de coordonate avem

xp=a) +ah—2- 2

xo =1x) —ah—2- b
xg = 1}
1 1 =2
Stim c& matricea acestui sistem este C* = [ 1 —1 —2 |, transpusa matri-
0o o0 1

cei C' a schimbarii de baza. Coloanele din C! au drept elemente coordonatele
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vectorilor din B’ exprimati in baza initiala. Rezulta
U1 = (17170)7 Vg = (17_1a0)7 v3 = (_27 _271)'

Metoda a II-a. Metoda lui Jacobi
Fie matricea patratica A = (aij); ; — 77 € Myn(R) si minorii sai

ail; aip ... Qig
a1 a2 ... Q9

Ap=| . } . .|, kE=1Ln
a1 a2 ... Qagk

Deoarece unei functionale patratice nedegenerate 1i corespunde o matrice
nesingulara avem urmatorul rezultat evident.

PropOzITIA 4.23. Fie functionala pdtratica nedegenerata h : V. — R,
unde V' este un spatiu liniar real cu dimV = n. Atunci existd o bazd in V
astfel incat toti minorii A1, Ao, ..., Ay ai matricei A a functionalei patratice
n aceastd bazd sa fie nenuli.

TEOREMA 4.24. (Teorema lui Jacobi)
Fie functionala pdtraticd nedegenerata h : V. — R, unde V' este un spatiu
liniar real cu dimV = n, avand expresia

n n
h(z) = ZZaij-xi-xj, Ve = (x1,22,...,2,) €V,
i=1 j=1

in baza canonica B = {ey,eq,...,en}. Atunci exista o baza in V in care
obtinem o expresie canonica a lui h:

"A
M) =30 S @ w = b, al)e €V
i=1 v
dip dip ... dig
do1 doo ... dop .
cu Ng =1, A, = ,1 ] . 2 , k=1,n, unde D = (dij); j -1+ €
dkl dk2 “ e dkk

M, (R) este matricea lui h intr-o baza din V' astfel incit A # 0, k= 1,n.

DEMONSTRATIE. Functionala patratica h este nedegenerata si atunci, fara
a restrange generalitatea, putem presupune ca minorii Ay, k = 1, n, ai matricei
A= (aij); j =17 € Mup(R) a lui h in baza canonica sunt toti nenuli.
In continuare consideram vectorii
vl =C11 el
V2 = C21 - €1+ C22 - €2

Up =Cpl-€1 +Cp2-€2+ ...+ Cpn - Enn
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unde ¢;; € R, i,j = 1,n, astfel incat g(vi,e1) =1 si

g(vk,e;) =0 . Vi=1,k—1,Yk=2n,
g(vk,ex) =1

unde g : V x V — R este functionala biliniara polara a lui h. Pe larg, pentru
un k fixat, aceste conditii sunt

(cp1-gler,er) +era-gler,ea) + ...+ cpr - gler,er) =0

ck1 - g(ea,e1) + cpa - glea,e2) + ...+ cpk - glea,ep) =0

ci1 - g(en—1,€1) +cr2 - glex—1,€2) + ...+ ik - glex—1,ex) =0

ci1 - g(er,e1) + k- glew,e2) + ...+ cpr - glex, ex) =1

\

adica, tinand cont de faptul ca a;; = g(e;, €;), 4, j = 1,n, pentru fiecare k = 1,n
avem sistemul de ecuatii liniare

)
a1 Cg1+ a2 Cga+ ...t ayg g =0

a1 - Cg1 + a2 - Cga2 + ...+ agg g =0

k1,1 Ck1 +ap_12 Ca+ ...+t ap_1% k. =0

[ k1 Ch1taR2 Cr2 + o A Cpp =1

cu necunoscutele c¢;, j = 1,k. Matricea unui astfel de sistem are determi-
nantul Ag # 0. Rezultd ca toate aceste sisteme sunt de tip Cramer si astfel

. Aiy . —
obtinem ¢;; = =5, i = 1,n, unde Ag = 1.

Folosind ¢;; # 0, i = 1,n, se arata usor cd B’ = {v1,v2,...,v,} este un
sistem de vectori liniar independent, deci o baza in spatiul liniar V. Urmeaza
cd elementele matricei A’ = (a;j)i, ;=17 a functionalei patratice In aceasta

baza, sunt
J . .
0, daca 1 S
a;j = g(vi,vj) = g(%, Zcﬂ . 61) = { o dack i i; , pentru i > j.
=1 ’

Dar g este o functionala biliniard simetrica si, prin urmare, i matricea sa, In
orice baza, este simetrica, deci

C11 0 0 Al

]
Q
[\o)
[N}
]
o
=
[es}

n
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In concluzie, in baza B’ functionala patratica are expresia canonica

A
A

h(z) = = (21,25, ....,20)p €V.

=1

Din teorema lui Sylvester si teorema lui Jacobi obtinem imediat

TEOREMA 4.25. Fie h: V — R o functionald patratica nedegeneratd defi-
nitd pe spatiul liniar real n-dimensional V. Atunci
(1) h este pozitiv definitd dacd si numai dacd A; >0, i =1,n;
(2) h este negativ definita daca si numai daca A; < 0, daca i = impar,
st A; >0, daca i = par, i=1,n,

unde determinantii A;, i = 1,n, sunt cei definiti in teorema lui Jacobi.

EXEMPLUL 4.4. Sa se determine o expresie canonica si baza In care se
obtine aceasta pentru functionala p#tratica h : R? — R data prin
h(ﬂf) :l'%‘FCEl -332+2-.’E§+2'I2 - T3, T = (.’El,:EQ,CEg) ERs,

in baza canonici din spatiul liniar real R3.

1 30
2
Matricea functionalei patratice in baza canonica este A = % 0 1
01 3
cudet A = —% # 0. Prin urmare matricea A este nesingulara, deci rangh =

rang A = 3, adica h este o functionalad patratica nedegenerata. De aici rezulta

ca in cazul lui h se poate aplica metoda lui Jacobi de determinare a unei
expresii canonice.

1

AvemA0:1,A1:17éO,A2: 1

2

—% # 0. Atunci, conform teoremei lui Jacobi, exista o baza B’ = {v1, v, v3}

=—2#0si Az =detA =

O NI

in R3 in care h are urmitoarea expresie canonici
:&'(I'I)Q ﬂ.(x/)ﬂ A
Ay Ay 2 As

unde x = (2}, 25,...,2),)p € V. Se observa ca indicele pozitiv de inertie al
lui h este p = 2 # 0, iar indicele negativ de inertie este ¢ = 1 # 0, adica
functionala patratica este nedefinita.

Fie B = {e1, 2, e3} baza canonica din R3. Acum, cautim vectorii bazei B’
de forma

h(z)

v =cC11-€1

Vg = C21- €1+ Cag- €2 )

Vg =C31-€1 +C32-€2+C33-¢€3
astfel incat

g(vs,e1) =0
e1) =0
Datren =12 { 42205 {alme) =0
’ g(vs,e3) =1

unde g : R? x R3 — R? este functionala biliniara simetrici polard a lui h.
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Ecuatia g(v1,e1) = 1 devine
g(cir-er,e1) =1=ci1-gler,e1) = 1.

Dar matricea A a lui h in baza canonicé este aceeasi cu matricea lui g in baza
canonicd, adicd elementele lui A sunt a;; = g(ei, e;), i,7 = 1,3. Atunci ecuatia
anterioara se scrie

aj1-ci1=1=c1 =1.
Prin urmare v; = ¢11 - e1 = €1 = (1,0,0).
In continuare rezolvim sistemul 2). Avem

g(va,e1) =0 N g(ca1-e1+ca2-e,e1) =0
g(va,e2) =1 g(ca1-e1 +c2-e2,e9) =1

_{en -g(er,e1) +ca - glez,e1) =0 L Janentanepn=0
co1 - g(er,e2) +can - gleg,ea) =1 a2 - Co1 +ag - =1

:>{ 6121+%~C22 =0
5 " C21 =1
Solutia acestui sistem se obtine imediat si este co1 = 2, coo = —4. Rezulta
Vg ==¢Co1-€1+tcCyp-ea=2-e1—4-e9g= (2,—4,0).
In final rezolviim sistemul 3). Obtinem

g(v3,e1) =0 g(cai-e1 +c3p-ea+c3z-e3,e1) =0
g(v3,e2) =0 = ¢ g(c31-e1+c32-e2+c33-€3,e2) =0
g(v3,e3) =1 g(cai-e1+c3p-ea+c33-e3,e3) =1
c31-g(er,e1) +c32 - glea,e1) +c33 - gles,er) =0
= ¢ c31-9g(e1,e2) +c32-glea,ea) +c33 - gles,ea) =0
c31-g(e1,e3) +c32- glea, e3) +c33 - gles,e3) =1

ai1- €31 +agy-c32+az-c33 =0
= q ai2-c31+ag-c3+az-c3z3 =0
a13 - €31 +agg - c32 +azz-c3z =1

Matricea acestui sistem este chiar matricea A a lui A cu det A = , adica

sistemul este de tip Cramer cu solutia c3; = —%, Cc39 = %, c33 = %. Rezulta
1 2 1 121

v3=c31-elt+cpeatesze3=—g-e1tz-eatgoes=(-355)

Metoda a III-a. Metoda valorilor si vectorilor proprii

Matricea A € M,,(R) a unei functionale patratice h : V' — R, unde V este
un spatiu liniar real cu dim V' = n, este o matrice simetrica.

Consideram operatorul liniar f : V — V a carui matrice in baza canonica
este A. Polinomul caracteristic al acestui operator are doar riadacini reale
singulare si, prin urmare, subspatiile sale proprii au dimensiunile egale cu 1,
aga cum am vazut in capitolul anterior. In concluzie, matricea A poate fi
diagonalizata, adica exista baza B’ in spatiul liniar V, formata din vectori
proprii ai lui f, in care operatorului liniar 1i corespunde matricea diagonala

A = diag(Al,)\g,...,)\n) S MH(R), unde A\ 7é Ao 75 75 An 75 A1 sunt
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valorile proprii ale matricei A. Atunci in baza B’ functionala patratica h are
0 expresie canonica:

h(z) =M\ - (x’1)2 + Ao - (wé)z SR Y (x'n)Q, = (2,25, ...,20)p €V.

EXEMPLUL 4.5. Sa se determine o expresie canonica gi baza In care se
obtine aceasta pentru functionala patratica h : R? — R dati prin

h(m):x%—Z-xl-x2+4-w1-x3—2-x2-x3, x:(xl,xg,x3)€R3,

in baza canonici din spatiul liniar real R3.

0 -1 2
Matricea lui A in baza canonica este A = -1 1 —1 |. Polinomul
2 -1 0
caracteristic al lul A este
U
pAN) =det(A—X-)=| -1 1-X —1 |=-2N+X4+6-),
2 —1 .

cu radacinile A1 =0, Ao = —2 g1 A3 = 3.
Prin urmare exista baza B’ = {v1, v2, v3} in R3 in care functionala patratica
h are expresia canonica

h(z) = M- (21)? + da - (25)” + A5 - (25)” = =2 (25)” + 3+ (a5)?,

pentru orice z = (x,xh,24)p € R3. Indicele pozitiv de inertie al Iui h este
p = 1 # 0, iar indicele negativ de inertie este ¢ = 1 # 0, adica h este o
functionala patratica nedefinita.

In continuare, pentru a determina vectorii bazei B’, sa consideram opera-
torul liniar f : R3 — R3 cu matricea A in baza canonics din spatiul liniar R3.
Asa cum am vazut valorile proprii ale lui f sunt Ay = 0, Ao = —2 5i A3 = 3,
iar vectorii vy, v9 si v3 din baza B’ sunt vectori proprii ai lui f, corespunzatori
celor trei valori proprii. In continuare vom determina acesti vectori.

A1 =0. Ecuatia f(x) = A\ -2, x = (x1,29,23), se scrie f(zr) = (—z2 +
2x3, —x1 + 2 — 23,2 - 21 — x2) = (0,0,0) si este echivalenta cu sistemul

— xo + 223 = 0
—r1 + 3y — 23 = 0
2-x1 — X9 = 0

a carui solutie generala este r1 = a, x0 = 2-a, 3 = «, a € R, adica subspatiul
propriu al lui f corespunzator valorii proprii A\; = 0 este

V(M) ={z= (0,2 a,a)|a € R},

iar o baza In acest subspatiu este By = {v; = (1,2,1)}.
A2 = —2. Ecuatia f(x) = A2 -z devine (—z9 + 3, —21 + 22 — 23,2 11 — x2) =
(=2-x1,—2-29,—2 - x3) adica

o

2.1 — To + 2-x3 =
—r1 + 32 — T3
2-x1 — o + 2-x23 = 0

|
o



84 FUNCTIONALE LINTARE, BILINIARE SI PATRATICE

Solutia generala a acestui sistem este xr1 = —a, o = 0, x3 = a, a € R.
Subspatiul propriu al lui f corespunzator lui Ao este

V(A2) ={z = (—a,0,a)|a € R}.
O baza in V(\2) este By = {v2 = (—1,0,1)}.
A3 = 3. Ecuatia f(x) = A3 -z este (—xo + x3,—21 + 22 — 23,2 - 1 — x3) =
(3-x1,3- 22,3 x3) sl este echivalenta cu sistemul

—3-r1 — o 4+ 2-x23 = 0
—r1 — 21‘2 - r3 = 0 s
2- r1 — Tro — 3- r3 = 0
cu solutia generald r; = a, x2 = —a, 3 = @, a € R. Subspatiul propriu al

lui f corespunzator lui A3z este
V(A3) ={z = (o, —, a)|a € R}.
O baza in V(A3) este By = {vs = (1,—1,1)}.

In concluzie, baza din R? in care am obtinut expresia canonica a functio-
nalei patratice h este

B =B UBUBs ={v; =(1,2,1),v9 = (—1,0,1),v3 = (1,—-1,1)}.



CAPITOLUL 5

SPATII EUCLIDIENE

In acest capitol vom introduce o noua operatie definita intr-un spatiu liniar
real (V,+,-), numitd produs scalar, si vom studia proprietatile spatiului V'
atunci cand este dotat cu o astfel de operatie.

1. Definitii. Proprietati. Exemple

DEFINITIA 5.1. Fie spatiul liniar real (V,+,-) cu dimV = n < oco. O
aplicatie (,) : V x V' — R se numeste produs scalar in spatiul liniar V' daca
are urmatoarele proprietati:

(PS1) (z,z) > 0 pentru orice vector z € V. In plus (z, z) = 0 daci si numai
daca x = 0, unde 0 este vectorul nul din spatiul liniar V;
(PS2) (x,y) = (y,x) pentru orice vectori z,y € V;
(PS3) (A-z,y) = A-(x,y) pentru orice scalar A € R si orice vectori z,y € V;
(PS4) (x +vy,z) = (z,2) + (y, z) pentru orice vectori x,y,z € V.
Spatiul liniar V' dotat cu produsul scalar (,) se numeste spatiu euclidian si se
noteaza (V, (,)).

OBSERVATIA 5.1. Un produs scalar este o functionala biliniara simetrica
pentru care functionala patratica corespunzatoare este pozitiv definita.

ProrozITIA 5.1. Fie (V,{(,)) un spatiu euclidian si fie 0 vectorul nul din
V. Atunci (z,0) = 0 pentru orice vector x € V.

DEMONSTRATIE. Fie vectorii x,y € V si fie vectorul —y € V simetricul
lui y in raport cu adunarea in V. Atunci, folosind pe rand proprietatile (PS3)
si (PS2), avem
ceea ce incheie demonstratia. O

TEOREMA 5.2. (Inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz)
Intr-un spatiu euclidian (V, (,)) are loc inegalitatea

[z, 9)| < Vs x) - (Y, ),

pentru orice vectort x,y € V.

DEMONSTRATIE. Daca x = 6 sau y = 6 atunci inegalitatea se reduce la
identitatea 0 = 0. In continuare presupunem y # 6, consideram scalarul A € R
si avem, folosind proprietatile produsului scalar,

85
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Aceasta inegalitate are loc pentru orice scalar A daca si numai daca
A=4-(z,y)?—4-(z,2) (y,y) <O,
de unde rezulta inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz. O
EXEMPLUL 5.1. Fie spatiul liniar real (R™, +,-) si fie aplicatia
():R"xR" >R

definita prin

n
(z,y) =x1-y1+x2'y2+...+xn-ynzzxi-yi,
i=1
unde z = (z1,z2,...,2,) € R" si y = (y1,92,...,Yn) € R™ in baza canonica
din spatiul liniar R™.

Vom verifica direct ca aceasta aplicatie este un produs scalar, numit pro-
dusul scalar uzual in R, si, astfel, ca E™ = (R"™, (,)) este un spatiu euclidian.
(PS1) Avem (z,7) = 22 + 23 + ... + 22 > 0 pentru orice vector x € R, cu
egalitate daca si numai daca 1 = z9 = ... = z, = 0, adica x = 0 este vectorul
nul din R™.

(PS2) Pentru orice doi vectori z,y € R" rezulta

n n
W)= mioyi=» yi-wi=(y,).
i=1 =1

(PS3) Pentru un numar real A si doi vectori z,y € V avem

<A-w,y>=§n:(%:vz ) yi=A- (Zw b)) = A (,y).

i=1
(PS4) In final, pentru vectorii z,y, z € R" obtinem

n

<$+yaz>:Z(xz+yz sz Zz"’Zyz zi = (2, 2) + (Y, 2),

i=1
unde z = (21,22, ..., 2n).

In ceea ce priveste inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz, in acest caz
se obtine

(1 yi+ae- o+ o yn) <@ a5+ 4a2l) Wi+t ),

pentru orice x1,Zo,...,Tn, Y1,Y2,-..,Yn € R, adica o varianta a inegalitatii
cunoscuta si folosita in aplicatii inca din clasele liceale.

EXEMPLUL 5.2. Consideram spatiul liniar (M,, ,(R), +, -) al matricilor cu
m linii gi n coloane cu elemente numere reale. Se demonstreaza prin verificare
directa ca aplicatia (,) : My, n(R) X My, (R) — R definita prin

(A, B) = trace(A' x B)
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este un produs scalar pe acest spatiu liniar (produsul scalar uzual). Daca
A= (aij) j—1m € Mmn(R)siB = (bi) m € My, (R) atunci expresia

s

7=
j=1n j=1n
produsului scalar devine

(A, B) = trace(A! x B) = Z Zaﬁ - bij.

i=1 j=1

DEFINITIA 5.2. Fie spatiul liniar real (V,+,-). O aplicatie || - || : V — R
se numeste normd pe V daca are urmatoarele proprietati:
(N1) ||z|| > 0 pentru orice vector x € V. Mai mult, ||z|| = 0 daca si numai
daca x = #, unde 0 este vectorul nul din V;
(N2) |A-z|| = |A| - ||z|| pentru orice scalar A € R si orice vector x € V;
(N3) ||z + 9yl < ||=|| + ||ly|| pentru orice vectori z,y € V.

Spatiul liniar V' dotat cu o norma || - || se numeste spatiu liniar normat si se
noteaza (V.|| - ||), iar ||z|| se numeste norma sau lungimea vectorului x.

Din definitiile produsului scalar si normei obtinem propozitia urmatoare.

PropOzZITIA 5.3. Daca (V,(,)) este un spatiu euclidian atunci aplicatia
|-l : V— R definita prin |z|| = \/(z,z) pentru orice vector x € V, este o
normda pe spatiul V', numita norma euclidiand.

DEMONSTRATIE. Mai intai sa observam ca aplicatia data in propozitie
este bine definita, adica, datorita propritatii (PS1) a produsului scalar, exista
|z|| = \/{(x,x) pentru orice vector x € V. Acum, proprietatile (N1)-(N3) se
verifica direct:

(N1) Avem, evident, ||z|| = /(x,z) > 0 pentru orice € V. Mai mult, daca
|z|| = v/(x,z) = 0 atunci, tinand cont de (PS1), rezulta = = 6.
(N2) Pentru un scalar A € R si un vector z € V' avem, folosind (PS3),

IA-zll = (A2, A ) = VA2 () = (A [l

(N3) Consideram vectorii z,y € V. Folosind (PS4), (PS2) si inegalitatea
Cauchy-Buniakovski-Schwarz obtinem

lz+yll> = (@+yz+y) = (x,2)+2(z,9) + (¥, )
= |z|2+yll*+2-(z,v)

< 2l + lyl*+ 2 ll2ll - lyll = el + Nyl

O
ExXEMPLUL 5.3. Cel mai simplu exemplu de norma pe un spatiu liniar
>
z, =20 , unde R
-z, <0
este gandit ca un spatiu liniar real, ca un caz particular al exemplului 2.6.
Se verifica usor ca functia modul este o norma pe R si astfel (R, |- |) este un
spatiu normat.

este functia modul | - | : R — R definita prin |z| =
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EXEMPLUL 5.4. O generalizare naturala a modulului se obtine considerand
spatiul euclidian (R™, (,)), unde (,) este produsul scalar uzual pe R™ definit in
exemplul 5.1, si norma euclidiana pe acest spatiu. Obtinem expresia explicita
a acestei norme

loll = V@) = /a3 + a3+ ...+ o

unde z = (z1, z2,...,2,) € R™.

DEFINITIA 5.3. Fie spatiul euclidian (V, (,)) si fie vectorii nenuli z,y € V.
Definim unghiul ¢ = (z,y) € [0, 7] dintre vectorii z si y prin

__(ny)
cosp = —"L—
]l -yl
unde || - || : V = R, ||z|| = \/(z,z), x € V, este norma euclidiana pe V.

OBSERVATIA 5.2. Cosinusul unghiului dintre doi vectori nenuli este bine
definit, deoarece din inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz rezulta | cos ¢
< L.

DEFINITIA 5.4. Doi vectori nenuli x si y din spatiul euclidian (V, (,)) se
numesc ortogonali daca (z,y) = 0. Faptul ca vectorii z §i y sunt ortogonali se
noteaza x L y.

TEOREMA 5.4. (Teorema lui Pitagora)
Daca (V,(,)) este un spatiu euclidian i ||-|| : V' — R este norma euclidiand
pe V atunct pentru orice dot vectori ortogonali x,y € V avem

lz + 9l = 1z + [ly]|*.
DEMONSTRATIE. Consideram vectorii ortogonali x,y € V' si obtinem
lz +yl? = (& +y,2 +y) = (@, 2) + (2,9) + (y,2) + {y,9) = [|2]* + |y]|*.
O

OBSERVATIA 5.3. Este clar ca doi vectori nenuli dintr-un spatiu euclidian

sunt ortogonali daca si numai daca unghiul dintre ei este egal cu 3.

DEFINITIA 5.5. O aplicatie d : V x V — R, unde (V,+,-) este un spatiu
liniar real finit dimensional, se numeste distanta sau metrica pe V daca are
urmatoarele proprietati:

(D1) d(z,y) > 0 pentru orice vectori z,y € V. In plus d(z,y) = 0 daca si

numai daca x = y;
(D2) d(z,y) = d(y,z) pentru orice vectori z,y € V;
(D3) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) pentru orice vectori x,y,z € V.

Spatiul liniar V' dotat cu o metrica d se numeste spafiu metric si se noteaza

(V. d).

Din proprietatile normei obtinem prin verificare directa urmatorul rezultat.
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PROPOZITIA 5.5. Fie spatiul euclidian (V, (,)) si fie aplicatia d : VXV — R
definita prin d(x,y) = || — y|| pentru orice x,y € V, unde || -] : V — R este
norma euclidianda. Atunci d este o metricd pe V.

EXEMPLUL 5.5. In spatiul euclidian (R”,(,)) metrica obtinuti folosind
propozitia anterioara este d : R — R,

d(z,y) = |lz—yl=V(21—y1)?+ (22 —92)? + ... + (20 — yn)’

= vV Z:‘L:I (:CZ - yi)27

unde x = (z1, T2, ...,2,) € R" siy = (y1,92,-.-,Yn) € R™.

In continuare vom vedea cum, intr-un spatiu euclidian, independenta sau
dependenta liniara a unui sistem de vectori poate fi determinata cu ajutorul
unui determinant asociat acestui sistem de vectori, numit determinant Gram.

DEFINITIA 5.6. Fie spatiul euclidian (V,(,)) si sistemul de vectori S =

{v1,v2,...,v,} din acest spatiu. Atunci determinantul
(v1,v1)  (v1,v2) ... (V1,7p)
(v2,v1) (v2,v2) ... (v2,7p)
p = . . . .
<Up> v1) <Upa v2) ... <Up7 Up>

se numeste determinant Gram asociat sistemului de vectori S.

PROPOZITIA 5.6. Determinantul Gram al oricarui sistem de vectori in-
clus intr-un spativ euclidian este mon-negativ si este nul dacd si numai daca
sistemul de vectori este liniar dependent.

DEMONSTRATIE. Fie spatiul euclidian n-dimensional (V,(,)). Mai intai
sa presupunem ca sistemul de vectori S = {v1,v2,...,vp} este liniar indepen-
dent. Consideram baza B = {v1,...,0p, Upt1,...,0p} In V. Stim ca produsul
scalar (,) este o functionala biliniara simetrica cu functionala patratica cores-
punzitoare pozitiv definitd. Atunci produsele a;; = (v, vj), i,j = 1,p, sunt
coeficienti ai acestei functionale biliniare si conform teoremei 4.25 rezulta ca
determinantul Gram al sistemului de vectori S este strict pozitiv.

In continuare presupunem ci sistemul de vectori S = {vi,v2,...,vp} este
liniar dependent. Atunci unul din elementele sale se scrie ca o combinatie
liniara a celorlalte. Fara a restrange generalitatea putem considera ca acest
element este vectorul v, si avem

vp=0a1-v1+ag-v2+ ... tap1-vp-1, o ER i=1p-—1

si

p—1 p—1
(vi, vp) = <%Zaz‘ : vi> = Zai (v, v5), Vi=1,p,
P =1

adica ultima coloana din determinantul Gram asociat sistemului de vectori S
este o combinatie liniara a celorlalte coloane, de unde rezulta ca determinantul
este egal cu 0 In acest caz. U
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2. Baze ortonormate intr-un spatiu euclidian

DEFINITIA 5.7. Un sistem de vectori S, = {v1,v2,...,vp} dintr-un spatiu
euclidian (V] (,)) se numeste ortogonal daca vectorii v;, i = 1, p, sunt ortogonali
doi cate doi si ortonormat daca este ortogonal si, in plus, toti vectorii au norma
egala cu 1.

OBSERVATIA 5.4. Daca un sistem de vectori S, = {v1,ve, ..., vp}, dintr-un
spatiu euclidian (V] (,)), este ortonormat atunci
0 dacai#j
(vi, vj) = 03 = { 1 dacai=y "’

unde J;; se numesc simbolii lui Kronecker.

PrROPOZITIA 5.7. Un sistem de vectori ortogonali dintr-un spatiu euclidian
este liniar independent.

DEMONSTRATIE. Fie sistemul de vectori ortogonali S, = {vi,va,...,vp}
din spatiul euclidian (V; (,)) si fie scalarii o, g, . .., € R astfel incat

vt az-vat . ap-v, =10,

unde 6 este vectorul nul din V. inmul‘gind scalar aceasta relatie, pe rand, cu
vectorii v;, i = 1, p, obtinem

ap - (v1,v;) +ag - (V2,v) + .o (U, ) o ay - (U, v) = (6, 04),

pentru orice i = 1, p. Sistemul de vectori S, fiind ortogonal rezultd a; - (v;, v;) =

0, adica, a; = 0, oricare ar fi ¢ = 1, p. In concluzie, S, este liniar independent.
O

Ca o consecintd a propozitiei anterioare avem urmatorul rezultat.

ProprozITIA 5.8. Un sistem de n vectori ortogonali dintr-un spativ eucli-
dian n-dimensional este o baza in acest spatiu, numitd baza ortogonala. Daca
in plus toti vectorit din aceasta bazd au norma egald cu 1 atunci baza se
numeste ortonormatd.

EXEMPLUL 5.6. Este evident ca baza canonica din spatiul euclidian E" =
(R™,(,)), unde (,) este produsul scalar uzual, este o baza ortonormata.

Acum putem enunta gi demonstra rezultatul central al acestei sectiuni,
care ne va oferi suportul teoretic si practic in drumul spre obtinerea de baze
ortonormate in spatii euclidiene.

TEOREMA 5.9. (Teorema Gram-Schmidt)

Daca S, = {vi,v2,...,vp} este un sistem de vectori liniar independent
intr-un spatiu euclidian (V,(,)) atunci exista sistemul de vectori ortonormat
S;, = {wi,we,...,wy,} in V astfel incdt subspatiul liniar al lui V' generat de

S,, sa coincidd cu subspatiul liniar generat de Sy, adica L[S)] = L[S))].
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DEMONSTRATIE. Pentru inceput vom construi un sistem de vectori S]’J’ =
{f1, fa, ..., fp} ortogonal, astfel incat L[S,] = L[Sp]. Consideram vectorii

([ fi=u

fao=v2— a1 f1
f3=v3—A31- f1 — A32- fo

i

fl-:U,'—)\il'U1—~~—)\ii—1‘fi—1

fpzvp—)\pl‘7)1—...—)\pp_1‘fp_1

unde \j; € R, i € 1,p, j € I,p—1, ¢ > j, si impunem f; L f; pentru orice
1 # j. Acum, din f; L f5, avem

(fi, f2) =0=(f1,v2— Aa1- f1) = 0= (f1,v2) — Aa1 - (f1,f1) =0

<f17 1}2>
= A1 = .
ST
Am determinat astfel vectorul fo = vy — 8&’1}?? - fi1.

In continuare, avem

{ fs L fi :>{ (fs, f1) =0 j{ (v3 —A31 - fi — A3z - f2, f1) =0
f3 L fo (f3, f2) =0 (v3 —A31 - fi — A3z - fa, f2) =0

I~

i

[~~~

(v3, f2) — As1 - (f1, f2) — As2 - (f2, f2) = 0 A3g = <?§§Z

:>{ (v3, f1) = A31 - (f1, f1) — As2 - (f2, f1) =0 :>{ A3 = glﬁﬁ

<

adica f3 = v3 — <’U3,f1> . fl _ <U3:f2> . f2-

- (f1.f1) (f2.f2)
In acelasi mod se determina vectorii fi, f2,..., fp—1. Vom gasi ultimul
vector f;, rezolvand sistemul
frL i (fp 1) =0
folfo ) fph) =0

ol ) =0

(p = Apr - fr— oo = App—1 - fp-1, /1) =0
) =M i = At oo f2) =0
'@I.J_/\pl‘fl_---_)‘pp—l‘fp—17fp—1> =0

(Vp, f1) = Ap1 - (1, f1) — - = App—1 - (fp—1. f1) =0

- <Upaf2>_)\pl'<f17f2)_---_)‘pp—1'<fp—1>f2> =0

.<7‘f;>,fp71> — M1 - (1o fp—1) — - = App—t1 - {(fp—1, fp—1) =0
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Deoarece vectorii determinati deja verificd f; L fj, ¢ # j, rezultd ca sistemul
de ecuatii devine

)\ — <Up7f1>
(vpy J1) = M1 - (f1, 1) = o e
(p, fa) = Ap2 - (f2, fo) = N A N )
<'U7f_1> 1 <f 1,f 1> :O _M
b>Jp pp L P )\pp—l B <fp—17fp—1>
i (v, Vp, Up, 1)
Obtinem f, = v, — f’; ﬁ “fi— f;’,}cji fa— % fo-1-

Din constructia vectorilor f;, ¢ = 1,p, urmeaza ca acestia apartin sub-
spatiului liniar generat de sistemul de vectori Sy, adica f; € L[S,]. Prin urmare
avem Szl)/ C L[Sp]. Dar sistemul de vectori SI’J’ este ortogonal gi, astfel, liniar

independent, deci o baza in L[S,], deoarece dim L[S,] = p. Concluzionam
L[S)] = L[Sp]-
In final considerm vectorii w; = |}_| - fi, i = 1, p, unde norma care apare

|
in formule este norma euclidiana pe (V, (,)). Rezulta

1
el = <“’"’w">:\/<|m\ FTEL ) = YA = =T
si
1 A
o) = (g o 50 = T3 T e ) =0 Hd =T i

. 1 daca i=j L
adica (w;, w;) = ;5 = { 0 dack i#j pentru orice i,j = 1, p.
In concluzie sistemul de vectori S;, = {wi,wa,...,wp} este ortonormat si, in
plus, L[S}] = L[S,] = L[Sp], asa cum am vazut mai sus. O

O consecinta imediata a teoremei Gram-Scmidt este urmatorul rezultat.
PrOPOZITIA 5.10. In orice spatiu euclidian exista o bazd ortonormatd.

EXEMPLUL 5.7. Vom studia in cele ce urmeaza un exemplu concret in
care se aplica teorema Gram-Schmidt pentru gasirea unei baze ortonormate
in spatiul euclidian (R3, (,)). Vom vedea ci metoda folosita este chiar cea prin
care se demonstreaza teorema.

S4 se determine o bazd ortonormatd in spatiul euclidian (R3,(,)), unde
(,) este produsul scalar uzual, pornind de la baza B = {v; = (1,2,0),vy =
(0,—1,2),v3 = (1,1,1)}, folosind procedeul de ortonormare Gram-Schmidt.

Mai intai calculam

(v1,v1) =5, (v1,v2) = =2, (v1,v3) =3, (v2,v2) =5, (v2,v3) =1, (v3,v3) =3

$i observam ca nu avem in B nici o pereche de vectori ortogonali.
Din teorema Gram-Schmidt stim c& existd o baza ortogonala B’ = {fi,
fo, f3} In (R3,(,)), ale cérei elemente le ciutim de forma

fi=v1=(1,2,0), fo=wva—Aau-fi, fa=wv3—2A31-f1— A2~ fo,
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unde \;; € R, i € {1,2,3}, j € {1,2}.
Din fo L f; rezulta

(f2, f1) =0 = (v2 — Aot - f1, f1) = (2, f1) — Aar - (f1. f1) =0

(v2, f1) 2
= A9 = = ——,
7 (AR 5
adici fo = vy = o1 fi = (0,-1,2) + 2+ (1,2,0) = (2,-1,2).
In continuare, din { ﬁ i ;; , avem

{ (f3, /1) =0 :>{ (v3 = A31 - f1 — As2- fa, f1) =0
(fs:f2) =0 (v3 —A31 - fi = As2 - fa, f2) =0

N { (v, f1) = Az1 - (f1, f1) — As2 - (f2, f1) =0 N A3l = g;‘l‘ﬁg =3
(v3, f2) — A31 - (f1, f2) — As2- (f2, f2) =0 A3p = <?;:§3> =5

adica

fo = ws— R h - R =011 -3 (1L,2,0)

_u(2 19y (4 _2 1
21 57 57 —\21> 21> 21)°

Acum consideram vectorii w; = H}'H’ i €{1,2,3} si obtinem

‘M

wi=phy = /b )
1 5 2 1
w2 gy f2 = e <5’_5’2> ’
_ 1 _ ./ 4 2 1
ws—w'ﬁ— 21- (ﬁa—ﬁ;—ﬁ)

si astfel baza ortonormata B” = {wy,ws, w3} in spatiul euclidian (R3, (,)).

Py
(S
—~
—_
[\
(==}

EXEMPLUL 5.8. In acest exemplu vom determina, folosind acelasi procedeu
Gram-Schmidt, o baza ortonormata in spatiul euclidian (Ms(R),(,)), unde
produsul scalar considerat este cel uzual, pornind de la baza B = {Aj, Ag,
As, Ay}, unde

1 -1 0 1 0 0 0 0
v=(o o) am(o ) as () (o 7).

Ca si In exemplul precedent, mai intai calculam

(A1, A1) = trace(Al x A1) = 2, (Ay, A3) =trace(AL x A3) = 0
(A1, Ag) = trace(Al x Ay) = —1, (Ay, Ay) =trace(A, x Ay) = 0
(A1, As) = trace(A} x A3) = 0, (As, Ag) =trace(A} x A3) = 2
(A1, Ag) = trace(A] x Ay) = 0, (As, Ay) =trace(A} x 44) = -1
(Ag, Ag) = trace(Al x Ay) = 1, (A4, Ay) =trace(A} x Ay) = 1

si obtinem Ay 1 Az, A1 L Ay, Ay L A3zsi Ay L Ay4. Conform teoremei Gram-
Schmidt exista baza ortogonala B’ = {F, Fy, F3, F4} in M, (R). Putem alege
Iy = Ay si Fs = A3 deoarece A1 L As.
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In continuare ciutim F3 de forma F5 = Ay — A31 - | — A39 - Fy astfel incat

Fy 1 By o
{ Pl Py . Rezulta

(F3,F1) =0 (Ao — g1 - F1 — Ag2- F5, F1) =0
(F3,F) =0 (Ag — g1 - F1 — Ag2- Fo, F5) =0

N { (Ao, F1) — Ag1 - (F1, F1) — 3o - (F, F1) =0
0

adica

01 1 1 -1
FgZAQ—)\31-F1—)\32'F2:<O O>+2'<O 0>:< )

Mai departe, cautam Fy de forma Fy = Ay — Ag1 - F1 — Mo - Fo — My3 - F3

[esX NI
[esX NI

Fi 1 Fy
astfel Incat Fy L F5 . Rezulta
Fy 1L F3
(Fy,F1) =0 (Agy — A1 - Fr — Mo - Fo — \y3 - F3,F1) =0
(Fy,Fo) =0 =< (Ag— A1 -F1 — g - Fo — \y3 - F3,F5) =0
(Fy, F3) =0 (Ag — A1 - Fr — Mao - Fo — \y3 - F3,F3) =0
(Ag, F1) — dan - (F1, Fr) — Ao - (B, Fi) — Aag - (F3, F1) =0
= (A4, Fo) — Mgy - (F1, Fo) — Mg - (Fo, Fo) — Mg - (F3,F2) =0
(Ag, F3) — Aaq - (F1, F3) — Ago - (Fo, F3) — Mgz - (F3, F3) =0
_ (A4, Fr)
)\41 ((1};4*;1’}}:;% - 0
3 P 1
= )\42 - (FgFj} - T 92
WoE

i, prin urmare,

0 0 0 0
Fy = A4—)\41'F1—)\42'F2—/\43'F3=<0 _1>+é‘<_ >

- < 0 0)
= -1 _1 )
2 2

In final obtinem baza ortonormati B’ = {E1, Ey, E3, E4}, unde

E; = 1 -F1:\/§-<1 _1>,E2:1-F2:\/§-<
(31 2 \0 0 1F2]| 2

E L R=2 < > 3 > E L R=2 < o0 >
3= oy 3= Ve y Ly = e g = V2 1 1)
1E5] 0 0 [ —7 T2

unde norma folosita mai sus este norma euclidiana pe Ms(R).
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PROPOZITIA 5.11. Fie B si B' doud baze ortonormate in spatiul euclidian
c

n-dimensional (V,{(,)). Atunci matricea schimbarii de baza B — B’ este o
matrice ortogonald, adicd C* x C = I,,.

DEMONSTRATIE. Fie bazele ortonormate B = {vi,va,...,v,} si B =

A~ . . (v} .o (9] C
{w1,wa,...,w,} n (V,(,)). Matricea schimbarii de baza B — B’ este C' =

(C’L'j)i_j — 17, unde

n

w; = E Cij * €5, Vz:l,n

J=1

Baza B fiind ortonormata obtinem, pentru orice a,b = 1,n,

(wa, wp) = <Z§L1 Caj " €55 D jt Cbk * €k> = D71 2k—1 Caj * Cok (€], €k)

= D j—1 2 k=1Caj * Cok " Ojk = D1 Caj * Cbj»

unde i, j,k € 1,n, sunt simbolii lui Kronecker. Dar gi baza B’ este ortonor-
mata, deci

n
<wa7wb> = E Caj " Cbj = (5ab7 va’?b = 17“7
j=1

ceea ce Inseamna ci matricea C este ortogonala. (]
2.1. Spatiul euclidian raportat la o baza ortonormata. Fie spatiul

euclidian n-dimensional (V,(,)) si baza ortonormata B = {vy,ve,...,v,} in
acest spatiu. Consideram vectorii

n n
r = (xl,xg,...,mn)B:in-vi eVsiy=(y1,y2,---,Yn)B :Zyj-vj eV.
i=1 j=1

Atunci, expresia produsului scalar devine
(v,y) = <Z?:1 Ti iy )51 Yj° ’Uj> =D i1 2je1 Ti Yy i, v5)

= D2 T Y 0 = D T Y

Norma euclidiana este

[zl = v/ (z,z) =

iar distanta corespunzatoare

d(z,y) = |lz —yll =
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In final, unghiul ¢, facut de vectorii x si y, este dat de

(o5 S

o1l ™ (o) - (Y id)

Se observa ci atunci cand raportam un spatiu euclidian la o baza ortonor-
mata expresiile produsului scalar, a normei euclidiene si a distantei au aceeasi
forma cu cele similare obtinute in cazul produsului scalar uzual din R™.

cos p =

3. Subspatii liniare ortogonale ale unui spatiu euclidian

DEFINITIA 5.8. Fie subspatiile liniare V3 cV gi V5 c V' ale unui spatiu eu-
s.s.l.

s.s.l.
clidian (V, (,)). Spunem ca Vj si V5 sunt subspatii ortogonale si scriem V; L V5
daca orice vector din V; este ortogonal pe orice vector din V5.

EXEMPLUL 5.9. Fie baza ortonormata B = {v1,vs,...,v,} intr-un spatiu

euclidian (V,(,)). Consideram subspatiile liniare V; = L[S;|cV si Vo =
s.l

S.8.L.
L[S5] glV, unde S1 = {v1,v2,...,0p} §1 S2 = {vpt1,Vpt2,..., 00} cup < n.
S.8.t.

Consideram vectorii oarecare x € V; si y € V5. Rezulta ca exista scalarii
1,02, ..., 0p, Qptt,...,0n € Rastfel Incat v =y -vi +2-v2+...+0p -1
Sl Y = Qpt1 - Vpt1 + Qpt2 - Upp2 + ... + - Up. Atunci

(x,y)—<iai-vi, i aj-vj>—i i a; - aj - (vi,v5) =0,
i=1

j=p+1 i=1 j=p+1
adica V; si Vs sunt subspatii ortogonale.
DEFINITIA 5.9. Spunem ca un vector v dintr-un spatiu euclidian V este

ortogonal pe un subspatiu liniar Vy c V' daca v este perpendicular pe toti vec-

s.s.l.

torii din Vy. Notam acest fapt prin v L V4.

ProprozITIA 5.12. Doud subspatii liniare V1 i Va ale unui spativ euclidian
(V,(,)) sunt ortogonale daca si numai daca vectoris dintr-o baza din Vi sunt
ortogonali pe vectorii dintr-o baza din V.

DEMONSTRATIE. ”=" Daca subspatiile liniare V] si V5 sunt ortogonale
atunci fiecare vector din Vj este ortogonal pe fiecare vector din V5. Prin
urmare aceasta proprietate o au si vectorii din orice doua baze cate una din
fiecare spatiu.

7<” Fie B = {v1,v2,...,vp} 0 bazd in subspatiul liniar V; si B’ = {w, wa,
..., w,} 0 baza in subspatiul liniar V5 astfel incat v; L w; pentru orice i =1,p
si orice j = 1,7. Consideram vectoriiz = Y7 a;-v; € Visiy =37 yj-w; €
V5. Atunci, avem

p T p r
(,y) = <Z$zvzzy] 'wj> =D > @iy (viwy) =0,
i=1 j=1

i=1 j=1

adica x L y pentru orice z € Vi, y € V3, ceea ce inseamna V; L V. O
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Avem urmatorul rezultat care se demonstreaza prin verificare directa.
PROPOZITIA 5.13. Flie subspatiul liniar Vo c V' al spatiului euclidian (V, (,))
s.s.l.

si notam VG- = {z € V | x L Vo}. Atunci Vi- este un subspatiu liniar
al spatiulur euclidian V', numit complementul ortogonal al lut Vi in V sau
subspatiul lintar normal ol lut Vy in V.

TEOREMA 5.14. Fie VoV un subspativ liniar al spatiului euclidian n-

s.s.l.
dimensional (V, (,)) si fie V5~ subspatiul liniar normal al lui Vy in V. Atunci
dim Vp + dim Vi = dim V = n.

DEMONSTRATIE. Fie B = {v1,v2,...,v,} 0 bazd in spatiul euclidian V'
astfel incat B = {vy,v2,...,vp} este o baza in V. Vom demonstra ca B” =
{Vp41,---,0n} este o bazd in Vg-.

Daca x € V este un vector nenul din subspatiul liniar VOL atunci z L V)
si, cum B este o baza in V, rezulta

T=T1 V1 +...+Tp Vp+Tpr1 - Vpp1+...+ 3y -v, Ly, Vy e,
adica
1 (L Y) .+ xp - (Up, Y) F Tppt - (Upr1, Y) o2 - (U, y) =0, Yy € Vh,
§i, din definitia Iui V5-, avem

Tpr1 - (Upt1,Y) + .o+ 2 - (Up,y) =0, Vy € 1.

Luand pe rand y = v1, y = va2,...,y = v, In relatia de mai sus, rezultd z; =
... =xp = 0. De aici obtinem x = 2,41 -Vp41+...+Tp vy, oricare ar fi vectorul
x € Vg-. Prin urmare sistemul de vectori B” = {v,41,...,v,} este un sistem

de generatori pentru V5= si, cum este si liniar independent, urmeaza ca B” este
o baza in VOL. Astfel dimVoL =n—psi ding—FdimVOL =p+n—p=n. O

In finalul acestui paragraf vom studia o problema cu un pronuntat caracter
geometric: proiectia unui vector pe un subspatiu liniar al unui spatiu euclidian.
Mai Intai vom demonstra urmatoarea propozitie.

ProprozITIA 5.15. Un wvector dintr-un spatiu euclidian este ortogonal pe
un subspatiu liniar al acestui spativ daca st numai daca este ortogonal pe toti
vectorii unet baze din subspatiul liniar.

DEMONSTRATIE. Fie spatiul euclidian (V,(,)), subspatiul sau liniar p-
dimensional Vj si fie baza B = {v1,v2,...,vp}.

”=" Este evident ca un vector y L Vp, fiind ortogonal pe orice vector din
Vo va fi ortogonal si pe vectorii din baza B.

7«<” Consideram vectorul y € V astfel incat y L v;, pentru orice v; € B.
Presupunand ca in baza B un vector oarecare x € V| se scrie x = x1 - v1 + X2 -
vy + ...+ Ty - vp, obtinem

(y,) = (y,x1-vi+x2-v2+...4+xp Vp)

= X1 <y,v1)+x2- <y71}2>+"'+$p' <y7vp>
= 0.
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Astfel, rezulta ca y este ortogonal pe orice vector z € Vj si, prin urmare, y
este ortogonal pe subspatiul Vj. O

DEFINITIA 5.10. Fie subspatiul liniar V4 al spatiului euclidian (V, (,)) si
vectorul y € V astfel incat y ¢ Vj. Atunci vectorul yy € Vj cu propritatea ca
Yy — yo este ortogonal pe Vj se numeste proiectia ortogonala a vectorului y pe
subspatiul liniar Vj.

PrROPOZITIA 5.16. Proiectia ortogonala a unui vector dintr-un spatiu eu-
clidian pe un subspatiu liniar care nu contine vectorul considerat exista si este
unica.

DEMONSTRATIE. Consideram spatiul euclidian (V,(,)), subspatiul liniar
VW cV si baza B = {v1,v2,...,vp} In Vy. Deasemeni consideram vectorul

s.s.l.
y € V astfel incat y ¢ V4.
Acum, cdutam vectorul yo € Vo cu y —yo L V. Asa cum am vazut
anterior, va fi suficient ca y — yo L v;, ¢ = 1, p. Deoarece yy € Vy urmeaza ca
vectorul yo se scrie

Yo=yo v +Y5 vt ... +Yh v

in baza B. Avem sistemul de ecuatii

<y - ?/077)1> =0 </U177)1> : y(% +...+ <Up)vl> : yg = <y7/U1>
<y - 3/077)2> =0 </U17/U2> . yé +...+ <Up,U2> : yg = <y7/02>
=
(Y — yo,vp) =0 (v1,vp) - yé + .t (vp, vp) 'yg = (Y, vp)
Matricea sistemului are determinantul
(vi,v1)  (v2,v1) ... (vp,v1)
(vi,v2) (va,v2) ... (vp,v1)
p - . . . )
(v, vp)  (va,vp) oo (Up,Up)

care este determinantul Gram al bazei B si, In consecinta G), # 0. Astfel,

sistemul de mai sus este un sistem de tip Cramer, adicd exista si este unica o

solutie a sa ale carei componente sunt coordonatele vectorului yg in baza B.
Mai mult, dacd B este o baza ortonormata, atunci rezultda imediat yé =

(y,vﬁ, i = ma adica Yo = Zf:l(yv Ui> Vg (]
PROPOZITIA 5.17. Fie spatiul euclidian (V,(,)) si fied : V. xV — R,
d(z,y) = ||lx — y||, metrica provenita din norma euclidiana pe V. Atunci

protectia ortogonald yo a unui vector y € V pe un subspatiu liniar VocV
s.s.l.

realizeaza minimul distanter de la y la orice vector x € Vy, adica
ly —yoll < lly —zll, V€W,

cu egalitate doar pentru x = 1yq .
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DEMONSTRATIE. Daca avem vectorul x € Vy atunci gi simetricul lui in
raport cu adunarea este continut in acelasi subspatiu, adica —z € V. Vectorul
1o fiind proiectia ortogonala a lui y pe subspatiul Vg rezulta ca y—yg L yo—=x
Atunci, din teorema lui Pitagora, obtinem

ly — 2l = [ly — o + vo — z[I* = lly — woll* + llyo — z|?
de unde rezulta ||y — z||? > ||y — vol|? cu egalitate doar in cazul = = yo. O

EXEMPLUL 5.10. Sa se determine proiectia ortogonald a vectorului y =
(1,—1,2) € R? pe subspatiul Vy generat de vectorii v; = (1,0,1), vy =
(2,-1,1).

Se verifica ugor ca sistemul de vectori B = {v1,v2} este liniar independent
si, prin urmare, o baza in subspatiul liniar ;.

In continuare verificim y ¢ Vo. Presupunem ca y € Vp. Rezulta ca exista
a1, a9 € R astfel Incat y = ay - vy + ag - va. In acest caz a1, (g verifica sistemul
de ecuatii

a1 + 2-a9 = 1
—Q = —1
a1 + g = 2

Se arata ugor ca rangul matricei sistemului este 2 iar cel al matricei extinse
este 3. Prin urmare sistemul este incompatibil si astfel y ¢ V.
Cautdm yo = yg - v1 + y3 - v2 € Vp astfel incat y — yo L Vo. Rezultd

{y_yOJ—vl :>{ (y —yo,v1) =0

Y —1yo L vo (y —yo,v2) =0
N yd(v,vr) A+ yd (v, v) = (v,p)
Yo - (v, v2) + yg- (v2,m2) = (v, v9)
2:yp + 3-yp = 3
:{3wé+ 6.y = 5

<’U17 Ul) <112, 111
<’U27 Ul) <112, 112

Determinantul matricei sistemului este G = ‘
3 # 0. Astfel sistemul este de tip Cramer si are solutia unica yj = 1,43

ol

— _ (5 1 4
In sfarsit, yo = v1 + 3 - v2 = (5’ -3 §)'

EXEMPLUL 5.11. In spatiul euclidian (R3,(,)) consideram subspatiile lini-
are
Vi = {2z = (w1, 22,23) | 1 = 23,22 = 0}

X X X
= =t | 222 2 2

Vom determina subspatiul liniar V3 c R3, ortogonal pe V; si pe Vs, astfel

s.s.l.
incat ViUV UV =R3si V;NV; =0,4,j=1,3.
Avem V) = {z = (o,,0,a) |a € R} si Vo ={z = (5,38, —0) | B € R} sunt
subspatii de dimensiune 1 in R? (sunt drepte in spatiul euclidian geometric).
O baza in V; este By = {v; = (1,0,1)}, iar in V5 este By = {va = (1,3, —1)}.
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Cautam vectorii y = (x1, x2,x3) € R astfel incat
yLo (y,v1) =0
y Lo (y,v2) =0
Obtinem cu usurinta y = (—=3-7,2-7,3-7), cu v € R. Rezulta

%:{y:(_37727737)‘76]1%}?%}&37

iar o baza in acest subspatiu liniar este Bz = {vs = (—3,2,3)} (subspatiul
liniar V3 este tot o dreapta, perpendiculara pe Vj si pe V3).

Am obtinut in plus si faptul ca B = {v1, va, v3} este un sistem de vectori liniar
independent si, astfel, o baz# in spatiul euclidian (R3,(,)) ceea ce inseamna
cAVIUWLUV=R3&iViNnV;=0,4,j=1,3.

4. Aplicatii liniare pe spatii euclidiene

In aceastd sectiune vom vedea ce proprietati suplimentare fata de cele deja
cunoscute pot avea aplicatiile liniare atunci cand domeniul gi codomeniul lor
sunt spatii euclidiene.

Vom folosi spatiile euclidiene (V,(,)) si (W,(,)), cu dimV = n < oo si
dimW = m < oco. Evident cele doua produse scalare folosite sunt diferite,
dar, pentru simplificarea scrierii, le vom nota la fel, indiferent de spatiul pe
care sunt definite.

DEFINITIA 5.11. O aplicatie liniara f : V' — W intre doua spatii euclidiene
se numeste ortogonala daca

(f(@), f(y)) = (z,y), Ya,yeV.

PropozITIA 5.18. O aplicatie liniara f : V. — W intre doud spatii eucli-
diene este ortogonala daca $i numai daca

[f @) = [lzll, Ve eV,

unde normele folosite sunt normele euclidiene pe spatiile V' si respectiv W.

DEMONSTRATIE. ”=" Daca aplicatia liniara este ortogonala atunci

£ @)l = V{f (@), f(2)) = V(z,x) = |||
pentru orice vector x € V.
”<" Fie aplicatia liniara f : V' — W pentru care || f(z)| = ||z|| pentru
orice vector x € V. Atunci, pentru doi vectori oarecare z,y € V, avem

[+l =llz+yll = (flz+y), f(x+y) =(z+y,z+y),

adica
(f(@), f(x)) +2-(f(x), f(y)) + {f(w), f(w)) = (z,2) + 2 (2, 9) + (y,9)

= 1 F@I7+2- (@), F@) + 1F W17 = ll2]* +2- (2, y) + vl
de unde

(f(@), f(y)) = (z,9).

Astfel f este o aplicatie liniar& ortogonald. O
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Din propozitia anterioara obtinem imediat urmatorul rezultat.

ProPOZITIA 5.19. O aplicatie liniard ortogonald intre doud spatii eucli-
diene pastreaza unghiul a dot vectori.

DEMONSTRATIE. Fie aplicatia liniara ortogonala f : V. — W si vectorii
nenuli z,y € V. Atunci vectorii f(z), f(y) € W sunt nenuli si avem

— (@), fy) (Y -
cos (F@): F6D) = 15 TFwl ~ Tell- ol ~ <=9

O

DEFINITIA 5.12. O aplicatie liniara f : V — W intre doua spatii euclidiene
se numeste izometrie daca pastreaza distanta dintre doi vectori, adica,

dw(f(SU),f(y)):dv(l’,y), x,yEV,

unde dy : V xV - Rgidy : W x W — R sunt doua metrici pe spatiile V' si
respectiv W.

Daca pe cele doua spatii euclidiene consideram metricile provenite din
normele euclidiene obtinem imediat urmatorul rezultat.

PropoOzITIA 5.20. O aplicatie liniard ortogonald este o izometrie.

ProproziTIA 5.21. O aplicatie liniard ortogonala f : V. — W intre doua
spatii euclidiene este injectivd.

DEMONSTRATIE. Daca f(x) = 6y, unde 6y este vectorul nul din spatiul

euclidian W, atunci, din [|f(x)| = ||z||, Vz € V, rezulta || f(z)| = ||z| = 0,
adica x = 0y, unde 0y este vectorul nul din spatiul euclidian V. Am obtinut
Ker f = {0y} si, astfel, f este o aplicatie injectiva. O

PropozITIA 5.22. O aplicatie liniara f :'V — V, cu dimV = n, este
ortogonald daca si numai daca matricea sa intr-o baza ortonormatd este orto-
gonald.

DEMONSTRATIE. Fie B = {vy,v2,...,v,} 0 baza ortonormata in spatiul
euclidian V' si fie A = (ai;); ; = 17 € Mn(R) matricea aplicatiei liniare f in
aceasta baza.

"=" Daca f este o aplicatie liniara ortogonala atunci (f(v;), f(v;)) =
(vi,vj), 1,5 = 1,n, ceea ce implicd faptul cd B’ = {f(v1), f(v2),..., f(vp)
este o baza ortonormata in V. Pentru orice i, j = 1,n avem

oij = (f(i), f(vy)) = O p—y @i * Vi 2o1=g Gij - V1)
= ZZ:l Z?:l ki - aj - (Vk, V1)

. n
- Zk:l Ak - Ay,

adica A este o matrice ortogonala.

—
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7 <" Presupunem c& matricea A a aplicatiei liniare f este o matrice orto-
gonald. In continuare avem f(v;) = > p_j aki - Uk, Vi = 1,n. Rezultad

S F@) = (Thorani v Siyay v )
= ZZ:1 Z?:l ki - Al - (vk, vp)
= D he1 Dy Gkt QL Ok = D g g Dy Ak - Gk

= 0y = (vi,v§)

pentru orice i, 7 = 1,n. Acum fie vectorii oarecare x = x1 - vy + 22 -vo + ...+
Tp-vp €EVsiy=yr-vi+ys-vo+...+Yn vy € V. Avem

(F@) fw) = (F(Sawo) f (S v))
= > 2?11 zi -y (f (i), f(v5))
= i 2y ®a Yilvi v = (00 @ vi, D05 Vst V)

= (z,9),
adica aplicatia liniara f este ortogonala. ([

EXEMPLUL 5.12. Se verificd usor ca aplicatia liniara f : R? — R3 definita
prin
2 2 1 2 1 2 1 2 2

f(z) = (§-:cl—l—g-xg—§-$3,§-w1—§'$2+§'$3,—§'$1+§'x2+§'$3)-

unde = = (z1, T2, x3), iar produsul scalar considerat in R? este cel uzual, este

ortogonala. Matricea acestei aplicatii este A = . Se arata

(I KRN
oI L0 D
oI NILO| N0 | =

gicd A x At = I3, adica, A € GO(3,R).
O alta clasa importanta de aplicatii liniare definite pe spatii euclidiene o

reprezinta clasa aplicatiilor liniare autoadjuncte.

DEFINITIA 5.13. O aplicatie liniara f : V' — V, unde (V (,)) este un spatiu
euclidian finit dimensional, se numeste autoadjuncta daca

(f(x),y) = (z, f(y)), Vx,yeV.

PropoOzITIA 5.23. O aplicatie liniara f : V — V este autoadjunctd daca
st numat dacd matricea sa intr-o baza ortonormata este simetricd.

DEMONSTRATIE. Fie B = {v1,vs,...,v,} 0 baza ortonormata in spatiul
euclidian n-dimensional (V,(,)) si fie vectorii z = (z1,22,...,2,)8 € V si
Yy = (ylayQa""yn)B S V.
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7=" Daca f:V — V este o aplicatie liniara autoadjuncta atunci

<f<x>,y>:<x,f<y>><:><ixz-- f(wi) Zyy o) = <sz %Zw (v)):

adica,
n n
(5.1) Zin‘yj . z‘ Zzwz Yj - Uzv (UJ)>
i=1 j=1 i=1 j=1
Daca matricea lui f este A = (a;;); ;= 77 € Mn(R), atunci
n
flor) = ag-v, Vk=Tn,
=1
si
Z arg Uly Uj Z agg - 513 = Gy,
=1

(vi, E aij - (v, vp) § ayj - ;1 = agj,
=1

pentru orice i,j € 1, n.
Inlocuind in (5.1), obtinem
n n n n
Zzajz"mz"yj = Zzaij'wi'yj-
i=1 j=1 i=1 j=1
Cum aceasta relatie este adevarata pentru orice doi vectori x,y € V urmeaza
i a;; = aj; oricare ar fi 4,5 = 1, n. In concluzie matricea A a aplicatiei liniare
autoadjuncte f este simetrica.
7<«" Fie aplicatia liniara f : V' — V a carei matrice A = (a;); j 15 €
M, (R) este simetrica. Atunci, la fel ca mai sus, avem

Fa)y) = (S wi f0), v v5)
= > Z?g zi - yj - (f(vi), v5)
= D121 Qi Tt Yj

si

(@ f(y) = <2?:1xi-vi,z;;1yj-f<vj>>
= Y1 2wy (i f(vg)
= D1 D1 g i Y = Doy Dj— it Tt Y
= (f(@).y),

pentru orice vectori x,y € V, adica f este o aplicatie liniara autoadjuncta. [
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PROPOZITIA 5.24. Fie A1 si Ao doud valori proprii distincte ale unui opera-
tor liniar autoadjunct f : V. — V definit pe un spatiu euclidian n-dimensional.
Atunci orice vector propriu corespunzdtor valorii proprii A\ este ortogonal pe
orice vector propriu corespunzator lui As.

DEMONSTRATIE. Fie vectorii proprii ai operatorului liniar f astfel incat
f(v1) = A1 -v1 st f(v2) = A9 - ve. Deoarece f este autoadjunct avem

(f(v1),v2) = (v1, f(v2)) = (A1 - v1,02) = (v1, A2 - v2),
adica,
A1 - (v1,v2) = A2 - (v1,v2)
de unde, deoarece A\ # Ag, rezulta (vi,ve) = 0, ceea ce inseamna ca vy §i vo
sunt ortogonali. O

Tinand cont de faptul ca valorile proprii ale unei matrici simetrice sunt
toate de multiplicitate egala cu 1 si de propozitia precedenta obtinem ultimul
rezultat al acestui paragraf.

PrROPOZITIA 5.25. In orice spatiu euclidian exista o baza ortonormata for-
matd din vectori proprii ai unui operator liniar autoadjunct definit pe acest
spatiu.

EXEMPLUL 5.13. Aplicatia liniard f : R® — R3, unde pe spatiul liniar R?
consideram produsul scalar uzual, definitd prin

flx)=(x14+2 2o+ 23,221 +2 29+ 3,21 + T2), V& = (21,22, 73) cR?

este autoadjunctd, deoarece matricea sa A = este, evident, si-

— N
N DN
O ==

metrica.
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proiectia ortogonala, 98

rangul
unei aplicatii liniare, 40
unei functionale patratice, 72
unei matrici, 6

scalar, 22
sistem
de generatori, 28
de vectori liniar dependent, 26
de vectori liniar independent, 27
compatibil, 12
de ecuatii liniare, 11
de tip Cramer, 12
fundamental de solutii, 16
incompatibil, 12
spatiu
bidual al unui spatiu liniar, 65
dual al unui spatiu liniar, 65
euclidian, 85
liniar (vectorial), 21
liniar complex, 22
liniar real, 22
liniar normat, 87
metric, 88
spectrul unui operator liniar, 53
subspatiu
liniar, 24
liniar normal, 97
propriu al unui operator liniar, 53
invariant, 54

transformari elementare, 6
transpusa unei matrici, 7

urma unei matrici, 5

valoare proprie, 53
vector, 22
propriu, 53
vectori
coliniari, 53



(1]

Bibliografie

M. Anastasiei si M. Cragméreanu. Lectii de geometrie (Curbe si suprafete). Editura
TehnoPress. lasgi, 2005.

A. Carausu. Vector algebra, analytic and differential geometry. Editura PIM. Iasi, 2003.
V. Cruceanu. Elemente de algebra liniara si geometrie. Editura Didactica si Pedagogica.
Bucuresti, 1973.

M. Do Carmo. Differential Geometry of Curves and Surfaces. Pretince Hall. 1976.

A. Gray. Modern Differential Geometry of Curves and Surfaces with Mathematica. CRC
Press. Boca Raton, Florida, 1999.

R. Miron. Geometrie analitica. Editura Didactica si Pedagogica. Bucuresti, 1976.

S. Montiel si A. Ros. Curves and Surfaces. American Mathematical Society. Real Socie-
dad Matematica Espanola. Graduate Studies in Mathematics. Volume 69. Providence,
Rhode Island, 2005.

V. Murgescu. Curs de analiza matematica st matematici speciale. Volumul 2. Rotaprint
I.P. lagi. Tagi, 1980.

V. Murgescu. Algebrd liniard si geometrie analitica. Partea 1. Rotaprint I.P. lagi. Iasi,
1980.

A. Neagu. Geometrie. Rotaprint Universitatea Tehnica ” Gh. Asachi” din Iagi. Tasi, 1996.
C. Nitescu. Algebre lineaire. Geometry Balkan Press. Bucuresti, 2000.

C. Oniciuc. Lectit de geometria diferentiald a curbelor si suprafetelor(versiune electro-
nicd). www.math.uaic.ro/ oniciucc/dfcsl.pdf

V. Oproiu. Geometrie diferentiala. Editura Universitatii ” AL.L. Cuza” lasi. lasi, 2002.
N. Papaghiuc si C. Calin. Algebra liniarda si geometrie. Editura Performantica. Iasi,
2003.

D. Papuc. Geometrie diferentiald. Editura Didactica si Pedagogica. Bucuresti, 1982.

A L. Pletea, A. Corduneanu si M. Lupan. Lectii de algebra liniard. Editura Politehnium.
Tasi, 2005.

1. Pop si Gh. Neagu. Algebra liniara si geometrie analitica in plan si in spatiu. Editura
Plumb. Bacau, 1996.

C. Popovici. Algebra liniara, geometrie analitica si diferentiala. Utilizare MATLAB.
Editura Politehnium. Iagi, 2008.

A. Precupanu. Bazele analizei matematice. Editura Canova. lasi, 1995.

G. Teodoru. Algebra liniard si geometrie analiticd. Partea a II-a. Rotaprint I.P. Iagi.
Tasi, 1980.

G. Teodoru si D. Fetcu. Algebra liniara, geometrie analitica si diferentiala. Culegere de
probleme. Rotaprint Universitatea Tehnica ” Gh. Asachi” Iagi. Iagi, 2004.

C. Udrigte. Algebra liniara. Geometrie analitica. Geometry Balkan Press. Bucuresti,
1996.

107



