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CAPITOLUL 1

SPATIUL LINIAR AL VECTORILOR LIBERI

In acest capitol vom vedea cum multe notiuni si rezultate geometrice pot fi
reformulate si studiate in cadrul si cu metodele specifice algebrei liniare. Vom
face astfel trecerea de la capitolele dedicate algebrei liniare la cele rezervate
geometriei analitice.

De acum inainte vom nota cu E? spatiul fizic al geometriei elementare si
cu A, B, etc., punctele din acest spatiu.

1. Segmente orientate. Vectori liberi

DEFINITIA 1.1. O pereche ordonat de puncte (4, B) € E? x E? se numeste
segment orientat §i se noteaza xﬁ Punctul A se numeste originea segmen-

tului orientat, iar punctul B varful sau. Segmentul AA se numeste segmentul
orientat nul.

OBSERVATIA 1.1. Un segment AB poate avea doua sensuri diferite, de_l>a

A spre B si respectiv de la B spre A. Notam acest lucru prin E = —BA.
Vectorul nul are sensul nedeterminat.

DEFINITIA 1.2. Directia unui segment orientat 1@ este directia dreptei
sale suport, iar lungimea sa este distanta dintre punctele A si B si se noteaza

cu [|AB]|.

OBSERVATIA 1.2. Segmentul orientat nul are directia nedeterminata si
lungime egala cu 0.

DEFINITIA 1.3. Spunem ca doua segmente orientate 1@ si C"ﬁ au acelagi
sens daca au aceeasi directie si punctele B si D se gasesc de aceeasi parte a
dreptei (AC).

DEFINITIA 1.4. Doua segmente orientate se numesc echipolente daca au
aceeasi directie, acelagi sens si aceeasi lungime. Faptul ca doua segmente
orientate AB si C'D sunt echipolente se noteaza AB ~ CD.

ProroziTiA 1.1. Relatia de echipolenia a segmentelor orientate este o
relatie de echivalenta.

DEMONSTRATIE. Vom demonstra ca relatia de echipolenta are proprie-
tatile care definesc o relatie de echivalenta, adica este reflexiva, simetrica si
tranzitiva.

Reflexivitatea. Este clar ca orice segment orientat este echipolent cu el insusi,
ceea ce Inseamna ca relatia de echipolenta este reflexiva.
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6 SPATIUL LINIAR AL VECTORILOR LIBERI

Simetria. Daca avem E ~ @ atunci, evident, avem gi @ ~ ﬁ, adica
relatia de echipolenta este simetrica.

Tranzitivitatea. Fie segmentele orientate 1@, C"ﬁ si ETT) astfel incat E ~ C"ﬁ
si @ ~ FF. Atunci cei trei vectori au aceeasi directie, acelasi sens gi aceeasi
lungime. Prin urmare E ~ ﬁ si relatia de echipolenta este tranzitiva. [

DEFINITIA 1.5. Clasa de echivalenta a unui segment orientat in raport cu
relatia de echipolenta se numeste vector liber. Multimea tuturor vectorilor
liberi se noteaza V3.

OBSERVATIA 1.3. Vectorii liberi vor fi notati a, b, etc. Astfel pentru un
segment orientat nenul E avem

a=C3 = {CD | CD ~ AB}.

Clasa de echivalenta a segmentului orientat nul se numeste vectorul nul si se
noteaza

0=Cry={BB|BeE.

OBSERVATIA 1.4. Deoarece un vector liber este o clasa de echivalenta el
poate fi reprezentat (inclusiv grafic) prin orice segment orientat din aceasta
clasa de echivalenta.

DEFINITIA 1.6. Prin directia, sensul si lungimea unui vector liber v inte-
legem directia, sensul si respectiv lungimea comune tuturor segmentelor orien-
tate care 1i apatin lui .

OBSERVATIA 1.5. Lungimea unui vector liber a se noteaza ||al|. Lungimea
vectorului nul 0 este ||0]| = 0.

DEFINITIA 1.7. Doi vectori liberi sunt egali daca au aceeasi directie, sens
si lungime.

PROPOZITIA 1.2. Dacd v este un vector liber nenul si A € E3 un punct oa-
recare atunci existd si este unic punctul B € E? astfel incdt segmentul orientat
AB sa aparting lui ©. Spunem ca vectorul liber © se aplicd in punctul A.

DEMONSTRATIE. Consideram o dreapta (d) care este paralela cu directia
vectorului liber v si astfel incat A € (d). Pe dreapta (d) alegem punctul B
astfel incat segmentul /@ sa aiba acelasi sens si aceeasi lungime cu v. Este
evident, din aceste conditii, ca punctul B exista si este unic. O

DEFINITIA 1.8. Doi vectori liberi se numesc coliniari dacid au aceeasi
directie. In caz contrar se numesc necoliniari. Trei vectori liberi se numesc
coplanari daca directiile lor sunt paralele cu un acelasi plan. In caz contrar se
numesc necoplanari.

OBSERVATIA 1.6. Faptul ca doi vectori liberi a si b sunt coliniari se noteaz
a|| b.



SPATIUL LINIAR AL VECTORILOR LIBERI 7

DEFINITIA 1.9. (Regula paralelogramului de adunare a doi vectori liberi)

Consideram vectorii liberi necoliniari @, b € V3 cu reprezentantii E si res-
pectiv ﬁ, §i construim paralelogramul ABC'D. Atunci suma celor doi vectori
liberi, notata a-+b, este vectorul liber al carui reprezentat este segmentul orien-
tat AC. Daca @ si b sunt doi vectori liberi coliniari cu reprezentantii AB si
BC(C' atunci suma lor este vectorul liber al carui reprezentant este segmentul
orientat z@ .

D C
_—/
_ - — /’ /
b// a+ / // A B I
/ // b — -
L . a b
A p B

Este evident ca regula anterioara este echivalenta cu urmatoarea.

DEFINITIA 1.10. (Regula triunghiului de adunare a doi vectori liberi)

Considerim vectorii liberi @, b € V3, cu reprezentantii E i respectiv B? .
Atunci suma celor doi vectori liberi este vectorul liber al carui reprezentat este

segmentul orientat ﬁ .

- e
atrb_— 7
=
/ b/
P
A - B

OBSERVATIA 1.7. Din cele doud reguli de adunare echivalente rezulta ca
dacd vectorii liberi @ si b sunt coliniari atunci, daca au acelagi sens avem
la+ bl = ||a|| + ||b]], iar daca au sensuri opuse avem ||a + b|| = |||a|| — ||b]||-

DEFINITIA 1.11. (Inmultirea unui vector liber cu un scalar)
Fie vectorul liber v si scalarul real o € R. Definim vectorul liber w = « - v
astfel:
e directia lui w este aceeasi cu directia lui ¥ dacd o # 0 si ¥ # 0, si
nedeterminata dacd o = 0 sau v = 0;
e sensul lui w este acelasi cu sensul lui ¥ dacd o > 0 si ¥ # 0, opus
sensului lui ¥ dacd o < 0 si ¥ # 0 si nedeterminat dacd o = 0 sau
v = (_);
e [ungimea lui w este ||w|| = |- 0] = | - ||7]]-
Folosind una din cele doua reguli de adunare a vectorilor liberi si definitia
inmultirii unui vector liber cu un scalar obtinem imediat urmatorul rezultat,
a carui demonstratie o lasam cititorului.
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TEOREMA 1.3. (V3 +,.) este un spatiu liniar real, numit spatiul liniar
al vectorilor liberi.

Pentru a determina dimensiunea acestui spatiu liniar vom demonstra mai
intai urmatoarea teorema.

TEOREMA 1.4. In spatiul liniar al vectorilor liberi avem:

(1) Doi vectori liberi sunt coliniari daca $i numai daca sunt liniar depen-
denti.

(2) Trei vectori liberi sunt coplanari daca si numai daca sunt liniar de-
pendenti.

(3) Patru vectori liberi sunt liniar depedenti.

DEMONSTRATIE. (1) =" Fie vectorii liberi coliniari @ si . Daca unul
din cei doi vectori este vectorul nul atunci concluzia este evidenta, aga ca vom
presupune ca ambii vectori sunt nenuli. Consideram « € R astfel

QI S

\

| ‘|, dacd @ si b au sensuri opuse

Este clar ca vectorii liberi @ si o - b au aceeasi directie, acelasi sens si aceeasi
lungime, adica sunt egali. De aici rezulti, @ + (—a) - b = 0, adica vectorii a si
b sunt liniar dependenti.

”«” Fie vectorii liberi liniar dependenti @ si b. Daca unul dintre ei este
vectorul nul atunci este clar ca vectorii sunt coliniari. Presupunem ca ambii
vectori sunt nenuli. Atunci, rezultd ca exista scalarii reali nenuli « si 5 astfel
incat a-a+ B-b=0, adicd a = —g -b. Prin urmare vectorii liberi @ si b sunt
coliniari.

(2) =" Fie vectorii liberi coplanari @, b si &. Dac# unul din ei este vectorul
nul atunci cei trei vectori vor fi, evident, liniar dependenti. Presupunem ca
toti vectorii liberi considerati sunt nenuli. Aplicam vectorii In acelagi punct
A€ E3gi avem a = xﬁ, b= ﬁ sic= ﬁ Urmeaza ca punctele A, B, C
si D sunt coplanare. Consideram segmentele orientate AP coliniar cu AB si
1@ coliniar cu z@ astfel Incat fﬁ’ + z@ = ﬁ

{ M, daca @ si b au acelasi sens
o=

=

A p B

Deoarece segmentele orientate /ﬁ) si xﬁ sunt coliniare si diferite de seg-

mentul orientat nul rezulta ca exista scalarul real nenul « astfel incat AP =
a - AB. Analog rezultda AQ = - AC, cu f € R*. Am obtinut

a-/ﬁ+ﬁ-ﬁ:m,
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adica,
a-a+pB-b+(-1)-¢=0.
Prin urmare, vectorii liberi @, b si & sunt liniar dependenti.
7« Fie vectorii liberi @, b si ¢ liniar dependenti. Daca unul dintre ei
este vectorul nul atunci rezulta ca vectorii sunt coplanari. Consideram ca toti
vectorii sunt nenuli. Avem

a-a+pB-b+vy-c=0,

unde «, 8 si 7y sunt scalari reali nu toti nuli. S& presupunem ca vy # 0. Atunci

c= —% -a+(— g) -b si, conform regulii paralelogramului de adunare a vectorilor

liberi, rezulti ci a, b si ¢ sunt coplanari.

(3) Fie vectorii liberi @, b, ¢ si d. Daca unul din acessti vectori este vectorul
nul atunci ei sunt liniar dependenti deci, in continuare presupunem ca toti sunt
nenuli. Daca trei dintre vectori sunt coplanari atunci, aga cum am vazut la
(2), vectorii sunt liniar dependenti. Vom presupune ca nu avem trei vectori

coplanari. Aplicim vectorii in acelasi punct A € E? si vom avea a = E,
b=AC, ¢ = E sid= E . Consideram vectorul liber zﬁ , coplanar cu A
si AC , astfel incat EF I AD si vectorul liber AP coliniar cu AD astfel incét

ﬁ” AF. Rezultézﬁ+zﬁzﬁ.

Avem, conform (2), ﬁ = - A.B) + 4 1@, a,B € R i, conform (1),
ﬁ = E, ~v € R. Obtinem

o AL+ - AC +~-AD = AP.
Prin urmare cei patru vectori sunt liniar dependent;i. ([
Din propozitia anterioara obtinem imediat urmatorul rezultat.

TEOREMA 1.5. Orice trei vectori liberi necoplanari formeaza o bazda in
spatiul liniar al vectorilor liberi.

COROLARUL 1.6. Dimensiunea spatiului liniar V3 al vectorilor liberi este
egald cu 3.
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Incheiem aceasti sectiune aratand cum se efectueaza cele doua operatii
definite pana acum in V3 daci vectorii liberi sunt exprimati intr-o baza din
V3.

_ Fie B = {91, 02,73} 0 bazd in V3 si vectorii @ = ay - 01 +ay Vo2 +a, U3 € V3
$ib="0y U1 +by-V2+0b,-703€ V3, unde Az, Qy, Gz, by, by, b, € R Atunci avem
C_L+l_): (CLI—Fbx)"l_}l“—(ay“‘by)'/l_}Z“‘(az‘{’bz)'1_}3

si
a-a=(a-az) U1+ (a-ay) v+ (a-a;)- s,

pentru orice o € R.

EXEMPLUL 1.1. Fie punctele distincte A si B in spatiul fizic geometric E?

si fie O un punct in spatiu, pe care il vom numi pol de pozitie. Notam O—z>4 =7
si OB = 5. Consideram punctul oarecare M din spatiu.
Atunci punctele A, B si M sunt coliniare daca si numai %ﬁ exista numerele
reale a gi 3, astfel incat a+p = 1si 7 = a-r1+ 572, unde OM = 7. Segmentele
orientate OA, OB si OM se numesc vectorii de pozitie ai punctelor A, B si
respectiv M.

Presupunem ca M € (AB). Rezulta ca AM, AB sunt liniar dependent,
adica existd A1, A € R cu A2 + A3 > 0, astfel incat

Alm—l—)\zz@:ﬁ

Deoarece
si

urmeaza ca
)\1-(77—771)4—)\2-(?2—771)=6<:>)\1'77=()\14-)\2)-771—)\2-772.

Presupunem prin reducere la absurd ca A; = 0. Rezulta Ao - B = 0, deci
A = B, ceea ce contrazice ipoteza. Astfel A\ # 0 7 = % S — ﬁ—f - To.
Consideréumoz:)‘1)\L1)‘2 §iﬁ:—§—f. Avem F=a-m +f-Tesia+ =1

Reciproc, presupunem ca exista «, 8 € R astfel incat a + 5 =1 7 =
a-T1+ B 7. Rezulta caa=1— [ i

r=1-8)-m+p 7,
— - 10} < AB
adica AM — - AB = 0. Rezultd ca segmentele orientate AM si AB sunt
liniar dependente. Astfel punctele A, B si M sunt coliniare.

ExXEMPLUL 1.2. La fel ca in exemplul precedent obtinem urmatorul re-
zultat. Fie punctele necoliniare A, B si C' in spatiu si consideram polul de
pozitie O. Notam OA =71, OB = 79 si OC = 3. Fie M un punct oarecare
din spatiu.

Atunci punctul M apartine planului determinat de punctele A, B si C' daca
$i numai dacé existd numerele rggl_? «, (B si vy, astfel incat a+ 8 +~v =14l

Fr=a-T1+ 08 -To+-73, unde OM =T.
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2. Produse de vectori in spatiul liniar al vectorilor liberi
2.1. Produsul scalar.

DEFINITIA 1.12. Fie vectorii liberi @ si b cu reprezentan‘gu zﬁ si respectlv

AC. Atunci unghiul dintre cei doi vectori, notat (a b), este unghiul BAC €
[0, 7].

PROPOZITIA 1.7. Aplicatia - : V3 x V3 = R definitd prin
a-b=lal - bl - cos(@,b), abeV,
este un produs scalar in spatiul liniar al vectorilor liberi, care astfel, impreund

cu acest produs, este un spatiu euclidian.

DEMONSTRATIE. Vom verifica cele patru proprietati ale produsului scalar.
Fie vectorii liberi a, b si ¢ si scalarul A € R.
(PS1) Evident a - a = ||a||* > 0 cu egalitate doar dac# ||al|? = 0 adicd @ = 0.
(PS2) Este clar caa-b=b-

—

(PS3) Avem (A-a@)-b=|X- dH_- [b]] - cos((A - @), b). Dacé A =0 sau a = 0 sau
b = 0 este evident ca (A-a)-b = X-(a-b) = 0. Presupunem A # 0, a # 0,
b # 0, si, deoarece \ - a si @ sunt coliniari rezulta imediat
(h-a)py =4 (@b dacd A0y (Xa)B) = A- cos(@. ).
—(a,b) daca A <0
Atunci
(A-a)-b = [[A-all - [[bl| - cos((A-a),b) = [A| - [[al| - [b]] - cos((A - @), D)
= X-(a-b).
(PS4) Avem (@ +b)-¢ = |la+b| - || - COS(C_L/—i-l_)\E) Dacd ¢ = 0 atunci

(@+ée)-0=a-0+b-0=0. In continuare presupunem ¢ # 0. Consideriim

reprezentantii 1@ al lui a si B? al lui b, aplicim vectorul liber ¢ si construim
triunghiurile dreptunghice AABD gi AACE astfel incat D, E € (d), unde (d)

este dreapta suport a lui ¢, gi ADB=AEC =T

Atunci avem

|AD| = @] - cos(@2), |IDE| = [B]| - cos(b,c), AE = |[a~+b|| - cos(a+ b, )



12 SPATIUL LINIAR AL VECTORILOR LIBERI

i 15 1B+ 52,

adica . ~
a4+ ] - cos(a + b.e) = [al] - cos(@2) + 5] - cos(5. )

de unde rezulta
(@+b)-¢=a-c+b-c
O

OBSERVATIA 1.8. Valoarea normei euclidiene ||-|| : V3 = R, ||z| = vZ - ,
pe spatiul euclidian al vectorilor liberi este, pentru fiecare vector liber, chiar
lungimea sa.

OBSERVATIA 1.9. Cain orice spatiu euclidian gi in cazul spatiului vectorilor
liberi doi vectori @ si b sunt ortogonali daca produsul lor scalar este egal cu
0, si notam @ L b. Se observa ci pentru doi vectori nenuli definitia aceasta
a ortogonalitatii coincide cu cea din geometria sintetica conform careia doua
drepte sunt ortogonale (perpendiculare) daca masura unghiului dintre ele este

egala cu 5. In cazul nostru doi vectori nenuli a si b sunt ortogonali daci si

numai daca (a,b) = . Casi in cazul general, avem 0-a = 0, Va € V3.

Deoarece spatiul liniar al vectorilor liberi V3 poate fi gandit ca un spatiu
euclidian atunci in acest spatiu putem considera baza ortonormata B = {i, j,
k}, adicai L j L k Lisi|i = 7] = ||k|]| = 1. De acum inainte vom folosi
aceasta bazd pentru a studia diverse probleme in spatiul V3. Daci efectuam
toate produsele scalare intre vectorii bazei B rezultatele pot fi sintetizate in
urmatorul tabel

De aici se obtine usor urmatoarea propozitie.
PrOPOZITIA 1.8. (Expresia analitica a produsului scalar) B B
Fie vectorii liberi @ = az -i+ay-j+a, -k sib=">0b,-i+b,-j+0b,- k.
Atunci avem
a-?):ax-bx—l—ay-by—kaz-bz.

OBSERVATIA 1.10. Lungimea vectorului liber @ = a; i +ay - j + a. - k este
Jall = Vi = Ja2 + a3 + a2,

iar cosinusul unghiului dintre vectorul @ si vectorul b = b, -7+ by - j + b, - k
este B
- a-b Az - by +ay-by+a,-b,

cos(@,b) = ———— = '
ol T~ a2+ a2+ a2 32 8412
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In continuare consideram vectorul liber nenul @ € V3. Asa cum am vizut
in capitolul dedicat studiului spatiilor euclidiene avem urmatorul rezultat.

PROPOZITIA 1.9. Multimea ut = {v € V3 | v L a} este un subspatiu liniar
al spatiului liniar al vectorilor liberi.

PROPOZITIA 1.10. Orice vector liber © € V3 se poate scrie in mod unic
t=a-u+w, aoack, wea .

DEMONSTRATIE. Deoarece vectorul liber % este nenul atunci exista o baza
ortogonala B = {u,wy,ws} in V3. Evident, vectorii w,ws € u+ formeaza o
bazi, ortogonald in spatiul 4. Considerim vectorul liber oarecare 7 € V? si
avem, din teorema de reprezentare a unui vector intr-o baza,

v=a-u+pf-w+Prrwe=a-u+w, «a,fB,0 R,
unde @ = B - W1 + B2 - W € UT. O

DEFINITIA 1.13. Vectorul liber « - w din propozitia anterioara se numeste
proiectia ortogonald a vectorului v pe vectorul u si se noteaza pry v.

OBSERVATIA 1.11. Din definitia proiectiei ortogonale a vectorului liber
v pe vectorul liber u, rezulta (v — pry;v) L ©, ceea ce Inseamna ca Pry v
este proiectia ortogonald a vectorului v pe subspatiul liniar L[a] al spatiului
euclidian V3, generat de vectorul @ (aceasta proiectie a fost definita in capitolul
Spatii euclidiene).

In continuare avem urmatorul rezultat evident.
PROPOZITIA 1.11. Dacd notam ¢ = (v, 4) € [0,7] atunci Pty ¥ = @ - cos @.

OBSERVATIA 1.12. Produsul scalar a doi vectori liberi @ si v, cu @ diferit
de vectorul nul, se poate scrie

a0 = |- o] - cos(@ ) = 7] - | T .

PROPOZITIA 1.12. Consideram aplicatia pt, : V3 — L[] care asociazd
unui vector liber U proiectia sa ortogonala Pry v pe vectorul liber u. Atunci
aplicatia PT, este o aplicatie liniard, oricare ar fi vectorul liber nenul u € V3.

DEMONSTRATIE. Consideram un vector liber nenul % € V? si vectorii liberi
U1 g1 2. Aga cum am vazut mai sus, acegti vectori se scriu In mod unic

T=a1-u+w, o €R, o €at
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si
Vg =g U+ Wy, ao€R, QDQG’U/L.
Atunci
U1 + 02 = (o1 + ag) - U+ w1 + Wa.
Prin urmare pr; o1 = aq - @, pry U2 = ag - U si pry(v1 + v2) = (a1 + a2) - @,
adica
Pry (01 + U2) = DTy U1 + Py o
Mai departe, fie scalarul 5 € R si vectorul liber . Avem
t=a-u+w, acRoecut
si, astfel,
B-v=(B -a) u+p-w.
In concluzie
pra(B-v) = (B-a)-u=p pryv.
Am aratat ca aplicatia pr; este aditiva si omogena, deci liniara. ([
EXEMPLUL 1.3. Sa se demonstreze identitatea
(@a+b2+@—-0b%*=2a-a+b-b),
unde @ — b = a+ (—1) - b, si sa se gdseasca interpretarea geometrica in pa-

ralelogramul construit pe vectorii a si b.
Avem

(a+b)%+(@—->b%=a-a+2-a-b+b-b+a-a—2-a-b+b-b=2-(a-a+b-b).
Fie ABCD paralelogramul construit pe cei doi vectori cu E =a, E =b.
C D
b/ \\a_b/,,//
//>< atb /
[~
A a B

Din regula paralelogramului de adunare a vectorilor rezulta B =a+b
si BD = b — a. Rezultatul obtinut anterior poate fi formulat astfel: suma
patratelor diagonalelor unui paralelogram este egala cu suma patratelor latu-
rilor sale.

2.2. Produsul vectorial.

DEFINITIA 1.14. Definim produsul vectorial pe spatiul liniar al vectorilor
liberi ca fiind aplicatia x : V% x V3 — V3, care asociaza perechii de vectori
liberi (a, b) vectorul liber a x b obtinut astfel:

e directia sa este perpendiculara pe planul determinat de a si b;

e sensul este dat de "regula burghiului” (sau ”regula mainii stangi”),
adica este sensul de Inaintare al unui burghiu rasucit in aceeasi directie
ca si vectorul @ spre vectorul b pe drumul cel mai scurt;
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e lungimea sa este

lla > b]| = [lall - [[b]| - sin(a, b).

ProrozITIA 1.13. (Proprietati ale produsului vectorial)

1) @axb=—(bxa), Va,b € V3 (produsul vectorial este anticomutativ).
YA-(@xb)=(A\-a)xb=ax (A-b), VAER giVa,bc V5.

Yax (b+¢) =axb+axec, Va,becV>3.
)
)

—

@ x bl|? = |la||*- [|b]|* — (a-b)?, Va,b € V3 (identitatea lui Lagrange).
aria_paralelogramului construit pe vectorii a $i b este egald cu |laxb||.
) a xb=0 daca gi numai daca vectorii liberi a gi b sunt coliniari.

DEMONSTRATIE. (1) Prin definitie vectorii @ x b si b x @ au aceeasi directie
si aceeasi lungime, iar sensurile le sunt opuse, adici @ x b = —(b x a).

(2) Daci A = 0 sau unul dintre vectorii liberi @ si b este vectorul nul, atunci
egalitatea este evidenti. Vom presupune A # 0 si a # 0, b # 0. Vectorul A - a
este coliniar cu @ si, prin urmare directia si sensul vectorului (A -a) x b sunt
aceleasi cu cele ale vectorului A - (@ x b). In plus avem

- a

I Bl =[x+l 5] - sin((X- @), b) = A - [la] - [B] - sin(a, b)

= Al llax o] =[x~ (@xb).

Astfel am obtinut - (@ x b) = (X -a) x b. Cealaltd egalitate se demonstreaza
in acelasi fel.

(3) Vom prezenta demonstratia datd in [10]. Daca @ = 0, atunci egalitatea
este evidenti. In continuare presupunem @ # 0. Vectorii liberi @ x b, @ x ¢
si @ x (b+ ¢) sunt ortogonali pe vectorul a, deci sunt coplanari. Mai intai
consideram @ un versor, adica un vector liber de lungime egala cu 1. Aplicam
vectorii @, b, ¢, @ x b, @ x ¢ si a x (B—i— ¢) intr-un punct O si avem reprezentantii
b—O0A c=OB,axb—=0A" h+e=0C,axc=O0B"siax (h+c) = 0OC".
Fie A’, B, C' proiectiile ortogonale ale punctelor A, B si respectiv C' pe planul
determinat de segmentele orientate OA” si OB”. Obtinem paralelogramul
OA'C'B'.

Atunci

— — — _ —
|0A"| = |OA] - cos(AOA) = |OA] -sin(a,b) = |[Bl| - sin(a.b)
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. H . Cgia H 7 . {\ v
si, analog, [|OB'| = ||¢|| - sin(a, ¢), ||OC'|| = ||b+ ¢| - sin(a, b+ ¢). Pe de alta
parte,

— . e

|IOA”|| = |la x b]| = [|al| - [[b]| - sin(a, b) = [|b] - sin(a, b)
si, analog, |OB”|| = ||€| - sin(a, ¢), |OC”|| = ||b+ €| - sin(a, b + ¢). Rezults ca
patrulaterul OA”C” B” se obtine in urma unei rotatii in plan (vezi si capitolul
urmator pentru detalii) cu un unghi ¢ = %, din paralelogramul OA'C'B’,

adicd OA”C" B" este la randul lui un paralelogram. In concluzie a x (b+¢) =
axb+axc,in acest caz.
Daca a nu este un versor atunci consideram vectorul liber v = H?IEH -a, adica

a = ||al| - v. Deoarece v este un versor avem, folosind si proprietatea (2), avem
ax(b+e) = |a|-vx((b+e)=|al-(vxa+vxb)

= (llall-v) xa+(|lal]| -v) x b
= axb+axeé

(4) Se obtine imediat, din definitiile produsului scalar si produsului vecto-
rial, astfel

laxbl* = llal®- [Ib]]? - sin®(a, ) = [|al]* - [b]|? - (1 — cos*(a, b))
= al®- [IBll* — (@ b)*.

(5) Construim paralelogramul ABC'D determinat de vectorii liberi a si b.

Una din formulele ariei paralelogramului, cunoscuta din geometria sinte-
tica, este

|AB|| - |AD| - sin(BAD) = ||a|l - |B]| - sin(a, b)

Aapcp

= Jlaxd].
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(6) Doi vectori liberi @ si b sunt coliniari daca i numai daca unghiul dintre
ei este egal cu 0 sau 7, adica daca si numai daca ||a x b|| = 0, ceea ce este

echivalent cu

axb=0.

O

In continuare, pentru a obtine expresia analitica a produsului vectorial,
consideram baza ortonormata B = {7, 7, k} in V3 astfel incat i x j = k. Spunem
ca baza B cu aceasta proprietate este orientatd pozitiv. Valorile produselor
vectoriale intre cei trei vectori ai bazei sunt prezentate in urmatorul tabel

x|

=

Sl

ol

T =

|
S IO

Ol

.

Ol ..

Folosind aceste rezultate obtinem expresia analitica a produsului vectorial.

ProroziTiA 1.14. (Expresia analitica a produsului vectgrial) B B
Fie vectorii liberi @ = az -i+ay-j+a, -k sgib=>0b,-1+by,-j+0b,-Fk.

Atunci avem

i1 5 k a
ay Gy ay | = by
be b, b v

Qy

DEMONSTRATIE. Prin calcul direct obtinem

(az-i+ay-j+as -k)x(by-i+by-j+b,-k)

axb =

ax'by'k—ax-bz-j—ay'bx‘l;:—i-ay-bz-g

tay by -j—ay-by-i

(ay - by —
ay a g Qg
b, b. b
i j k
azy Gy a
be by b

O

OBSERVATIA 1.13. Determinantul de ordinul 3 care apare in propozitia
de mai sus este unul ”simbolic” nu unul propriu-zis, in sensul cid rolul sau
aici este doar de a arata ca produsul scalar se calculeaza in acelasi fel ca un

determinant.

COROLARUL 1.15. Doi vectori liberi @ = ay i+ ay-j+a. -k $ib=by-i+
by - j+b, -k sunt coliniari dacd si numai dacd au coordonatele proportionale,
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adicd

DEMONSTRATIE. Doi vectori liberi sunt coliniari daca si numai daca pro-
dusul lor vectorial este egal cu vectorul nul. Avem @ x b = 0 daca si numai
daca
ay a Gy Ay Az Gy

by bz bz bz b:r by

i, tindnd cont ca un determinant de ordinul 2 este egal cu 0 daca si numai
daca cele doua linii ale sale sunt proportionale, rezulta

=0

ax ay  a

[
U

EXEMPLUL 1.4. Sa se calculeze lungimea h a inal{imii corespunzatoare
laturii @ a paralelogramului construit pe vectorii liberi @ = i — j + 2 -k si
b=2-i4+ 75— 2-k, unde vectorii a si b sunt exprimati in baza ortonormata

B={i,j,k}.

Aria paralelogramului ABC'D este

Aapep =h-la| = [lax bl
de unde rezulta h = la ng ] Avem
i 7k
. 1 2| - |1 2| - |1 -1] -
axb = |1 -1 2 :‘ ‘ ‘j+| 'k
5 1 1 -2 2 -2 2 1
= 6-7+3-k
siflaxb|=v62+32=3-V5si|al =12+ (-1)2+22 = v/6. Urmeaza
B — 3V _ /30
V6 2

2.3. Produsul dublu vectorial.

DEFINITIA 1.15. Vectorul @ x (b x €), unde @, b, € V? sunt vectori liberi
arbitrari, se numeste produsul dublu vectorial al celor trei vectori.

ProprPozITIA 1.16. Produsul dublu vectorial are urmadtoarea proprietate:
x(bxé)=(a-¢) -b—(a-b)-¢ Va,bcecV>.
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DEMONSTRATIE. Considerdm vectorii @ = ay i + ay - j + a - k, b =

by i+by-j+b,-ksic=cy i+c¢yj+c, k. Obtinem, prin calcul direct,

bxc=|by b, b, |= lc’y léz lc%c Iéz 5+ Ic?w Ic)y e
e ¢y C Y z T z T y
si
i J k
Y ay ay a,
ax(bxe) = |y, be b | | b by
Cy Cy Cr Cy Cx Cy
= (@ ¢ by-i+(@ac)by-j+(@c) b,k
—(@-b)-cy-i+(a-b)-cy-j+(a-b)-c,-k
= (@a-¢)-b—(a-b)-c
O
ProPOZITIA 1.17. (Identitatea lui Jacobi)
Pentru orice tret vectori liberi a, b si ¢ are loc identitatea lui Jacobi
ax(bxeé)+bx(exa)+ex(axb)=0.
DEMONSTRATIE. Din propozitia anterioara rezulta ca
ax(bxée)=(a-¢)-b—(a-b)-c,
bx(éxa)=(b-a)-¢—(b-¢)-a
si
ex(@axb)=(¢-b)-a—(¢-a)-b.
Adunand aceste relatii se obtine identitatea lui Jacobi. ([

2.4. Produsul mixt.
DEFINITIA 1.16. Operatia (-,-,-) : V3 x V3 x V3 — R definits prin
(a,b,¢)=a-(bxe¢), Va,beecV?
se numeste produs mixt.

ProprozITIA 1.18. (Expresia analitica a produsului mixt)

Fie vectorii liberi a = ax-5+ay-j+az-l_f, b= bx-g+by-5+bz-l} st
C=cy-i+cy j+c, k, unde B={i,j, k} este o bazd ortonormatd in V3
orientata pozitiv. Atunci produsul mixt al celor trei vectori este dat de

B Ay Gy Gy
(@,b,¢) =| by b, b,

Cx Cy Cy
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DEMONSTRATIE. Avem

bxé=|by, b, b, |= by 0. | bz b G+ by by %
Y cy C Cr ¢ Cx C
Co ¢y C Y z T z T y
sl apoi
N _ by b, by b, w by
(@a,b,e)=a-(bxec) = ay ’ o ay | +a. .o
ay ay a
= | by by b
Ca Cy Cs

O

Folosind proprietatile determinantilor se obtin imediat urmaéatoarele pro-
prietati ale produsului mixt.

ProrozITIA 1.19. (Proprietati ale produsului mixt)
(1) (a,b,¢) = —(b,a,¢) = —(a,¢,b) = —(¢,b,a), pentru orice a,b,é € V.

(2) (a,b,e) = (b,¢,a) = (¢,a,b), pentru orice a,b,¢ € V3.

(3) (@+0b,¢d) = (a,é d) + (b, ¢, d), pentru orice a,b, ¢, d € V3.

(4) (X -a,b,é) = X\-(a,b,¢), pentru orice scalar X € R si orice vectori
liberi a,b, ¢ € V3.

OBSERVATIA 1.14. Este evident, din proprietatile (1), (3) si (4), ca pro-
dusul mixt este aditiv si omogen in fiecare argument.

PrOPOZITIA 1.20. (Interpretarea geometrica a produsului mixt)
Volumul paralelipipedului construit pe trei vectori liberi nenuli a, b i ¢ este

V =|(a@,b,¢)|.
Mai mult, cei trei vectori sunt coplanart daca st numat daca produsul lor mixt

se anuleaza, adica (a,b,¢) = 0.

DEMONSTRATIE. Aplicidm vectorii @, b si ¢ in acelasi punct A astfel incat

vectorii sa fie reprezentati de segmentele orientate a = AA’, b = ﬁ ,c=A
§i construim paralelipipedul ABCDA'B'C'D" determinat de cei trei vectori.
Fie A” proiectia punctului A’ pe planul (ABD), determinat de vectorii a si b.

Vectorii A’A” si AB x AD vor fi astfel coliniari (nu neaparat cu acelagi sens).

Atunci lungimea inaltimii din A’ a paralelipipedului va fi ||[A’A”||, iar vo-

lumul sau
V = |AA"| - Aupep = |AA)| - |AB x AD||.
In AAA’A” avem

|AA"| = | AA"|| - cos(AATA") = |la| - | cos(a, b x &),

unde modulul apare datorita faptului ca vectorul b x ¢ poate avea doua sensuri
diferite, in functie de alegerea acestor vectori. Acum, revenind la formula
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volumului, avem
V = |AA"| - ||AB x AD| = |a| - Ib x &| - | cos(@, b x &)| = |(a,b, ).

In final, vectorii sunt coplanari daca si numai daca paralelipipedul determinat
de ei este degenerat, adica volumul sa este nul, ceea ce, conform celor aratate
mai sus, inseamna (a, b, ¢) = 0. O

OBSERVATIA 1.15. In acelagi mod ca mai sus, rezultd ca volumul tetrae-
drului construit pe trei vectori liberi @, b i ¢ este V = 1 - |(a, b, )|

EXEMPLUL 1.5. Sa se determine parametrul real A astfel incat vectorii
a=1—2-74+2-k,b=X-i+j—ksic=j+ 3k sa fie coplanari.

Asa cum am vazut anterior cei trei vectori sunt coplanari dacd si numai
daca

) 1 -2 2
(@b,e)=0=| X 1 —1[=0,
0 1 3

adica 8 - A+ 4 = 0. Prin urmare, cei trei vectori sunt coplanari daca gi numai
daca A = —%.

EXEMPLUL 1.6. Sa se calculeze produsul mixt (01,02, 03) stiind ca v; =
—a+b+¢ y=a—b+¢ U3 =a+b—¢ unde a, b, € sunt trei vectori liberi
necoplanari.

Deoarece vectorii @, b si ¢ sunt necoplanari rezulta c& ei formeaza o bazi
in V3. Cum aceasta bazi nu este ortonormata nu putem folosi aici expre-
sia analitica a produsului mixt. Acesta trebuie calculat folosind definitia si
proprietatile produselor scalar, vectorial i mixt, astfel:

(01,02,03) = 01 - (02 X U3)






CAPITOLUL 2

REPERE

In acest capitol vom introduce notiunea de reper pe dreapta, in plan si in
spatiu, vom studia diverse tipuri de repere si legaturile dintre ele, iar in finalul
capitolului vom prezenta formule de calcul pentru distante, arii gi volume
obtinute cu ajutorul reperelor carteziene ortonormate.

1. Repere carteziene

1.1. Repere carteziene pe dreapta. Fie dreapta (d) si multimea
Vi={aeV’|al (d)}
a tuturor vectorilor liberi care au directiile paralele cu dreapta (d). Avem

PRrROPOZITIA 2.1. V! este un subspatiu liniar al spatiului liniar V3 de di-
mensiune dim V! = 1.

DEMONSTRATIE. Mai intai consideram scalarii o, 8 € R si vectorii liberi
coliniari @, b € V!. Atunci vectorii o~ @ si 3 - b sunt coliniari cu vectorii a si b,
adicd a- @, -b € V. Prin urmare, avem o -a+ 8 -b € V! si V1 c V3.

s.s.l.

In continuare, fie B = {5}, unde & € V! este un vector nenul. Atunci
B este un sistem de vectori liniar independent din subspatiul liniar V!, de
unde rezultd ci dim V! > 1. Pe de alta parte, stim ci doi vectori liberi sunt
coliniari dac# si numai daca sunt liniar dependenti. Astfel dim V! < 2, adica
dim V! = 1. O

DEFINITIA 2.1. Se numeste reper cartezian pe dreapta (d) perechea R =
(O, B) formata din punctul O € (d), numit originea reperului cartezian, si
baza B = {i} din V. Vectorul i se numeste vector director al dreptei (d).
Daci baza B este ortonormatd, adicd [|i|] = 1, atunci reperul R se numeste
reper cartezian ortonormat.

Fie punctul M € (d). Atunci segmentul orientat OM se numeste vectorul de
pozitie al punctului M.

OBSERVATIA 2.1. Este clar ca exista doua sensuri posibile pentru vectorii
din V!. Alegem unul din aceste sensuri pe care il vom numi sensul pozitiv.
Acum, spunem ca dreapta (d) este orientatd. Baza B = {i} din V! se numeste
pozitiv orientatd dacid sensul vectorului i este pozitiv. In acest caz reperul
R = (O, B) se numeste reper cartezian orientat pozitiv.

23
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PROPOZITIA 2.2. Fie dreapta (d) si reperul ortonormat orientat pozitiv
R = (0,B = {i}) pe (d). Atunci aplicatia f : (d) — R, definita prin
— —
)= { |IOM| daca OM si i au acelasi sens

M 7
A —||OM|| daca OM si ¢ au sensuri opuse

, VM € (d),

este bijectiva. Valoarea f(M) = ¢ € R, M € (d), se numeste coordonata
punctului M in reperul R si notam cu M (c) faptul ca punctul M are coordo-
nata c.

(@ o ‘! M
‘ ‘C

Cum demonstratia acestei propozitii este imediata, nu o vom prezenta aici.

OBSERVATIA 2.2. Daca punctul M € (d) are coordonata ¢ in reperul R =
(O, B) atunci OM = c - i si reciproc.

DEFINITIA 2.2. O schimbare a reperului cartezian ortonormat R = (O, B)
cu reperul cartezian ortonormat R’ = (O’,B) pe dreapta (d) se numeste
translatie pe dreapta.

PROPOZITIA 2.3. Fie reperele carteziene ortonormate R = (O, B) si R' =
(O, B) pe dreapta (d) si fie punctul M € (d) avand coordonata x € R in reperul
R si coordonata ' € R in reperul R'. Atunci

T =x9+ x’,
unde xg € R este coordonata lui O' in reperul R.

DEMONSTRATIE. Conform regulii triunghiului de adunare a vectorilor, re-
e W:w+m®m-5:xo-f+x/-5,
adicd z = x¢ + 2'. O
1.2. Repere carteziene in plan. Fie planul (P) si multimea
Vi={aeV’|a| (P)}
a vectorilor liberi care au directiile paralele cu planul (P).

PROPOZITIA 2.4. V2 este un subspatiu liniar al spativlui liniar V3 de di-
mensiune dim V2 = 2.

DEMONSTRATIE. Fie scalarii o, 8 € R si vectorii liberi coplanari a,be V2.
Atunci vectorii a-a si §-b sunt coliniari cu a si respectiv cu b de unde rezulta
a-a€V?siB-be V2. Prin urmare, avem - a+ - b € V2 5i V2 c V3,

s.s.l.

In continuare, fie B = {01, 02}, unde v1, 03 € V2 sunt doi vectori necoliniari.
Atunci B este un sistem de vectori liniar independent din V2, de unde rezulta
cid dimV? > 2. Pe de altd parte, trei vectori liberi sunt coplanari daca si
numai daca sunt liniar dependenti. Astfel dim V? < 3, adica dimV? =2. 0O
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DEFINITIA 2.3. Se numeste reper cartezian in planul (P) perechea R =
(O, B) formata din punctul O € (P), numit originea reperului cartezian, si
baza B = {i,j} din V2. Vectorii care formeaza baza B se numesc vectori
directori ai planului (P). Dacd baza B este ortonormati, adicd i L j si
lé]l = ||7]| = 1, atunci reperul R se numeste reper cartezian ortonormat.

——
DEFINITIA 2.4. Fie punctul M € (P). Atunci segmentul orientat OM se
numesgte vectorul de pozitie al punctului M.

OBSERVATIA 2.3. Dacd B = {uy,u2} si B’ = {1,02} sunt doud baze in
V2 atunci, evident, %1 X ip i U1 X Up au aceeasi directie (perpendiculara pe
planul P). Daca 11 X g $i U1 X Uy au acelasi sens spunem ca bazele B si B’
sunt orientate la fel. Este clar ca exista doua orientari posibile a bazelor din
V2. Alegem una dintre aceste orientari si o numim orientarea pozitivi. Toate
bazele care vor avea aceasta orientare se vor numi baze orientate pozitiv. Daca
R = (O, B) este un reper cartezian in planul (P) cu baza B orientata pozitiv
se numeste reper cartezian orientat pozitiv.

Urmatorul rezultat se verifica usor si il vom prezenta aici fara demonstratie.
PROPOZITIA 2.5. Aplicatia f : (P) — R? definitd prin
f(M) = (z,y), VM € (P),
OM =

unde vectorul de pozitie al lui M in reperul R = (O, B = {i,7}) este O
x-i+y-7J, este o aplicatie bijectiva.

DEFINITIA 2.5. Cele doua coordonate ale vectorului O—]\>4 =z-i+y-j
se numesc coordonatele carteziene ale punctului M in reperul R = (O, B), x
fiind numita abscisa lui M, iar y ordonata punctului M. Notam acest lucru
prin M(x,y).

In continuare vom considera reperul cartezian ortonormat R = (0,8 =
{i,7}) in planul (P). Dreptele care trec prin originea O a reperului R si avand
aceleasi directii ca vectorii i si respectiv j se numesc are de coordonate si se
noteaza (Ozx) si respectiv (Oy). Axele de coordonate si punctul O formeaza
un sistem de coordonate in planul P. Daca nu vor fi facute alte precizari peste
tot de acum Inainte aceste notatii vor desemna un astfel de reper.

Folosind regula paralelogramului avem urmatorul rezultat.

PROPOZITIA 2.6. Fie punctul M € P si fie M' si M" proiectiile pe azele

(Ox) si respectiv (Oy). Atunci coordonatele punctului M in reperul R =
(0.5 ={i,}}) suni

(1O, OB, dacs (OAL7) = 0, (OM".5) = 0
(—OM|, [OMT])),  daca 0
(—lOM|,—|OM"])),  daci
(|OM|,<|0M"]),  daca

(xar,ymr) =
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DEFINITIA 2.6. O schimbare a reperului cartezian ortonormat R = (O, B)
cu reperul cartezian ortonormat R’ = (0’, B) in planul (P) se numeste transla-
tie in plan.

PROPOZITIA 2.7. Fie reperele carteziene ortonormate R = (O, B) si R =
(O',B) in planul (P) si punctul oarecare M € (P) avind coordonatele (x,y)
in reperul R si coordonatele (x',y") in reperul R'. Atunci avem formulele
translatiei in plan

)

x=x0+2
y=yo+y

unde (xo,y0) sunt coordonatele lui O’ in reperul R.

DEMONSTRATIE. Conform regulii triunghiului de adunare a vectorilor re-
zulta

— —_— _ _ _ _ _ _ _
OM=00'"+0M &z -i+y-j=x0-i4+y-j+2 -i+y - 7J,

o[ x=x0+ 2
adica .

y=y +y
v M
v
iti
] 3 3
ol 7 .

O

DEFINITIA 2.7. O schimbare a reperului cartezian ortonormat R = (O0,B =
{i,7}) cu reperul cartezian ortonormat R’ = (O,B' = {i’,;'}) in planul (P),

—

cu (i,i') = a, se numeste rotatie de unghi « in plan.

PROPOZITIA 2.8. Fie reperele carteziene ortonormate R = (O,B = {i,j})
si Rl = (0,8 = {i,5'}) in planul (P) cu (i,i') = « si punctul oarecare
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M € (P) avdnd coordonatele (x,y) in reperul R si coordonatele (x',vy') in
reperul R'. Atunci avem formulele rotatiei in plan
{ x=2a"-cosa—1vy -sina

y=2a'-sina+1y -cosa

DEMONSTRATIE. Consideram segmentul orientat Oz@ , reprezentant al vec-
torului liber 4', si proiectdm punctul N pe axa (Oz) in punctul N’. Presupu-

nem ci unghiul o = (¢,7) € [0, 5].

Y

y\j

]

In ANON' avem
E— — _
|ON'|| = ||OIQ | - cos(NON') = ||i’|| - cosa = cos a,

¢ A Wi A L : 7
de unde rezulta, tindnd cont ca OM’ si ¢ sunt coliniari si au acelasi sens, ON' =

cosa -i. Analog, obtinem ON” = sina - j. Conform regulii paralelogramului
de adunare a vectorilor, avem
(2.1) i’ =cosa-i+sina-j.

Unghiul facut de vectorii j' si j este (j/,7) = a. Obtinem, la fel ca mai sus,

(2.2) j = —sina-i+cosa-j.

c
Din (2.1) si (2.2) rezultd ca matricea schimbarii de baza B — B’ in V2, este
i s
C = < cosa s Atunci, deoarece coordonatele lui OM 1in baza B
—sina  cos
sunt (z,y) si in baza B’ sunt (2/,y’), avem

T\ oty '\ [ cosa —sina » x’
y ) y ]\ sina cosa y )

Am obtinut astfel formulele rotatiei.

Daca unghiul a are masura mai mare decat § se procedeaza la fel ca mai
sus si se obtine cu usurintd aceeasi matrice a schimbarii de baza in V? si, prin
urmare, aceleagi formule pentru rotatia de unghi a. ([

OBSERVATIA 2.4. Se verifica imediat cd matricea C' a schimbarii de baza
din demonstratia precedentd este o matrice ortogonald, adicd C! x C' = I.
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Rezulta ca, matricial, coordonatele unui punct dupa rotatie se determina din

ecuatia
(v )= (3)-e(3)

OBSERVATIA 2.5. Pentru a obtine formula de transformare a coordona-
telor unui punct la o schimbare de reper constand dintr-o rotatie urmata de
o translatie, consideram reperele carteziene ortonormate in plan R = (O, B),
R =(0,B) ¢i R" = (0, B), unde O are coordonatele (zg,yo) in reperul R

c
si (20, y() In reperul R/, iar matricea schimbarii de baza B — B’ este matricea
ortogonala C' € GO(2,R) (vezi capitolul Spatii euclidiene) . Mai notam cu

T x . x .. VA

X = Y ) X' = Y si X" = ! matricile coloana avand ca ele-
mente coordonatele unui punct oarecare M din plan in cele trei repere R, R’
/

si respectiv R”, si Xo = ( 0 ), X = ( 0
Yo Yo

pozitie al punctului M, in fiecare reper, are aceleasi coordonate ca i punctul.
Atunci, conform formulei de transformare a coordonatelor unui vector la o

schimbare de baz#, avem X' = (C?)~! x X, iar dupa translarea reperului R’
in punctul O" avem X’ = X} + X" = (C)~! x Xy + X", adica,

X =Xo+Ct x X".

). Reamintim ca vectorul de

EXEMPLUL 2.1. Fie reperul cartezian ortonormat R = (O, B = {i,j}) in
planul P. S& se determine ecuatiile care arata cum se modifica coordonatele
unui punct oarecare M € (P) dupa o rotatie a reperului initial cu un unghi
a € (0,7) urmata de o translatie cu noua origine in punctul O'(zg, yo) si s se
precizeze ce devine ecuatia

) : flz,y)=8-2>-12-2-y+17-y> - 8-z —44-y+32=0

dupa o rotatie a reperului initial cu un unghi o € (0, §), unde tg(2 - a) = %,
urmata de o translatie cu noua origine in punctul 0’(2,2). Sa se interpreteze
geometric rezultatul obtinut.

Fie (z,y) coordonatele punctului M in reperul initial, (2/,y") coordonatele
lui M in reperul obtinut dupa rotatie si (z”,y”) coordonatele punctului in

reperul final. Dupa rotatie avem
(2.3) r=x-cosa—1vy -sina N ' =x-cosa+y-sina
: y=2a'-sina+1vy -cosa y = —x-sina+y-cosa

Astfel, coordonatele punctului O’ in reperul obtinut dupa rotatia de unghi a
sunt date de

xo = (- cosa — y{, - sin x( = X - cosa+ Yo - sina
(2.4) v ) & ;o .

Yo = Ty - sSIna + g, - COS & Yo = —Zo - SIna + Yo - COS

Inlocuind (2.3) i (2.4) in formulele translatiei obtinem
x' =z + 2" N ' = —xp+ 2
v =y, +y" y'=-yt+y
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- 2 = —xp-cosa—1yp-sina+-cosa+y-sina
y' = ZTo-sina —yp-cosa—x-sina+y - cosa

ol = xo+ 2" - cosa—y" - sina
y = yo+x’ -sina+y”- cosa

Acum, pentru exemplul numeric, avem tg(2-«) = %, adica 1%:220‘&
1

5-
sin o
COs &

4
:§7d

@

unde rezulta tga =

IS

Avem ecuatiile = % si cos? a+sin? a = 1, din care obtinem sin o =

sicosa = %
Acum, din formulele generale, tinand cont c& originea reperului obtinut
dupa translatie are coordonatele zg = 79 = 2 in reperul initial, avem

x:2+2-57\/5_x//_§_y//
y:2+§.$//+¥'y//
In final, inlocuind z si y in forma initiald a ecuatiei, rezulta

@) : fa",y") = 8-(2+ % Cpl — % )2

_12.(24_%.37"_75.yf/).(2+ﬁ.x//+M.y//)
+17-(2+%-x”+2'—5-y”)2
—8- (24 25 g 5y

44 (24 YD a4 2S5y 432

= 0.
Dupa efectuarea calculelor rezulta
. "oy i& "2 _
(L) f”y") = - +y= —1=0.

Aceasta este ecuatia unei elipse (I') cu semiaxele de lungimi egale cu 2 si
respectiv 1. Centrul de simetrie al elipsei este punctul O’, originea noului
reper, iar axele sale de simetrie sunt axele de coordonate ale acestui reper
(pentru mai multe detalii vezi capitolul Conice).

1.3. Repere carteziene in spatiu.

DEFINITIA 2.8. Se numeste reper cartezian in spatiu perechea R = (O, B)
formata din punctul O din spatiu, numit originea reperului cartezian, si baza
B = {1, 72,03} din V3. Daci baza B este ortonormat, adica v; L v L 03 L
v1 st ||o1]| = [|v2]| = ||v3|| = 1, atunci reperul R se numeste reper cartezian
ortonormat. Daca baza B = {v1, 02,03} este orientatd pozitiv atunci reperul
cartezian R = (O, B) se numeste reper cartezian orientat pozitiv.
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s
DEFINITIA 2.9. Fie punctul M din spatiu. Atunci segmentul orientat O M
se numeste vectorul de pozitie al punctului M.

In continuare avem urmétorul rezultat a cirui verificare este imediati.
PROPOZITIA 2.9. Aplicatia f : E> — R3, definitd prin
F(M) = (z,y,2), YM €E’,
unde vectorul de pozitie al punctului M in reperul cartezian R = (O,B =
{01,09,02} este E\? =x-U1+y- U2+ z-Us, este o aplicatie bijectiva.

e

DEFINITIA 2.10. Coordonatele vectorului de pozitie OM = z-v14y-v2+2-

U3 se numesc coordonatele carteziene ale punctului M in reperul R = (0, B =
{01,72,73}). Notam acest lucru prin M (z,y, z).

DEFINITIA 2.11. Dreptele care trec prin originea O a reperului cartezian
ortonormat orientat pozitiv R = (O,B = {i,, k}), si avand aceleasi directii
ca vectorii 4, j si respectiv k, se numesc aze de coordonate si se noteaza (Ox),
(Oy) si respectiv Oz. Axele de coordonate si punctul O formeaza un sistem
de coordonate carteziene in spatiu.

Coordonatele unui punct M din spatiu, in reperul considerat in definitia
precedenté, se obtin in modul descris mai jos. Se proiecteaza punctul M pe
planul (xOy) in punctul M’. Atunci coordonatele x s si yps vor fi coordonatele
'y, §i respectiv gy, ale punctului M’ in reperul R,0,) = (O, Bzoy) = {4,7})
din planul (zOy). Coordonata zys este coordonata z7, a punctului M” €
(Oz) in reperul R(o.) = (O, B = {k}) de pe dreapta (Oz), unde M" este
proiectia lui M pe dreapta (Oz).

M- Lu
7z "2
ki
l 9// J 0 Vu
Yoo 1Y
N Y
Xy /)

Intr-adevar, conform regulii paralelogramului de adunare a vectorilor, avem

OM = OM'+OM" = zpp-i+yny-j+2an -k
ST S Ty 1
a . — —
In continuare sa presupunem ca OM face unghiurile « € [0, 7], 8 € [0, 7]
si v € [0, 7] cu vectorii 4, j si respectiv k. Atunci avem

OM = ﬁ;O_J\ZI-Hﬁ;O_J\)J-jJrﬁ,;W-IE

(2.5)
N — s
= cosa- ||OM| -i+cosB-||OM]| -7+ cosvy-|[|[OM] - k.
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DEFINITIA 2.12. O schimbare a reperului cartezian ortonormat R = (O, B)
cu reperul cartezian ortonormat R’ = (O’, B) se numeste translatie in spatiu.

PROPOZITIA 2.10. Fie reperele carteziene ortonormate R = (O, B) si R' =
(O, B) in spatiu si punctul oarecare M € E? avdnd coordonatele (z,y, z) in
reperul R si coordonatele (x',y’,2') in reperul R'. Atunci formulele translatiei
in spatiu sunt

rT=x9+ 2
y=yw+y ,
z=2z0+ 72

unde (xg, Yo, z0) sunt coordonatele lui O" in reperul R.

DEMONSTRATIE. In conformitate cu regula triunghiului de adunare a vec-
torilor, avem

— —z /—> - = 7 - = 7 ;] = /= !/ 7
OM =00"4+0'M & x-i+y-j+z-k=xg-i+yo-j+z0-k+a-i+y  -j+2 -k,

O

de unde rezulta formulele translatiei in spatiu.

EXEMPLUL 2.2. Intr-un reper cartezian ortonormat avem suprafata data
de ecuatia

(2): flz,y,2)=a?—>+2°—-8-0—6-y+4-24+15=0.
Ce devine aceasta ecuatie dupa translatia reperului initial cu noua origine in
punctul O'(4, —3,—-2)?
Folosind ecuatiile translatiei in spatiu in cazul nostru, avem
= 4+7
= -3+
= —247

ISEENSO

Inlocuim in ecuatia suprafetei (X) si obtinem
(X): f@y,2) = (@ +4)? = =32+ (x' —2)* =8 (2 +4)

—6-(y —3)+4- (2 —2)+15

= 0.
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Efectuand calculele rezulta ecuatia suprafetei in noul reper
(D) :a? —y?+ 2% 44=0.
Vom vedea (in capitolul Cuadrice) ca (X) este un hiperboloid cu doua péanze.

DEFINITIA 2.13. O schimbare a reperului cartezian ortonormat R = (O,
B = {i,7,k}) cu reperul cartezian ortonormat R’ = (O,B" = {i, 75/, k'}) se
numeste rotafie in spatiu.

_ PropozITIA 2.11. Fie reperele carteziene ortonormate R = (O, B = {i, 4,
k}) si R = (O,B ={i,j',k'}) in spatiu, cu
(E/Ili) = a1 (glv 71) 51 ('/a E) =M

_ —

(i) =az (j,5) =5 (k)=

(K',1) =3 (K,j)=PB3 (K,k)=13
$t punctul oarecare M avand coordonatele (x,y, z) in reperul R gi coordonatele
(2’9, 2") in reperul R'. Atunci formulele rotatiei in spafiu sunt

x cosay cosf3; cosv 1
xh | = | cosaz cosfa cosvya | x| a2
xh cosag cos 33 cosvy3 T3

st, n plus,
1 a =
COS g - COS (ypy + €08 By - €08 By + COS g + COSYp = Ogp = { 0 jzgg Z £ Z ,
pentru orice a,b € {1,2,3}.

DEMONSTRATIE. Mai intai sa observam ca din (2.5), folosind si faptul ca
reperele considerate sunt ortonormate, rezulta

i =cosayq -i+cosfy-j+cosy -k

j =cosag-i+cosPBy-j+cosy -k
si

k' = cosas i+ cosP3-j +cosys - k.
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c
Prin urmare, matricea schimbarii de baza B — B’ este

cosay cosfP1  cosvyi
C=| cosas cosfBa cosvys
cosasg cosfP3 cosys

Pe de alti parte, avem ||i'|| = 1 ceea ce implica
cos? g + cos? By + cos? 4y = 1.
Din ¢ L j' rezulta i’ - j' = 0, adica
COs (/] * €OS axg + cos 1 - cos B2 + cosyy - cosyz = 0.
Folosind ||5|| = ||k’|| = 1 sii’ L k', 5’ L k' si, procedand analog, obtinem
1 dacaa=0b

cosaa~Cosab+cosﬁa~cosﬁb+cos'ya-cos7b:{ 0 dacsa#b ’

pentru orice a,b € {1,2,3}.
Din aceste relatii urmeaza C! x C' = I3, adica matricea C, a schimbarii de
baza, este ortogonala.

Acum, daca un punct oarecare M are coordonatele (z,y,z) in reperul R
si coordonatele (2/,y',2") in reperul R’ atunci acestea vor fi si coordonatelor
vectorului sau director OM si, conform legii de transformare a coordonatelor
la o schimbare de baza, avem

/

e T I
ah | =) x| 2 | =Cx | x
zl T3 3
) cosay cosfl; cosvi 1
S| ah | = | cosaz cosfBy cosye | X | @2
/
xh cosag cos 33 Cosv3 T3

0

OBSERVATIA 2.6. Ca si in cazul plan, se arata ca la o schimbare oarecare
a reperului cartezian ortonormat R = (O, B) cu reperul cartezian ortonormat
R’ = (0O',B’) coordonatele unui punct oarecare din spatiu M se transforma
dupa formula

T o T
y | = w |+C' x| ¥ |,
z 20 z

c
unde C' € M3(R) este matricea schimbarii de baza B — B, iar zg, yo si 20
sunt coordonatele lui O’ in reperul initial R.

EXEMPLUL 2.3. S& se determine coordonatele punctului M (2,1, 3) dupa

S e}

rotatie a reperului initial data de unghiurile oy = (i’,7) = 0, B2 = (§,7) =

—

siys=(K,k)=%.
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Folosind aceleasi notatii ca si in propozitia precedenta avem sistemul de
ecuatii
[ cos? ay + cos? B1 + cos?y =1
cos? ag + cos? By + cos® g =1
cos? a3 + cos? B3 + cos®y3 = 1
COS av1 - COS avg + €os B1 - cos Ba + cosy1 - cosye = 0
cos a1 - coS ag + cos By - cos B3 + cosyy - cosyz =0
COS (vg - COS (v + €os Ba - cos B3 + cosys - cosy3 = 0

\
care 1In cazul nostru devine

14 cos? By +cos?y; =1

cos? ag + % + cos? v2 =1

cos? a3 + cos? B3 + % =1
cosag—l-g-Cosﬁl—i-cos*yl-cosyg:0 ’
cos ag + cos By - cos B3 + g -cosy; =0

3 3 _
L cosag-cosag—l-%-cosﬁg—i-% -cosyy =0

cu solutia

V3
cosa] = 1,cosag = 0,cosag = 0,cos f1 = 0, cos By = 7,005,6’3 = ——

1
cosyy = 0,cosvyy = Q,cosvg =

Matricea schimbarii de baza este

cosay cosf] cosy 1 \fo 0
_ _ 3 1
C=| cosag cosfa cosyo | =| 0 % 35 |,
cosag cosF3 cosy3 0 —3 §
iar noile coordonate ale punctului M se obtin astfel:
Ty cosay cosf3; cosyy 2
zh | = | cosag cosfBy cosye | x| 1
Tl cosaz cosf33 cosvs 3
) 1 0 0 2 2
sla =0 % Llx|l1]=] 2
xh 0 —L1 3 3 331
2 2 2

2. Coordonate polare

2.1. Coordonate polare in plan. Consideram reperul cartezian orto-
normat orientat pozitiv R = (O, B = {i,7}) in planul (P).

DEFINITIA 2.14. Daca M este un punct din planul (P), diferit de originea
O a reperului R, atunci p = [|[OM]|| € (0,00) si 8 = (:,OM) € [0,27) se

numesc coordonatele polare ale punctului M.

OBSERVATIA 2.7. Unghiul § se masoara intotdeauna in sensul invers acelor
de ceasornic si dinspre i spre OM.
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Avem urmatorul rezultat imediat.

PrROPOZITIA 2.12. Aplicatia f : (P)\{O} — (0,00) x [0,27) care asociazd
fiecarui punct din plan, diferit de originea reperului, perechea formatd din
coordonatele sale polare, adica f(M) = (p,0), este o aplicalie bijectiva.

Din triunghiul dreptunghic AOM M’, unde M’ este proiectia punctului M
pe axa (Oz) obtinem cu usurinta urméatoarea propozitie.

ProroziTiA 2.13. Daca un punct M din plan are coordonatele carteziene
(z,y) si coordonatele polare (p,0) atunci avem

{a::p-cose @{ p=+x?+y>?

y=p-sinf 6 = arctg ¥
EXEMPLUL 2.4. Consideram punctele din plan date prin coordonatele lor
polare A(%,2) si B (2%, 4). Sa se reprezinte grafic aceste puncte si sa se calcu-

leze | AB].
Conform teoremei lui Pitagora generalizata, in AAOB avem

— — = ——
|AB|? = ||OA|? + |OB|? —2-||OA]| - |OA]| - cos(AOB)
= 2244%2-2.2-4-cos(¥ - I)

= 12,

adica | AB|| = 2 - v/3.

el

~
hd

|
vy
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2.2. Coordonate polare in spatiu. In continuare considerdam reperul
cartezian ortonormat orientat pozitiv R = (O, B = {1, 7, k}) in spatiu.

DEFINITIA 2.15. Dacad M este un punct din spatiu cu M ¢ (Oz) atunci

— T fpg—
p = ||OM] € (0,0), 8 = (i,0M’) € [0,27) si ¢ = (k,OM) € (0,7), unde
M’ este proiectia punctului M pe planul de coordonate (zOy), se numesc
coordonatele polare ale punctului M.

OBSERVATIA 2.8. Ca gi in cazul coordonatelor polare in plan, unghiul 6 se
mésoara in sensul invers acelor de ceasornic si dinspre 7 spre OM’, iar unghiul
 se masoara in sensul acelor de ceasornic gi dinspre k spre OM.

Se verifica ugor urmatoarea propozitie.

PROPOZITIA 2.14. Aplicatia f : B3\ (Oz) — (0,00) x [0,27) x (0,7) care
asociazd fiecarui punct din spatiu care nu apartine azei de coordonate (Oz),
tripletul format din coordonatele sale polare, adica f(M) = (p,0,¢), este o
aplicatie bijectiva.

Legaturile dintre coordonatele carteziene si cele polare ale unui punct din
spatiu sunt date de urmatorul rezultat.

PrROPOZITIA 2.15. Daca un punct M din spativ cu M ¢ (Oz) are coordo-
natele carteziene (x,y, z) si coordonatele polare (p,0,¢) atunci avem

x=p-cosh-sing p=a?+y?+ 22

y=p-sinf-sing <« { 0=arctg?

Z=p-cosp gozarccos\/ﬁ
DEMONSTRATIE. Fie M’ proiectia punctului M pe planul de coordonate

(xOy) si M" proiectia lui M pe axa (Oz). Mai consideram proiectiile M; si
My ale lui M’ pe axele (Ox) si respectiv (Oy).

In continuare vom determina coordonatele carteziene (z,y, z) in functie de
cele polare (p, 0, p).



REPERE 37

— Sl
Din triunghiul dreptunghic AMOM"” obtinem cos(MOM") = %”rl”, adica

cosp = %, daca ¢ € (O, %}, si cos(m — ) = —cosp = -2, daca ¢ € [5 7r).
In concluzie, cos p = 2, adica z = pcos .
. P —
In acelagi mod, din triunghiul dreptunghic AMOM’ obtinem ||[OM'|| = p -
sin, iar in triunghiurile dreptunghice AM'OM; si AM'OM; avem x =
|OM"|| - cos® si y = |OM’|| - sinf. In final rezultd z = p - cosf - siny si
y = p-sinf - sin .

Acum, daca ridicam la patrat expresiile lui z, y si z si le adunidm, obtinem
p? = 22 4+ y? + 22. Din expresia lui = si cea a lui y rezulta % = tgd si din
expresia lui z gi cea a lui p obtinem ¢ = arccos \/ﬁ Avem astfel si
coordonatele polare ale punctului determinate in functie de cele carteziene,
ceea ce Incheie demonstratia. O

3. Coordonate cilindrice

Fie reperul cartezian ortonormat orientat pozitiv R = (O, B = {7, 7, k}) in
spatiu.

DEFINITIA 2.16. Dacd M este un punct din spatiu cu M ¢ (Oz) atunci

— _Q )
p = [|JOM']| € (0,00), 8 = (i,0OM') € [0,27) si t € (—00,00), unde M’ este
proiectia punctului M pe planul de coordonate (xQOy), iar

. |IOM"||, daca (k,OM") =0

—||loM"||, daca (k,OM") =1

unde M" este proiectia lui M pe axa (Oz), se numesc coordonatele cilindrice
ale punctului M.

OBSERVATIA 2.9. Unghiul § se masoara in sensul invers acelor de ceasornic
si dinspre i spre OM’.

Avem urmatoarele doua rezultate ale caror demonstratii sunt imediate.

PROPOZITIA 2.16. Aplicatia f : E3\ (Oz) — (0,00) x [0,27) x (—00,00)
care asociazd fiecarui punct din spafiu care nu aparfine axei de coordonate
(Oz), tripletul format din coordonatele sale cilindrice, adica f(M) = (p,0,t),
este o aplicatie bijectiva.

PROPOZITIA 2.17. Daca un punct M din spatiu cu M ¢ (Oz) are coordo-
natele carteziene (x,y, z) si coordonatele cilindrice (p,0,t), atunci avem

x=p-cosf p=/x%+y>
y=p-sinf & 0=arctg’ .
z=t t==z



38 REPERE

4. Distante. Arii. Volume

In aceastd sectiune vom prezenta cateva aplicatii ale determinarii punctelor
din plan sau din spatiu cu ajutorul coordonatelor carteziene.

Pe tot parcursul sectiunii vom folosi, in plan, reperul cartezian ortonor-
mat orientat pozitiv R = (O,B = {i,j}) si sistemul de axe de coordonate
corespunzator (Oz), (Oy) si, In spatiu, reperul cartezian ortonormat orientat
pozitiv R = (O, B = {i, j, k:}) si axele de coordonate (Ox), (Oy) si (Oz).

PROPOZITIA 2.18. (1) Distanta dintre doud puncte din plan A(z1,y1)
st B(xa,y2) este
d(A,B) = \/(562 —21)? 4+ (y2 — y1)2.

(2) Distanta dintre doud puncte din spativ A(z1,y1,21) st B(z2,y2, 22)
este

d(A,B) = \/(302 —21)? + (Y2 —y1)? + (22 — 21)%
DEMONSTRATIE. Este clar ca distanta dintre doua puncte, din plan sau

din spatiu, este egala cu lungimea segmentului orientat A
Acum, daca A si B sunt puncte din plan, avem

1@ OA O? To — T1) i+(y2—y1)~3

si d(A, B) = [AB| = /(es — 212 + <y2 —u2.
Daca A si B sunt doua puncte din spatiu, rezulta

zﬁ OA @ 2—1‘1 i+<y2—y1)'j+(2’2—21)-/%
si d(A, B) = |AB| = mz “ o2+ (2 — )2+ (22— 1) O

PROPOZITIA 2.19. Fie punctele A(x1,y1,21) $i B(x2,y2,22) in spatiu. Co-

ordonatele unui punct M care imparte segmentul orientat AB intr-un raport

ke R\ {-1}, adica AM = k- ]\ﬁ, sunt

. _xp+kxg it koy ; stk
DEMONSTRATIE. Avem
—_— = = .
AM =OM — OA = (:CM —:cl) i+ (yM y1) j + (ZM —21) -k

S
%l

-

Obtinem
- = = 7
AM:k-m@)(a;M—a;l)‘z+(yM—y1)-j+(zM—z1)-k
:k~(x2—a:M)~g+k'(y2—yM)-5+k‘(22—zM)-/;;,
de unde rezulta imediat formulele de calcul pentru coordonatele punctului
M. ([l

?T‘I

—OM = (o —axm) i+ (Y2 —ym)-J+ (22— 2m) -

Din aceasta propozitie obtinem imediat urmatorul corolar.
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COROLARUL 2.20. Mijlocul segmentului cu varfurile A(x1,y1,21) $i B(xa,
Y2, 22) este punctul M(“;’”, yl‘g”, 31‘2”2).

In acelasi fel, obtinem urmatoarea propozitie.

PROPOZITIA 2.21. Fie punctele A(x1,y1) si B(x2,y2) in plan. Coordo-
natele unui punct M care imparte segmentul orientat AB intr-un raport k €
R\ {—1} sunt
1+ k-2 oyt k-y

1+k 0 M7 Ty

APLICATIA 2.1. Fie punctele necoliniare A(z1,y1, 21), B(x2, y2, 22) si C(z3,

Y3, 23). Atunci centrul de greutate G al triunghiului AABC are coordonatele

TN —

T+ 22 + 23 Y1+ y2 + Y3 z1 + 29 + 23
= Y= =
3 3 3
Intr-adevir, dacd A’ este mijlocul segmentului BC, atunci coordonatele
sale sunt x4 = 22EL3 g, = B g 5, = 242 ¢ deoarece centrul de

greutate se afla pe mediana AA’ la doua treimi de varf si o treime de baza,
adica imparte segmentul AA" in raportul k = 2, avem

_:E1+2'%2963 1 ta2t a3

e — A2 R oyt tys

Ya

3 3 ’ 3 3
si

21+2'% Z1 4+ 29 + 23

2 = = .
3 3

PROPOZITIA 2.22. (1) Aria triunghiului din plan cu varfurile A(zq,
y1), B(wz,y2) st C(xs,y3) este
1 MO | 1
Anapc =5+ ) 2 2 1 ‘

r3 Y3 1

(2) Aria triunghiului din spatiu cu varfurile A(z1,y1,21), B(x2,y2, 22) si
C(x3,y3,23) este

1 1 Y1 1 2 r1 z1 1 2 Yy =1 1 2
Apapc = 3 T2 Y2 1 + xo 2o 1 + y2 22 1 .
x3 ys 1 x3 z3 1 y3 z3 1

DEMONSTRATIE. Asa cum am vazut in capitolul precedent, aria parale-
logramului construit pe AD si fﬁ este A = ||E X ﬁ || si, prin urmare aria
triunghiului construit pe cele doua segmente orientate, adica AABC, va fi

1
Apapc = 5 ||A-B) X ﬁ”.

Daca A, B si C sunt puncte din spatiu avem
H _ —
E:O?—OA:(xg—ajl)-i+(y2—y1)-j—|—
_> _ —
B:O?fOA:(1:3—931)-i+(y3*y1)'j+

(22 —Zl) E‘

\.?T‘I

(23 —21) -
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si
i
@ X 1@ = T2 — L1 Y2
T3 — 21 Y3
_ Y2 —y1 =22
Ys —yr =3
T2 — 21
T3 — 21

EPERE

Folosind proprietatile determinantilor obtinem

x1
T2 — 21
T3 — 21

T2 — X1
r3 — I

Y2 — 4
Ys — 4

J k
— Y1 22—z
—Y1 23—z
— 21 = Tro —T1 29 — 21 =
— 2 T3 —T1 23— 21
Y2 — 1 7
Ys — 4

(il 1| Lo+Ly | 21 y1 1
y2—y1 O = x2 Y2 1
y3—y1 O | L3+Ly | 23 y3 1

Transforméand in acelasi fel si ceilalti doi determinanti din expresia de mai sus

avem

A ype = L IAB x ACIP

g}

(]

x3

y1 z

+ Y2 22

Ys Zz3

y1 1 ]\?2 r1 21 1 |\?2
y21>+<$2221>
ys 1 x3 z3 1

11\ 2

1>.

1

In final, presupunand ci punctele A, B si C sunt in planul (zOy) deter-

minat de originea O si de vectorii ¢

si j, aceasta formula devine

1 1 y1 1 2 1 oy 1
Apapc = 3 T2 Y2 1 == T2 y2 1
r3 y3 1 x3 y3 1

O

PropozITIA 2.23. Volumul tetraedrului cu varfurile A(z1,y1,21), B(x2,

Y2, 22), C(x3,y3,23) §t D(x4,Ya, 24)

1
Vapcp = 5 ’

este
1 oy oz 1
T2 Yo 22 1 ‘
r3 Y3 23 1|1
T4 Ysa 24 1

DEMONSTRATIE. Volumul tetraedrului construit pe zﬁ, 1@ si E este

1

Vapep = 5

Avem

B:O?—@)l:(m—m)-%w%mfyl)'

(AB, AC, AD)|.

J+ (22 —21) -k,
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ﬁ:O?—O_fl:(acg—xl)-5+(y3—y1)-3+(Z3—Z1)
@:O?—O—fl:(a:4—ac1)-f+(y4—y1)’3+(2’4—21)

si
T2 —T1 Y2 — Y1
VABC’DZE" T3—x1 Y3 — Y1
Tga—2T1 Y4—UY1

Din proprietatile determinantilor rezulta

r1
T2 =21 Y2—Y1 22 —21
T2 — X1
T3 —x1 Y3 —Y1 23 —Z2 |=— T3 — 1
Ty — T — Z4 — Z
4 1 Ya—Y1 2 1 T4 — 1

Ly + Iy T Y1 2z
Ls+Li |22 y2 22
= I3 Y3 23
Ly+ Iy Ty Ys 24
ceea ce Incheie demonstratia.

Z9 — 21
z3 — 21
Z4 — 21
Y1

Y2 — U1
Ys — U1
Ya— U1
1

1

1 )

1

Z1
z9 — 21
23— 2
Z4— 21

-k,
-k

OO O -
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0

ExXeEMPLUL 2.5. Fie punctele A(1,2,1), B(2,1,3), C(-2,1,3) si D(0,2,0).
Sa se calculeze volumul tetraedrului ABC D, aria triunghiului ABCD si dis-

tanta de la punctul A la planul (BCD).
Volumul tetraedrului este

1 211
1 21 31
VABCD—E‘ 513 1|I7L
0 211
z
//‘C
|
| :
B |
N7
v 7N\ D
OAt/C:%I' v
_

Aria triunghiului ABCD este

1 2 1 1 2 2 31 2 1 31 2
AABCDzi' ( -2 1 1 > + ( -2 3 1 ) + ( 1 3 1 > ,
0 2 1 0 0 1 2 01
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adica, Aanpcp =2 - v 10.
Distanta de la punctul A la planul (BCD) este egala cu lungimea h a
inaltimii din A a tetraedrului ABCD. Avem

1

Vapep = 3 h - AaBcp,

de unde rezulta

3-V 3-v10

" Apapep | 20

d(A, (BCD)) = h



CAPITOLUL 3

DREAPTA IN PLAN

Dreapta in plan este studiata cu ajutorul geometriei analitice inca din
clasele liceale. In acest capitol vom reaminti (i uneori demonstra) unele re-
zultate deja cunoscute cititorilor si le vom adauga unele noi, care vor veni sa
completeze studiul acestui subiect.

1. Reprezentari analitice ale dreptelor in plan

O dreapta poate fi determinata in mai multe moduri: cunoscand un punct
de pe dreapta si vectorul ei director, cunoscand doua puncte distincte de pe
drepta sau cunoscand distanta de la originea reperului cartezian considerat la
dreapta gi versorul normal la aceasta. Vom studia in continuare fiecare din
aceste cazuri si vom gasi ecuatiile dreptelor obtinute.

Vom folosi in intregul capitol reperul ortonormat orientat pozitiv R =
(O,B = {i,j}) si axele de coordonate corespunzitoare (Ox) si (Oy).

1.1. Dreapta determinata de un punct si vectorul director. Consi-
deram dreapta (d) pentru care cunoastem punctul My(zg,yo) € (d) si vectorul
v (d),v=a-i+b-j, cua®+b>> 0, care se numeste vectorul director al lui
(d). Consideram M (x,y) un punct oarecare pe dreapta (d). Notam vectorii
de pozitie ai punctelor My si M cu 7y si respectiv 7.

s
Din faptul ca v este vectorul director al dreptei (d) urmeaza ca MM, || v,
adica MMy = XA-9, A € R. Avem

MMy=OM —OMy=r—r¢g=(x—x0) i+ (y —y0) - J

43
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si atunci obtinem conditia necesara si suficienta (in forma sa vectoriald) ca
punctul M (z,y) sa apartina dreptei (d), adica ecuatia vectoriald a dreptei (d):

(d)y:7F=—Tog=X-0, NeR
Inlocuind vectorii 7 — 7o si ¥ In ecuatia vectoriala rezulta
(x—x0) i+ (y—wo) j=Aa-i+X-b-j, ANER

si, mai departe, ecuatiile parametrice ale dreptei (d):

Jr=20+ A0
(Q'{y:ym+Ab , AeR.

Eliminand A intre cele doua ecuatii de mai sus obtinem ecuatia canonica a

dreptei (d):

T—%o Y—Y
d): = .
(d) : — 7
De aici rezulta ecuatia redusd a dreptei (d):

(d):y=m-x+n,

unde m = 2 se numeste panta dreptei (d) sin =y — 2 - Zo.

Deoarece, aga cum am vazut, ecuatia unei drepte este o ecuatie de gradul
1 putem scrie ecuatia generald a unei drepte in plan

(d):A-z+B-y+C=0,

unde A, B gi C sunt constante reale astfel incat A gi B nu se anuleaza simultan
(aceasts ultim conditie poate fi scrisa, A2+ B2 > 0). Se observa ca, in cazul in
care drepta (d) este data prin ecuatia generala, atunci panta sa este m = —%.

OBSERVATIA 3.1. Este evident, din modul in care au fost determinate, ca
toate formele ecuatiei unei drepte in plan deduse aici sunt echivalente.

EXEMPLUL 3.1. S& se scrie ecuatia dreptei (d) din plan al cdrei vector
director este o =4 -7 — 2j stiind ca My(1,1) € (d).
Ecuatiile parametrice ale dreptei (d) sunt

Jx=1+4-A
(d).{ y=1-2.X " AreR.

Ecuatia canonica este

x—1 y-—1

(d) : 1 9

iar cea redusa
(d) 1 N 3
Yy =——= -+ —.
¥y=73 2

Din aceasta ultima ecuatie vedem ca panta dreptei este m = —

N[

In final, ecuatia generala a dreptei (d) poate fi scrisa

(d):z+2-y—3=0.
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1.2. Dreapta determinata de doua puncte distincte. In continuare
fie dreapta (d) ii_gunctele distiﬂ(it_e; Mi(z1,y1) € (d) si Ma(z2,y2) € (d).
Notam cu 71 = OM; si cu 79 = OMs vectorii de pozitie ai celor doua puncte.
Consideram un punct oarecare M (x,y) pe dreapta si 7 = OM vectorul sau de
pozitie.

Din faptul ca punctele My, Ms i M sunt coliniare rezulta ca segmentele
orientate MM, si MiM sunt coliniare, adica MM = A - M;Ms, A € R.
Tinand cont ca

MM=0OM—-OM,=F—7 = (x—x1)-i+@y—u)-J
si

MMy =0OMs —OM; =79 —71 = (x2 —21) -1 + (y2 — 1) - J,
obtinem ecuatia vectoriald a dreptei (d):
(d):7=71+AX-(F2—71), AeR
Folosind in aceasta ecuatie expresiile vectorilor de pozitie in baza B avem
ecuatiile parametrice ale dreptei (d):

x=x1+ A (22 —x1)
d): A eR.
(@) {y=m+A%m—m)’ <

Ecuatia canonica a dreptei (d) se obtine eliminand parametrul A intre cele
doua ecuatii:

Tmy—w Y2 — 1
Ecuatia canonica poate fi pusa si sub forma
S A

d):
() T2 —T1 Y2 — U1

sau, procedand la fel ca in cazul calculului ariei unui triunghi efectuat in
capitolul precedent,

(d) - rT—T1  Y—U

)

z y 1
(d) r1 N 1 =0.
Ty Y2 1
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In sfarsit, ecuatia redusa a dreptei (d) este, in acest caz,

Y2 — Y1 Y2 — Y1
(d):y= T —
To — T1 T2 — T

-x1+ Y1.

OBSERVATIA 3.2. In acest caz de determinare a unei drepte, panta dreptei
va fim= % Daca zo = 1 = a = constant € R atunci ecuatia dreptei va
fi

(d) : © = a = constant € R,
si, astfel, (d) || (Oy).

OBSERVATIA 3.3. Este evident ca, in cazul dreptei determinate de punctele

M si M, vectorul director va fi o = 7o — 71 = (x0 — 1) - i + (Y2 — ¥1) - J.

EXEMPLUL 3.2. Sa se scrie ecuatia dreptei din plan determinata de punc-
tele Mi(1,2) si Ma(—1,3). Sa se determine vectorul director al acestei drepte
sl panta ei.

Ecuatiile parametrice ale dreptei (d) sunt

Jr=1+(-1-1)-A=1—-2-A
(d)'{y:2+(3—2)~)\:2+/\  AeR,
iar ecuatia sa canonica este
z—1 y—2 z—1 y—2
d) : = d): =,
(d) —-1-1 3—2<:>() —2 1
De aici se observa cd vectorul director al dreptei (d) este v = —2 -4 + j.
Ecuatia redusa a dreptei va fi
1 5
d):y=—="- —
(d):y=—5 o+,
deci panta lui (d) este m = —%. Avem si ecuatia generala

(d):z24+2-y—5=0.

1.3. Ecuatia normala a unei drepte. Fie dreapta (d) pentru care cu-
noagtem versorul normal la dreapta, adica vectorul liber n L (d) cu ||n]| =1
§i (7,4) = a € [0, 27). Astfel, versorul 71 va fi dat de

n=cosa-i+sina-j.
Presupunem ca fiind cunoscuta si distanta d(O, (d)) = p > 0 de la originea O
la dreapta (d).
Consideram punctul P € (d), proiectia lui O pe dreapta (d), si avem
HOT%H = p, adica
@:p-ﬁ:p-cosa-f—kp-sina-j.
. . o . . o —}g =77
Acum, un pu_nc>t M (z,y) apartine dreptei (d) daca si numai daca OP L PM,
adica OP - PM = 0. Dar
== - . =
PM =(x—p-cosa)-i+ (y—p-sina)-j
s
OB - PM =0

si atunci avem
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S p-cosa-(r—p-cosa)+p-sina-(y—p-sina) =0
S z-p-cosa+y-p-sina—p? (cos?a+sin’a)=0
de unde rezulta ecuatia normald a dreptei:

(d):x-cosa+y-sina—p=0.

2. Unghiul a doua drepte
Fie dreptele (d) si (d2) in plan date prin ecuatiile canonice

x—m:y—?ﬂ (d2).$—$2_y—y2

al b1 ’ az b2

(3.1) (ds) :

Vectorii directori ai acestor drepte vor fi v1 = a3 i+ by - j si respectiv v =
as-1+bs-j. Cum unghiul ¢ facut de cele doua drepte coincide, in mod evident,
cu unghiul dintre vectorii lor directori, avem

— U1 - V2 ai-az+ by by

cos p = cos(v1, V2) = — 2 _ ‘
ol - Mlo2ll /@ + 03 - /a3 + b3

Avem urmatorul rezultat imediat.

PROPOZITIA 3.1. Dreptele (dy) si (do) date de ecuatiile (3.1) sunt perpen-
diculare daca si numai dacd a1 - as + by - bo = 0.

Asa cum stim, vectorii liberi v si U2 sunt coliniari dacd si numai daca

Z—; = Z—; si atunci avem urmatorul rezultat.

PROPOZITIA 3.2. Dreptele (dy) si (d2) date de ecuatiile (3.1) sunt paralele

sau coincid dacd §i numai dacd 5+ = 2—1.
2 2
In continuare considerim dreptele (dy) si (da) in plan date prin ecuatiile
reduse
(dl):y:ml-:ﬁ—{—nl, (dg)ly:mz'l'—i-ng.
Notam cu ¢; si cu o unghiurile facute de dreptele (dy) si respectiv (dz) cu

vectorul 7 gi cu ¢ € [0, 5] unghiul dintre cele doua drepte.
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Fie {Mi(x1,0)} = (d1) N (Ox) si Ma(z2,y2) un alt punct de pe dreapta

(d1). Atunci panta dreptei va fi m; = -#2—. Proiectdm punctul M pe axa
(Ox) in punctul Ms(x2,0) si, in AM; MyMs, avem

—_—

AL [ M2 Ms|| Y2 o ™
tg 1 = tg(MaM 1 Ms) = —— = =my, daca ¢ €l0,2)

[MyMg]| - *2 =21 2

si
Y2

™
t — =—t = = —my, daca € (z,m|.
g(m —¢1) g¥1 71— 7o my #1 (2 7]

Acum, daca ¢ = § atunci tgp; — oo, dreapta (d;) este perpendiculara pe

axa (Oz) si, In acest caz, are ecuatia (d;) : © = constant adica m; — oo.

In concluzie tg p1 = mq si, analog pentru drepta (dz), avem tg po = ma.
Acum este clar ca avem ¢ = |2 — 1| si, mai departe, obtinem unghiul

dintre cele doua drepte astfel

|tg 2 — tg 1] _ Ima — my|
L+tgor-tgpe 14+mi-mo

tgp =tglp2 — 1| =
Din aceasta formula avem
p=0&mp =mg
si
T
g0:§<:>tgcp—>oo<:>m1‘m2:—1,

adica urmatoarele doua propozitii.

ProroziTiA 3.3. Doua drepte in plan sunt paralele daca si numai daca
pantele lor sunt egale.

ProrozITIA 3.4. Doua drepte in plan sunt perpendiculare daca $i numazi
daca produsul pantelor lor este egal cu —1.

In final, daca avem dreptele

(32) (d1)2A1'33+B1-y+01:0, (d2)1A2'$+BQ-y+CQZO,
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in plan, atunci pantele lor sunt m; = _J% §i respectiv mg = —%2. Prin

Al _ Ay Ay _ Oy

urmare m = my daca si numai daca 5 = z2. Dacd, in plus, % =5 =3

atunci este clar ca dreptele coincid.

PROPOZITIA 3.5. Dreptele (d1) si (d2) date de ecuatiile (3.2) sunt paralele
daca 1 numai daca

A Ay Gy
Bl By Cy
Dreptele (dy) si (d2) coincid daca si numai daca
Ay Ay Oy
Bl By Gy

3. Distanta de la un punct la o dreapta

Fie dreapta (d) in plan data prin ecuatia generala
(dy:A-z+B-y+C=0.
Cautam ecuatia normald a lui (d) de forma
(d):z-cosa+y-sina—p=0.
Aceasta operatiune poartd numele de normalizarea ecuatiei dreptei (d).
Cum cele doud ecuatii determiné aceeasi drepta, avem
coza _ &ga :_%:/\7 AER,
de unde rezultd cosa = A-A, sina = A\-B gi —p = A-C. Din cos® a+sin?a = 1
urmeazi A% - (A2 + B?) = 1, adica A = i\/ﬁ. Astfel
cosa = iL, sina = ii, —p = iL.
VAT T B2 VAT 1 B2 VAT + B

Am obtinut ecuatia normala a dreptei (d):

(d)

A B C
: - T+ Yyt ——==0
VA2 4+ B2 v VA2 + B2 Y VA2 4+ B2
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In continuare, fie punctul My(zo,y0) in plan si notdm cu & = d(Mo, (d))
distanta de la My la dreapta (d). Consideram dreapta (dp) in plan astfel incat
My € (dp) si (do) || (d). Rezulta ca distanta dintre cele doua drepte este egala
cu d si atunci distanta de la O la (dp) va fi egald cu p£0. Din (dp) || (d), avem
ecuatia normald a dreptei (dp):

(do) :x-cosa+y-sina— (p£J)=0.

Acum, din My(zg,y0) € (dp), rezulta xg - cosa + yp - sina — (p £ 6) = 0 de
unde obtinem +0 = x - cosa +y -sina — p, adicd § = |z - cosa +y - sina — p|.
Asa cum am vazut mai sus,
+ A i + B + ¢
COS(x = —_— SInN o = —_—_— —n = [
VA2 + B2 VA2 + B2 g VA? + B?

si, in concluzie, avem formula distantei de la punctul My(xg,yo) la dreapta
(d):A-z2+B-y+C=0

_ |A- 20+ B-yo+C|
VA2 1 B2 '
EXEMPLUL 3.3. Sa se determine distanta de la punctul My(1,2) la dreapta
(d) care trece prin punctele M;(1,0) si Ma(3,—1).
Ecuatia canonica a dreptei (d) este

§ = d(Mo, (d))

r—1 'y

(d) : 5~ 7

iar ecuatia sa generala este
(d:z+2-y—1=0.
Prin urmare distanta cautata va fi

1441 445

4. Fascicule de drepte in plan

DEFINITIA 3.1. Fie dreptele concurente (dy) si (d2) in plan si fie My punc-
tul lor de intersectie. Multimea tuturor dreptelor din plan care trec prin
punctul My se numeste fasciculul de drepte determinat de (dy) si (da).

ProprozITIA 3.6. Ecuatia unei drepte din fasciculul determinat de dreptele
concurente

(d1): A1 2+ B1-y+C1 =0 i (d2):As-z+By-y+Cy=0
este
(d):Oé-(Al'$+Bl-y—i—Cl)—{—ﬁ-(Ag-ZL‘—I-BQ'y—i-CQ):0,

unde « si B sunt doi parametri reali oarecare.
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DEMONSTRATIE. Fie My(z,y0) punctul de intersectie al dreptelor (d;) si
(do) sifie (d): A-xz+ B-y+ C = 0 o dreapta din fasciculul determinat de
(d1) si (d2). Atunci coordonatele punctului My verifica sistemul format din
ecuatiile celor trei drepte

Ai-x + By = —C)
Aoz + Bz-y = —(Cy s
Az + By = -C
A1 By
a carul matrice asociata este £ = Ay By cu rang F < 2. Matricea
A B
Ay By —Cy
extinsd a sistemului este F = Ay By —C9 |. Deoarece acest sistem
A B -C

este compatibil urmeazi ci rang E = rang F < 2, adici det E = 0. Din
proprietatile determinantilor rezulta ca linia a treia a acestui determinant este
o combinatie liniara a celorlalte doua, adica exista «, 8 € R astfel incat

A:a'Al‘i‘BA% B:a'B1+5'B27 C:CV'Cl‘i’B'C%
ceea ce Incheie demonstratia. O

EXEMPLUL 3.4. Sa se gaseasca dreapta din fasciculul determinat de (d) :
r+y—2=0¢i(d) : 2-2—y = 0 care este perpendiculard pe dreapta
(dg):2-z+y—1=0.

Mai intai vom verifica daca una din dreptele (d;) sau (dz2) este perpendi-
culara pe (d3). Panta dreptei (ds) este mg = —2, iar pantele dreptelor (d;) si
(d2) sunt m; = —1 i respectiv mg = 2. Cum doua drepte sunt perpendiculare
daca si numai daca produsul pantelor lor este egal cu —1 rezulta ca nici (d;)
si nici (dz) nu sunt perpendiculare pe (ds3).

In continuare fie o dreaptd oarecare (d) din fascicul:

(d)a(a:+y—2)—|—ﬂ(2m—y):0, Oé,,BER.

Deoarece nici una din dreptele (d;) si (d2) nu este dreapta cautata atunci
a # 05 B #0. Astfel ecuatia dreptei (d) poate fi scrisa

(d):z+y—2+X-2x—y) =0 2-A+1)-z—A—-1)-y—2=0,
(

unde A\ = g € R. Prin urmare panta lui (d) este m = 2}\)‘_? si (d) L (ds) daca
si numai daca

2-A+1
myg=—-1le 2. 200" — 1
m-ms )\ 1
adica A = —1. Am obtinut ecuatia dreptei ciutate:

d):—z+2-y—2=0.






CAPITOLUL 4

PLANUL SI DREAPTA IN SPATIU

Acest capitol este dedicat studiului planului si dreptei privite ca submul-
timi ale spatiului. Determinarea ecuatiilor acestora, a proprietatilor lor geo-
metrice atunci cand le sunt cunoscute ecuatiile, gasirea unor formule de calcul
pentru distante in spatiu sunt cateva dintre problemele pe care le vom rezolva
in continuare.

In general, In acest capitol, vom folosi reperul ortonormat orientat pozitiv
R = (0,B = {i,j,k}) si axele de coordonate corespunzitoare (Oz), (Oy) si
(Oz).

1. Reprezentari analitice ale planului

1.1. Planul determinat de un punct si vectorul normal. Fie planul
(P) in spatiu, pentru care cunoastem punctul My(zo, yo, 20) € (P) si vectorul
N a carui directie este perpendiculara pe (P), numit vector normal la plan,
datde N=A-i+B-j+C -k, cu A2 4+ B? + C? > 0 (pe scurt N(A, B,C)).
Consideram un punct oarecare M (x,y, z) € (P). Notam cu 7y si 7 vectorii de
pozitie ai punctelor My si respectiv M si avem

— _ _ _ — _ _ _
To=0My=x9-i+yo-j+z20-k, T=0OM=x-i+y-j+2z-k.

o —
Acum, conditia M € (P) este echivalentda cu N L MyM si, mai departe,
cu N - MgM = 0. Deoarece

MQM:OM*OMQ:F*’FO:(:Efxo)-g+(y*y0)'j+(2*20)-k

53
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am obtinut ecuatia vectoriald a planului (P):
(P):N-(f—7)=0

Inlocuind vectorii N si 7—7g cu expresiile lor in baza B = {i, j, k} avem ecuatia
canonicd a planului (P):

(P):A-(x—x0)+B-(y—yo) +C-(2—2)=0.
Notand D = —A-xy — B -yo — C - 29, rezulta ecuatia generala a planului (P):
(P):A-z2+B-y+C-z+D=0.

Cazuri particulare. In continuare vom pune in evidenta, cu ajutorul ecuatiei
generale a unui plan, cateva cazuri particulare importante, si anume cazul in
care originea reperului cartezian apartine planului si cazurile cand planul este
paralel cu unul din planele de coordonate.
(1) Daca punctul O(0,0,0) apartine planului (P) : A-2+B-y+C-z+D =
0, atunci urmeaza ca D = 0 si ecuatia lui (P) este, In acest caz,

(P):A-z2+B-y+C-z=0.

(2) Daci (P) || (zOy) atunci, evident, vectorul k(0,0,1) este normal la
planul (P) si ecuatia acestuia devine

(P):z+D =0.

(3) Daca (P) || (xOz) atunci vectorul normal la (P) poate fi considerat
7(0,1,0) si ecuatia planului este

(P):y+D=0.

(4) Daci (P) || (yOz) atunci i(1,0,0) este normal la plan si atunci acesta
va avea ecuatia

(P):z+D=0.

EXEMPLUL 4.1. Sa se determine ecuatia planului (P) stiind ca (P) || (Oz)
si Ml(l, 2, 1),M2(1, —1, 1) S (P)

Cautam ecuatia planului in forma sa generala (P) : A-z+B-y+C-z+D = 0.
Un vector normal la plan va fi N(A4, B, C). Deoarece (P) || (Oz), urmeaza ca
N L k, adica N - k = 0, de unde obtinem C' = 0. Impunand ca M; € (P) si
M € (P), rezulta

A+2B+D=0
A-B+D=0

Matricea acestui sistem are rangul egal cu 2 si putem alege ca necunoscute
principale A si B, obtindnd B = 0 si A = —D. In concluzie avem ecuatia
planului (P):

(P):=D-24+D=0&(P):z—1=0.

Se observa si ca planul (P) este paralel cu planul (yOz).
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1.2. Planul determinat de un punct si doi vectori necoliniari.
Consideram planul (P) pentru care cunoagtem un punct My(xo, Yo, z0) € (P)
si doi vectori liberi ©(ai,b1,c1) || (P) si v2(az,be,c2) || (P) avand directiile
paralele cu planul.

Atunci un punct oarecare M (z,y,z) apartine planului (P) daca si nu-

. o e TR . . . o . . o
mai daca vectorii MyoM, v; i U2 sunt coplanari, adica, daca si numai daca
(M()M,Q_}l,l_}g) =0.

Folosind

MoM =OM —OMy =7 —7g = (x —x0) i+ (y —yo) - j+ (2 — 20) - k,
— _ _ _ — _ _ _
unde r=0M =z-i4+y-j+z-ksito=0My=x0-1+yo-j+ 20k sunt
vectorii de pozitie ai punctelor M si respectiv My, obtinem ecuatia vectoriala
a planului:
(P) : (7 — 70, 01,02) = 0.

De aici rezulta ecuatia canonicd a lui (P):

T—Zo Y—Y =<z2—20
(P): ay by c1 =0.
as bo 2

1.3. Planul determinat de trei puncte necoliniare. Mai intai avem
urmatorul rezultat, cunoscut inca din lectiile de geometrie sintetica din clasele
gimnaziale.

ProOPOZITIA 4.1. Trei puncte necoliniare din spatiu determind in mod unic
un plan, adica exista un singur plan care contine cele trei puncte.

In continuare considersm planul (P) in spatiu determinat de punctele
necoliniare M (z1,y1,21), Ma(x2,y2, 22) s Ms(x3,ys, z3) si fie punctul M (z,
y,z) € (P). Aceasta ultima conditie este echivalenta cu faptul ca segmentele

orientate M1 M, My My si M7 Ms sunt coplanare. Conditia de coplanaritate a
celor trei segmente orientate este

(MM, My Ms, My Ms) = 0.
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Z

X

S o s P
Daca notam cu 7 = OM, 71 = OMy, 7o = OMs si 73 = OM3 vectorii de
pozitie ai punctelor M, My, M si respectiv M3, avem

MM =0OM—-0OM,=7F—F=(x—x1)-i+@y—w) j+(z—2) -k,

MlMQZOMQ—OMl:772—771:(xg—ml)'g‘f‘(yQ_yl)'j+(22—21)‘]€,

M1M3:OM;;—OM1:f—ﬁ:(:L’3—l’1)'g+(y3—y1)'j+(23—21)‘];7

si atunci, din conditia de coplanaritate, obtinem ecuatia vectoriala a planului
(P) determinat de trei puncte necoliniare:

(P) : (77—771,772 —771,773—771) = 0.

Folosind expresia analitica a produsului mixt avem ecuatia canonica a planului
prin trei puncte necoliniare

z y =z 1
r—x1 Y—ypr <2—2 ooy oz 1
| X2—T1 Y2— Y1 R2— 21 | = : =0,
(P) v2—y 0e @) 0T =0
T3 —T1 Y3 —Yr 23— 21
x3 ys =23 1

unde am folosit aceeagi metoda pentru transformarea determinantului ca In
calculele similare efectuate in capitolul Repere.

OBSERVATIA 4.1. Aceasta ultima forma a ecuatiei unui plan poate fi obti-
nuta si astfel: consideram tetraedrul M M; Mo Ms al carui volum este

z y =z 1
r1 y1 o211
T2 Y2 22 1
x3 ys z3 1

1
V=—_.
6

Este clar ca punctele sunt coplanare, adica M € (P), daca si numai daca
tetraedrul este degenerat, adica volumul sau se anuleaza.

OBSERVATIA 4.2. Un caz particular interesant este cel al planului determi-
nat de intersectiile sale cu axele de coordonate. Presupunem ca planul (P) este
determinat de punctele M;(a,0,0), M2(0,b,0) si M3(0,0,c). Atunci ecuatia
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sa este

T o

(P) =0,

O O Q8
o O O W
g -

0

iar, dupa calculul determinantului, obtinem ecuatia planului prin taieturi:

r Yy z
P):—+=4+--1=0.
(P) a + b + c

Se observa, folosind ecuatia generala a unui plan, ca un vector normal la (P)
este N(%, %, %)

EXEMPLUL 4.2. Sa se determine ecuatia planului care trece prin punctele
Ml(]-a 27 3)7 M2(1a 1’ 1) §1 M3(Oa 2a 0)

Ecuatia planului cautat este

(P) : =0 (P):3-24+2-y—2—4=0.

O = =8
N~ N
O = W
—_ = =

1.4. Ecuatia normald a unui plan. Fie planul (P) pentru care cu-
noagtem versorul normal, adicd vectorul normal la plan 7 L (P) cu ||| =1

si (7,1) = a € 0,7, (7,7) = B € [0,7] si (7, k) = € [0,7]. Prin urmare, asa
cum am vazut in capitolul Repere, versorul n va fi

n=cosa-i+cosfB-j+cosy-k,

unde cos? a + cos? B + cos?y = 1. Presupunem ci este cunoscuta si distanta
d(O, (P)) =p > 0 de la originea O a reperului cartezian la plan.

=
S|

\'\
<

—
Consideram proiectia My € (P) a lui O pe plan si avem ||OMy| = p si,
apoi,

___) — — -
OMy=p-n=p-cosa-i+p-cosfB-j+p-cosvy-k.
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—
Un punct M(z,y,z) apartine planului (P) daca si numai dacd OM, L

W, adicéO—M;-Wzo. Dar
W:(x—p~cosa)-E—l—(y—p-cosﬁ)'j—i—(z—p-cos'y)-l_f:

si avem .

OMy - MgM =0
S p-cosa-(x—p-cosa)+p-cosfB-(y—p-cosfB)+p-cosy-(z—p-cosy) =0
S z-p-cosa+y-p-cosf+z-p-cosy—p*-(cos®a+ cos? B+ cos?y) =0,
de unde rezulta ecuatia normald a planului (P):

(P):z-cosa+y-cosfB+z-cosy—p=0.

1.5. Pozitia relativa a doua plane. Consideram urmatoarele doua
plane date prin ecuatiile lor in forma generala

(Pl) : Al-x+Bl-y+C’1-z—|—D1 =0 si (PQ) : AQ-JT—FBQ-y—{—CQ-Z—l-DQ =0.
Un punct M(z,y, z) apartine ambelor plane daca si numai daca sistemul

Ay-x+B1-y+Cy-z24+4D1 =0
Ay x+By-y+Co-24+Dy=0

este satisfacut de coordonatele sale. Matricea acestul sistem este

A Ar B1
o Ay By (9 ’

Ay By C1 —Dy
Ay By Cy —Dy
temul nu poate fi compatibil determinat, adica doua plane nu se pot intersecta
intr-un singur punct.

Acum, daca rangul matricei A este egal cu 1 rezulta ca ﬁ—; = % = % Daca,

in plus, % = % atunci avem si rang A = 1, sistemul are o infinitate de solutii,

iar matricea extinsa A = < . Deoarece rang A < 3, sis-

si, deoarece rezulta ca planele au aceeasi ecuatie, ele coincid. Daca ﬁ—; # g—;
atunci rang A = 2 # rang A si sistemul este incompatibil, prin urmare planele
nu au nici un punct comun, adica sunt paralele.

Daca rang A = 2 atunci avem si rang A = 2, deci sistemul este compatibil
nedeterminat. In acest caz planele vor avea in comun cel putin o dreapta.
Daca planele ar avea In comun mai mult de o dreapta atunci, evident, ar
coincide, dar am vazut cd, In acest caz rang A = 1, ceea ce reprezinta o
contradictie. Prin urmare planele au in comun o dreapta si numai una.

PrROPOZITIA 4.2. Planele (Py) si (P2) coincid dacd si numai dacd
Ay . By . & - Dy
Ay By Cy Dy
sunt paralele daca si numai dacd

A, B C,Di

Ay By Cy Dy
st se intersecteazd dupd o dreptd in orice alta situatie.
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OBSERVATIA 4.3. Consideram un al treilea plan (P3) : A3 -x + Bsg -y +
Cs3 - z+ D3 = 0 si cautam punctele de intersectie ale celor trei plane. Aceste
puncte (coordonatele lor) trebuie sa verifice sistemul

A2+ B1-y+CL-24+D1=0
Ay x+By-y+Cy-2+Dy=0 ,
As-x+Bs-y+Cs-24+D3=0
care are o singura solutie, adica este compatibil determinat, daca si numai
daca

A By 4
As By Cy |#0.
A3 Bz Cs

Prin urmare cele trei plane se intersecteaza intr-un punct daca si numai daca
este verificatd conditia de mai sus.

1.6. Unghiul a doua plane. Fie planele (P;) si (P») care se intersec-
teazi dupa dreapta (d). In planul (P;) consideram dreapta (d; ) perpendiculari
pe (d) cu (dy) N (d) = {Mp}. In planul (P,) considerim dreapta (ds) astfel
incat (dg) 1 (d) siM e (dQ)

Unghiul dintre planele (P;) si (P2) se noteaza ((P1/)7-<\P2)) si este unghiul
facut de dreptele (d1) si (d2) definite mai sus. Se verifica ugor ca unghiul dintre
doua plane este bine definit. adica nu depinde de alegerea celor doua drepte.

(By) —

OIN1 )
N> ¢ (d)
\(dl)
(p))

In continuare presupunem ci planele (Py) si (P2), date prin ecuatiile lor
generale:

(Pl) A1 e+ Bry+Cr-z+4 D1 =0 i (PQ) : AQ'ZL‘+BQ'y—|—CQ'Z+D2 =0,

fac un unghi ®. Consideram vectorii normali la cele dgué plane N; (A1, B1,Ch)
§i respectiv No(Az, Bz, C2). Atunci unghiul dintre N; si vectorul director vy
al dreptei (d2) este/%\— ¢ dacd ¢ < § sau p — 5 dacd ¢ > 5. Cum Ny L vy,
rezultd imediat (Ni, No) = ¢, adicd unghiul ficut de cele doua plane este
congruent cu unghiul dintre vectorii normali. Prin urmare acest unghi este

dat de
— Nl-Ng A1 -Ay+ By -By+Cp-Cy
cos((Pr), (P2)) =cosp = —= - = .
[N -[[IN2]l /AT + B + CF - /A3 + B3 + C3
DEFINITIA 4.1. Spunem ca planele (P;) si (P,) sunt perpendiculare si
scriem (Pp) L (P) daca unghiul dintre ele are masura 7.
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OBSERVATIA 4.4. Evident doua plane sunt perpendiculare daca si numai
dacéa vectorii lor normali sunt perpendiculari, adica daca si numai daca

A1 -Ay+ By -By+Cy-Cy=0.
2. Distanta de la un punct la un plan
Consideram planul (P) dat prin ecuatia generala
(P):A-x2+B-y+C-2+D=0.
In continuare vom normaliza aceasti ecuatie. Fie ecuatia normali a lui (P)
(P):x-cosa+y-cosf+z-cosy—p=0,

unde cos? o 4 cos? 4+ cos? 7 = 1. Cele doua ecuatii determinand acelasi plan,
rezulta

cosa  cosf  cos7y P
= = = —— = R
A~ B C p=N reER
de unde obtinem cosa = A- A, cosf = A-B,cosy=A-Csi —p=A-D.
Din cos?a + cos? B + cos?y = 1 urmeaza \? - (A2 + B? + C?) = 1, adica

A:iﬁ. Astfel, avem
A B
cosq = =+ , cosf=d= )
1/142_1_32_1_6’2 1/142_+_B2_1_C’2
C D
cosy ==

, —p =+ .
1/142_‘_B2_‘_C’2 p ‘/A2_|_BQ_|_02

Am obtinut ecuatia normala a planului:

1
(P):,/z 2 2
A2+ B2+ C

“(A-z2+B-y+C-z+D)=0.

X

In continuare, fie punctul My(zo,yo, 20) in spatiu. Fie § = d(My, (P))
distanta de la punctul My la planul (P). Consideram planul (Py) astfel incat
My € (Po) st (By) || (P). Rezulta ca distanta dintre cele doud plane este
egala cu ¢ si, astfel, distanta de la O la planul (Py) va fi egald cu p £ 4. Din
(Po) || (P), obtinem ecuatia normala a lui (Pp):

(Py) :x-cosa+y-cosfB+z-cosy— (p£d)=0.
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Din My(x0,yo, 20) € (Po), rezulta xq-cosa+yo-cos B+ zp-cosy— (p+d) =0,
de unde urmeaza £ = xg - cos o + yg - cos 8 + zp - cosy — p, adica
d = |xg-cosa+yp-cos P+ zg - cosy — pl.

Din ecuatia normalizata a planului (P) avem

A B
cosq = &+ , cosf=d= )
1/142_1_32_1_6’2 1/142_+_B2_1_C’2

C . D
Vi iC VRt iC

si, In final, formula distantei de la punctul My(zo, yo, 20) la planul (P):
A z0+ B -yo+C -2+ D|
VAZ L B2 1 (C? '

3. Fascicule de plane

cosy = *

6 = d(Mo, (P))

DEFINITIA 4.2. Fie planele (P)) si (P) care se intersecteaza dupa dreapta
(dp). Multimea tuturor planelor care contin dreapta (dp) se numeste fasciculul
de plane determinat de (P;) si (P2). Dreapta (dy) se numeste aza fasciculului
de plane.

PrROPOZITIA 4.3. Ecuatia unui plan din fasciculul de plane determinat de
(P1): A2+ B1-y+Ci1-24D1 =0 si (P2):As-2+By-y+Co-2+Dy =0

unde rang( ﬁ; g; g; > = 2, este
(P):a-(A1-2+B1-y+Ci1-2+D1)+5-(Ay-x+Ba-y+Co- 2+ Dy) =0,
unde « si B sunt doi parametri reali oarecare.

DEMONSTRATIE. Fie (dy) dreapta de intersectie a planelor (Py) si (P») si
fie (P): A-x+B-y+C-z+ D = 0 un plan din fascicul. Atunci coordonatele

oricarui punct de pe dreapta (dp) verifica sistemul format din ecuatiile celor
trei plane

Ai-x + By + Ci-z= —D;
As-x 4+ Bo-y 4+ Cy-z2= —Dy |
A2 + By + C-z= -D
Ay By C;
a carul matrice asociata este £ = Ay By (9 cu rang F' < 2, deoarece
A B C

daca rang E = 3 atunci planele s-ar intersecta intr-un punct. Matricea extinsa
Al Bl 01 —D1

a sistemului este F = Ay By C —Ds |. Sistemul fiind compatibil
A B C -D

nedeterminat (coordonatele tuturor punctelor de pe drepta (dp) il verifica)

rezultd cd rang F = rang E < 2. Obtinem astfel c& orice linie a matricei £

este o combinatie liniara a celorlalte doua, adica exista «, 8 € R astfel incat

A:a'A1+BA27 B:Ol'Bl+ﬁ'B2,
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C=a-Ci+p-Cyy D=a-Di+ - Dy,

ceea ce incheie demonstratia. U

EXEMPLUL 4.3. Sa se determine ecuatia planului care contine dreapta de
intersectie a planelor (Py):zx+y+2+1=0si (P2):2-2—y+2-2+3=0
si este perpendicular pe planul (P3):x4+2-y+3-2—1=0.

Planul cautat (P) face parte din fasciculul de plane determinat de (P;) si
(P2), deci ecuatia sa va fi

(P):a-(z4+y+2z+1)+p- 2 2—y+2-243)=0,0,8 € R.

Mai intai vom verifica daca unul din planele (P;) sau (P;) este chiar planul
cautat. Pentru aceasta sa ne reamintim ca doua plane sunt perpendiculare
daca si numai daca vectorii lor normali sunt ortogonali. Vectorii normali ai
planelor (Py), (P2) si (Ps) sunt N1(1,1,1), No(2, —1,2) si respectiv N3(1,2,3).
Avem Ny - N3 = 6si Ny- N3 = 6, adica Ny sau Ny nu sunt ortogonali pe N3 si,
astfel, nici (P;) sau (P3) nu sunt perpendiculare pe planul (P3). Prin urmare
in ecuatia lui (P) avem « # 0 gi 8 # 0, iar aceasta ecuatie se poate scrie

(P):z+y+z+1+A-(2-2—y+2-2+3)=0,
unde A = g, si, mai departe,
(P):2-A+1)-z2+(1-XN)-y+2-A+1)-2+3-A+1=0.
Din aceasta ecuatie rezulta ca vectorul normal la planul (P) este N2 A+
1,1 —=X2- A+ 1) si, impunand (P) L (P3), adicdi N L N3, avem
N-N3=0&6-A+6=0,
de unde obtinem A = —1 si ecuatia planului cautat

(P):—zx+4+2-y—2—2=0.

4. Reprezentari analitice ale dreptei in spatiu

Ca si In cazul dreptei in plan, o dreapta in spatiu poate fi determinata in
mai multe moduri: cunoscand un punct si vectorul director, cunoscand doua
puncte distincte de pe dreapta sau ca intersectie a doua plane.

4.1. Dreapta determinata de un punct si vectorul director. Con-
sideram dreapta (d) in spatiu pentru care stim punctul My(xg, o, 20) € (d) si
vectorul director o =a-i+b-j + c- k. Fie punctul oarecare M (x,y, z) de pe
dreapta (d). Notam vectorii de pozitie ai punctelor My si M cu 7 si respectiv
" . . . . T

Punctul M apartine dreptei (d) daca si numai daca MM || v, de unde

MMy=X-v, A € R. Avem
MMy =OM —OMy =7 —rg=(x—x0) i+ (y—yo) j+ (2 —20) k

si atunci obtinem ecuatia vectoriald a dreptei (d):

(d):F=7o+A-0, AeR
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Inlocuind 7, 7o si ¥ In aceasta ecuatie, rezulta
(x—20) i+(y—wo) j+(z—2)k=Xa-i+X-b-j+Ack, MNER,
si apoi ecuatiile parametrice ale dreptei (d):

r=x0+A-a
(d): y=yo+A-b , AeER
z=2z0+A-cC

Eliminand A intre ecuatiile de mai sus rezulta ecuatiile canonice ale dreptei

(d):

T — X0 Y—1Yo Z— 20
d: = = .
(d) a b c

In final, din ecuatiile canonice putem determina si ecuatiile reduse ale unei
drepte in spatiu:

r=oa-z+p
d) : R
() {y:BZ_‘_q ’ a)ﬁvpvqe ’

undea:%,ﬂzg,p:xo—a'zo siqg=yo— B 2o.

OBSERVATIA 4.5. Facand z = 0 in ecuatiile reduse rezulta x = p si y = q,
adica se obtine punctul M (p,q,0), de intersectie dintre dreapta (d) si planul
de coordonate (zOy).

4.2. Dreapta determinata de doua puncte distincte. Consideram
dreapta (d) in spatiu pentru care stim punctele Mj(x1,y1,21) € (d) s Ma(z2,
o _ . _ .. e
Y2, 22) € (d). Notam cu 71 = OM; si cu 7o = OM, vectorii de pozitie ai celor
o . . . T
doud puncte. Fie un punct oarecare M (x,y, z) pe dreapta si 7 = OM vectorul
sau de pozitie.
Din faptul ca punctele My, Ms i M sunt coliniare rezulta ca segmentele
. . .. .o T —
orientate MMy si M1 M sunt coliniare, adica MM = X - MMy, A € R.
Tinand cont ca

MlM:OM*OMlsz’Fl:(:Efxl)-gjL(y*yl)'ij(Z*Zl)-k
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si
MMy =OMy —OMy =7y — 7y = (2 —x1) i+ (Y2 —y1) - J + (22 — 21) -
avem ecuatia vectoriala a dreptei:

(d):T=r1+X-(F2—71), AER

ol

Tglgcuind in aceasta ecuatie vectorii de pozitie cu expresiile lor in baza B =
{i,7} obtinem ecuatiile parametrice ale lui (d):

r=x1+ A\ (x2 — 1)
(d): ¢ y=y+X-(y2—wm) , AeR
z=2z1+ A (22— 21)

Ecuatiile canonice ale dreptei (d) rezultd eliminand parametrul A intre cele
trei ecuatii:
Tr—T Yy— U Z—Z1
(@) S I

T2 — X1 Y2 — U1 z22 — 21

OBSERVATIA 4.6. In cazul dreptei determinate de punctele M; si My vec-
torul sau director va fi v =7y — 7y = (w2 — 1) - i+ (y2 —y1) - j + (220 — 21) - k.

4.3. Dreapta de intersectie a doua plane. Consideram dreapta (d),
de intersectie a planelor (P) : Ay -x+ By -y+C1-2+4+ D1 =051 (P) :
As -z + By -y+ Cy - z+ Dy = 0. Ecuatiile acestei drepte vor fi

(d) A1-$+B1'y+01'Z+D1:0
' Ay x+By-y+Co-z+Dy=0"

A1 By 01
A2 By 02
(Py) si (P2) nu pot fi paralele sau confundate. Aceste ecuatii poarta numele
de ecuatii generale ale dreptei (d).

Una dintre problemele principale privitoare la dreptele din spatiu date prin
ecuatiile generale este cea a determinarii vectorului director al acestei drepte.
Aceasta chestiune o vom rezolva in continuare.

Deoarece (Pl) N (PQ) = (d), daca Nl(Al,Bl,Cl) si NQ(AQ,BQ,CQ) sunt
vectorii normali la planele (P;) si respectiv (P»), iar v(a,b,c) este vectorul

unde rangul matricei A = < ) este rang A = 2, deoarece planele
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director al dreptei (d), atunci rezultd Ny L v si Ny L 9, adica vectorul v are
directia perpendiculara pe planul determinat de vectorii N1 si No.

Dar, prin definitie, produsul vectorial Ny X Ny are directia perpendiculara
pe acest plan. Prin urmare avem v || (N7 x N3). Calculand

o i gk
Ny xNy = | A4 By (4
Ay By (o
| B O Ay Gy [T Ay By |
obtinem ecuatiile din care se determina coordonatele vectorului v(a, b, ¢):
a B b B c
By Gi|  |A G| A B
By (9 Ay Cs Ay Bo

EXEMPLUL 4.4. Sa se determine proiectia dreptei

J224+y—2+1=0
@:{ 2

pe planul (P):z+y+2-2=0.

Dreapta (d) este intersectia a doud plane avand vectorii normali Ny (2,
1, —1) si respectiv No(1, 1, —2). Vectorul director  al dreptei (d) este ortogonal
pe ambii vectori normali i, prin urmare, este coliniar cu produsul lor vectorial.
Avem

o ik )
NixNo=|2 1 =1 |=—i+3-5+k
11 =2
si, putem considera, v(—1, 3,1). Pentru determinarea unui punct de pe dreapta
consideram z = 0 gi, inlocuind in ecuatiile lui (d) obtinem y = -2, z = —1,

adica punctul My(0,—-2,—1) € (d).

Acum, avem vectorul normal N(1,1,2) la planul (P) si, deoarece v }f N,
urmeaza ca dreapta (d) nu este perpendiculara pe plan. Astfel proiectia lui
(d) pe planul (P) este o dreapta pe care o vom nota (d'). Putem gandi aceasta
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dreapta ca fiind intersectia dintre planul (P) si planul (P’) care contine dreapta
(d) si este perpendicular pe (P). Datorita faptului ca (d) € (P') rezulta ca
acest plan face parte din fasciculul de plane care are axa (d). Astfel ecuatia
sa va fi

(PY:a-2-2+y—2+1)+8-(x+y—2-2)=0, «o,B€R.
Deoarece N Jf N1 si N || Na, rezultd ca planele a ciror intersectie este (d) nu
sunt perpendiculare pe (P), adica (P') # (P1) si (P') # (P2) si a # 0, 8 # 0.
Atunci putem scrie ecuatia lui (P’) sub forma

(PY:2-z24y—z4+14X-(z+y—2-2)=0,
adica
(PYy:A+2)-2+A+1)-y—(2-A+1)-2+1=0,
unde A = g € R. Vectorul normal la planul (P’) va i N'(A+2,A\+1, —=2-A—1).
Planul (P’) este perpendicular pe (P) daca si numai daca vectorii lor normali

sunt perpendiculari, adicd N-N’ = 0, de unde obtinem A = % Rezulta ecuatia
lui (P')

5 3

sau, echivalent,
(PY:5-2+3-y—4-2+2=0.
In final, avem ecuatiile generale ale proiectiei dreptei (d) pe planul (P):

(d) - r+y+2-2=0
"l 5rx+3-y—4-24+2=0

5. Unghiul a doua drepte

Ca gi in cazul plan, unghiul dintre doua drepte in spatiu se determina ca
fiind unghiul dintre vectorii lor directori. In continuare consideram dreptele
(d1) si (d2) in spatiu date prin ecuatiile canonice

r— y—uy zZ— 2z T — T2 Yy—192 Z— 22
dy) : = = da) : = = .
( 1) a]_ b]_ C]_ b ( 2) a2 b2 02

Vectorii directori ai acestor drepte vor fi 01 (a1, by, c1) si respectiv va(asg, ba, c2).
Atunci unghiul ¢ facut de dreptele (d;) si (d2) este dat de
cos & COS(ﬁ) U1 - Ug ai-as +by-by+cy-eo
= 1 2 = — — = .
’ [oull - [lo2ll /a3 + 02 + 2 - /a3 + b3 + 3

In final avem urmatoarele doua cazuri particulare importante.

PROPOZITIA 4.4. Dreptele (d1) si (d2) sunt perpendiculare daca $i numai
daca
ai-as +by by +c1-c0=0.
PROPOZITIA 4.5. Dreptele (dy) si (d2) sunt paralele daca i numai daca
a b o
ay by o
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6. Unghiul dintre o dreapta si un plan

Fie dreapta (d) : ¥ = Y550 = =20 gj planul (P) : A-x+B-y+C-2+D =
0. Vectorul director al dreptei va fi %(a, b, ), iar cel normal la plan N (A4, B, C).

Unghiul dintre dreapta (d) si planul (P) este, prin definitie, unghiul dintre
dreapta si proiectia ei pe plan. Daca notam acest unghi cu ¢ € [0, §] atunci
este clar ca unghiul dintre vectorul director al dreptei (d) si cel normal la
planul (P) va fi § — ¢.

Prin urmare unghiul ¢ se determina din
N a-A+b-B+c-C
ol - IV Va2 +b2+c2- VAT + B2+ C%

Din aceasta formula obtinem imediat urmatoarea propozitie.

) T
sin ¢ = cos (5 — gp)

PROPOZITIA 4.6. Dreapta (d) este paraleld cu planul (P) daca si numai
daca

a-A+b-B+c-C=0.

Este evident ca o dreapta este perpendiculara pe un plan daca si numai
daca vectorul sau director este paralel cu vectorul normal la plan.

PROPOZITIA 4.7. Dreapta (d) este perpendiculara pe planul (P) daca si
numai dacd

7. Pozitia relativa a unei drepte fata de un plan
Fie planul (P): A-2+ B-y+C-z+ D = 0 si dreapta
(d) A1'$+Bl'y+01-Z+D1:O
' Ay -2+ By-y+Cy-2+Dsy=0"

A B C

unde matricea ( Ay By Cy > are rangul egal cu 2.



68 PLANUL SI DREAPTA IN SPATIU

Un punct din spatiu apartine si dreptei si planului daca si numai daca are
drept coordonate o solutie a sistemului format din ecuatiile acestora:

Az + By + C-z = =D
Az + Brry + Ci-z = =Dy
As-z + Boy + Cy-z = —Dsy
A B C
Matricea acestui sistem este E = | A; By C; |, curangE € {2,3}, iar
Ay By (o
A B C -D
matricea extinsi este F = Ay By Ci1 —D; |. Dacarang E = 3 atunci

A2 BQ 02 —D2

sistemul este compatibil determinat si dreapta (d) intersecteaza (”inteapa”)
planul (P) intr-un punct. Daci rang £ = rang E = 2 atunci sistemul este com-
patibil nedeterminat, adica dreapta si planul au mai mult de un punct comun
i, prin urmare, dreapta este continuta in plan. In sfarsit, daca rang £ = 3 si
rang £ = 2 sistemul este incompatibil, ceea ce inseamna ca dreapta (d) este
paralela cu planul (P).

In aplicatii este preferabil ca pentru studiul pozitiei relative a unei drepte
fata de un plan sa folosim ecuatiile parametrice ale dreptei si pe cea generala
a planului. Astfel, daca ecuatiile parametrice ale dreptei (d) sunt

r=x9+a- A
(d): y=yo+b- X , NER,
z=2z04+c-A

atunci coordonatele unor eventuale puncte de intersectie ale dreptei cu planul
(P) vor fi date de sistemul

r=xz0+a- A

Yy=yo+b-A

z=2z2p4+c-A

A-2+B-y+C-2+D=0
care are solutii daca si numai daca ecuatia

(a-A+b-B+c-C)-AN+A-z9+B-y+C-2+D=0

are solutii. Daca ecuatia are o singura solutie \g atunci dreapta inteapa planul
in punctul M(z = xo+a- X,y = yo +b- Ao,z = 20 + ¢ Ag). Daca ecuatia
are mai mult de o solutie, atunci are o infinitate si dreapta este continuta in
plan, iar daca nu are nici o solutie atunci dreapta este paralela cu planul.

EXEMPLUL 4.5. Se dau dreptele

z—1 z—1 r+y—1=0
_ Y si (dz)i{ v

) 5= =473 T+y—2+2=0

(1) Sa se determine elementele geometrice ale celor doua drepte, adica
vectorii lor directori si cate un punct de pe fiecare dintre ele.

(2) Sa se determine pozitia relativa a celor doua drepte si distanta dintre
ele.
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(3) Sa se determine proiectia originii O, a reperului, pe dreapta (d2).
(4) Sa se determine simetricul punctului O fata de dreapta (ds) si distanta
de la O la (da).

(1) Dreapta (dy) este data prin ecuatiile canonice i, prin urmare, un punct
de pe dreapta este M;(1,0,1), iar vectorul sau director este v1(3,4,2).

Dreapta (dg) este data prin ecuatiile sale generale, adicd, din punct de
vedere geometric, ca intersectie a doua plane. Normala la primul dintre acestea
este N1(1,1,0) si normala la cel de-al doilea No(1,1,—1). Deoarece dreapta
(d2) se afla in ambele plane atunci vectorul sau director v2 va fi perpendicular
pe ambele normale, 7o L Nj si 92 L N, deci va fi coliniar cu produsul lor
vectorial, de unde rezulta

V2 || (Nl X Ng).
Avem o
17k
NixNo=|11 0 |=—i+]
1 1 -1
si, este convenabil si considerim, oo = —i + j. Se observa si faptul ci (ds)

este paralela cu planul de coordonate (xOy).

Acum, pentru gasirea coordonatelor unui punct de pe dreapta (dz) vom
determina o solutie particulara pentru sistemul de ecuatii care ne dau aceasta
dreapta. Pentru aceasta vom da o valoare particulara uneia din necunoscute,
sa spunem z = 0, si obtinem

y=1
{ y—z=-2"

adica punctul M3(0,1,3) € (da).

(2) Mai intai trebuie stabilit daca dreptele sunt sau nu coplanare. Pentru
aceasta sa observam ca (dp) si (d2) sunt coplanare daca si numai daca vectorii
U1, U9 §i MjMs sunt coplanari, adica daca si numai daca produsul lor mixt
este egal cu 0. Avem

M1M220M2*0M1:*%+5+2'E
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si, astfel,

—
(01,09, M1 M) = | —

=14 £ 0.

—_ =W
— =
DO N

In concluzie, cele doud drepte nu sunt coplanare. Prin urmare distanta dintre
ele va fi egala cu lungimea segmentului taiat de cele doua drepte pe perpendi-
culara comuna (d). Este gtiut ca aceasta perpendiculara exista si este unica.
Dreapta (d) intersectand si (dy) si (dz2) este coplanara cu fiecare dintre acestea,
asa ca este data ca fiind intersectia dintre planele (P), care este determinat de
(d) si (dy) si (P), determinat de (d) si (d2). Vom gasi in continuare ecuatiile
acestor plane.

Pentru inceput, deoarece avem (d) L (dy) si (d) L (dz2), rezulta ca vectorul
director v al dreptei (d) este ortogonal pe v; si pe Uy, adica

v || (01 x 02).

Obtinem B
1
V1 X Uy = 3 :—2-5—2'5—%7-/}
—1
si putem considera v(—2,—2,7). B
Planul (P;) contine dreptele (d) si (d1), deci normala sa N’ este ortogonald
pe U si pe v1, adica

= S
O N F

N || (7 % 5y).

Avem

i j k -
Uxv=|-2 -2 7T |=-32-i+25-7—-2-k
3 4 2
si ludm N’(—32,25,—2). Avem si M;(1,0,1) € (Py) si, prin urmare, ecuatia
acestui plan este
(Pr):=32-(x—1)+25-y—2-(2—1) =0« (P1): —32-x+25-y—2-24+69 = 0.
Normala N” a planului (P) este ortogonala pe v si pe 72, de unde avem
N" || (v x v2).
Avem -
j k
UXUVo=|—-2 =2 7 |==T7T-1—-7-j—4-k
-1 1 0
gi luam N”(7,7,4). Tinand cont si de M»(0,1,3) € (P,), ecuatia planului va
fi
(P):7T-2+7-(y—1)4+4-(2=3)=0< (P2):7T-24+7-y+4-2—19=0.
Astfel am obtinut ecuatiile generale ale dreptei (d), perpendiculara comuna
pentru (dy) si (do):

(d) - —-32-z+25-y—2-2434=0
T4+ T-y+4-2-19=0
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Cautam un punct de pe dreapta (d). Pentru a-1 gési luam in ecuatiile de mai
sus z = 1 (il alegem pentru a obtine o solutie cat mai simpla a sistemului) si
obtinem y = % siz = %, adica punctul M(2, &, %57) € (d). Acum putem

» 57 BT
scrie ecuatiile parametrice ale lui (d):

r=1—-2-)\

p=T47-)

Este evident ca A, punctul de intersectie dintre (d) si (dy), coincide cu punctul
de intersectie dintre (d) si planul (P3) care are ca vector normal vectorul v si
contine punctul M;. Ecuatia acestui plan este

(P3): —2-(z—1)—=2-y4+7-(2—-1)=0& (P3): —2-2—2-y+7-2—5=0.

Coordonatele punctului A se determina rezolvand sistemul format din ecuatiile
parametrice ale lui (d) si ecuatia planului (Ps):

(2 =1-2-)\
y:%—Q-)\
=57-A+1=0.
z=8T47.A
—2.2-2-y4+7-2—-5=0

sy _ _12 . _ 8 32 _ _ 73 _3:.« 81 32 73

Rezulta \ = 5 L= 5 Y= 50 2= g adica avem A(z=, 57 £). o
Punctul B de intersectie dintre (d) si (dz2) este punctul de intersectie dintre

(d) si planul (Py) care are ca vector normal vectorul v si contine punctul Mo.

Ecuatia acestui plan este
(Py):—2-2-2-(y—1)+7-(2—3)=0& (Py): —2-2—2-y+7-2—19=0.

Astfel, coordonatele punctului B satisfac sistemul:

r=1-2-X
y—587—2 A
=57-A—-2=0.
z=204 7 )
—2.2—-2-y4+7-2—-19=0

\
Rezultd \ = % si B(%’ %, %)

In final distanta dintre dreptele (d;) si (d2) va fi egala cu distanta dintre
punctele A si B:
14+/57

(), (d2) = d(4, B) = =2
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(3) Fie P proiectia punctul O pe dreapta (dz). Atunci punctul P poate fi
gandit ca fiind intersectia dintre dreapta (dg) si un plan (Ps5) care contine (O)
si are ca vector normal vectorul 2. Ecuatia acestui plan este

(P5)Z—ZC+Z/ZO.

Ecuatiile parametrice ale dreptei (d2) sunt:

T =-—A
(d2):{ y=1+X, A€R,
z=3
iar coordonatele lui P sunt date de urmatorul sistem
T =—A
y=14+2A
z2=3
—xz+y=0

Obtinem A = —3 si P(3,1,3).
(4) Fie O’ simetricul lui O fata de dreapta (dz). Atunci punctul P este mijlocul
segmentului OO’ si avem
_rotro _Yotyo __Zot:zo
2 ) P 9 ) P 2 )

de unde rezulta O’'(1,1,6).

rp

8. Distanta de la un punct la o dreapta in spatiu

Fie (d) o dreapta in spatiu determinata de un punct Mo(zo, %o, 20), cu
vectorul de pozitie 7o = xg-i+yo-j+20-k, si vectorul director v = a-i+b-j+c-k.
FEcuatia vectoriala a dreptei va fi

(d):F=Fg+ A7, AER

X

Vom determina distanta de la un punct Mj(z1,y1,21), cu vectorul de
pozitie 71 = xy -1+ y1 - j + 21 - k, la dreapta (d). Consideram segmentul
orientat MoMs =a-i+b-j+ ¢ - k. Este clar ci MyMs este un reprezentant
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al vectorului liber v §i, deoarece My € (d), rezulta My € (d). Daca notam
d = d(M;, (d)) atunci, in triunghiul AMyM;Ms, avem

1Mo My x MoMs|| = 5 - [[(71 — 7o) x 9|

N[ =

AN Mo My Mo

% _
= 50 |[Moa||=3-5- |l

|
]

de unde obtinem
5 = d(My, (d)) = L= T0) x 2]
[[o]]
EXEMPLUL 4.6. Sa se determine distanta de la punctul M;(1,1,1) la
dreapta

20+y—32+2=0
Mai intai determinam elementele geometrice ale dreptei (d). Deoarece
dreapta este intersectia planelor (Py) : z+y—2z+1 = 0, cu normala N1(1,1, —1),
si (P2):2x+y—32+2=0, cunormala No(2,1,—3), atunci o L. N1 §iv L No,
adicd ¥ || (N7 x Ny), unde v este vectorul director al lui (d). Avem

(®:{x+y—z+120

o gk S
NixNo=|11 =1 |==-2-i1+j—k,
2 1 -3
deci putem considera v(—2,1,—1). Pentru a determina un punct de pe (d)
P . .o . r+y=-1
vom alege z = 0 in ecuatiile dreptei gi avem sistemul %ty =-—2" cu

solutia x = —1, y = 0. Am obtinut astfel My(—1,0,0) € (d).
In continuare fie punctul My € (d) astfel incat MoMs =0 = —2-i4j — k
(rezulta imediat ca My are coordonatele (—1,1, —1)). Deoarece

MoM; =OM; —OMy=2-i+j+k

si

MoMy x MoMsy = :—254-4]%,

DN DN <y
— =y
— =

in triunghiul AMyM; My avem

1 \
AAMoM My = 5 | MMy x MyMs|| = V5.

Pe de alta parte

1 — 6
AA Moy My = 3 § - |[[MoMs|| = 5 9,

unde 6 = d(Mj, (d)). De aici obtinem distanta de la M; la dreapta (d):
2.V V30

= (M, (d) = =7 =






CAPITOLUL 5

CERCUL IN PLAN

Unele probleme referitoare la cerc sunt studiate inca din clasele gimnaziale,
pentru ca in liceu acestea sa fie aprofundate. De aceea ne vom rezuma aici
doar la prezentarea si demonstrarea unora dintre rezultatele generale cele mai
importante legate de geometria cercului. Pentru aprofundarea acestui studiu
recomandam cursul [10].

Vom folosi, atunci cand nu vom face alte precizari, reperul cartezian orto-
normat orientat pozitiv R = (O, B = {i,j}) si sistemul de axe de coordonate
(Ozx), (Oy) corespunzator.

1. Reprezentari analitice ale cercului in plan
1.1. Cercul determinat de centrul si de raza sa.

DEFINITIA 5.1. Locul geometric al punctelor din plan aflate la o distanta
R > 0 de un punct dat C' din plan se numeste cerc de centru C si raza R si se
noteaza C(C, R).

Yy
M
b/ ocC
1Y
RS
O a b4

Consideram cercul C(C, R), unde C(a,b) si R > 0, si punctul M(z,y) €
C(C,R). Notam cu_tg = OC = a-i+b-j vectorul de pozitie al centrului
cercului i cu 7 = OM = z-i+y-j vectorul de pozitie al punctului M. Atunci
avem N

CM=0M-0C=F—fo=(x—a)-i+(y—b)-j
—
si conditia ce defineste cercul se scrie |CM|| = ||F — 7o|| = R. Am obtinut
astfel ecuatia vectoriald a cercului C(C, R):
(C) : (F—To) - (F— 7o) = R*.

75
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Calculand produsul scalar din ecuatia de mai sus avem ecuafia canonicd a
cercului:
€): (z —a)®>+ (y — b)* = R2

5 : Y _ o < o
In continuare consideram versorul n = % -CM gi notam cu 6 unghiul dintre
vectorii ¢ si n, masurat in sensul invers celor al acelor de ceasornic, dinspre

i spre fi. Atunci § = (n,i) € [0,27) §i 7 = cosa - i + sina - j. Obtinem
—~— _ - . - .U — _ _ . .
CM=R-n=R-(cosa-i+sina-j), adici 7 —79p = R - n si, mai departe,
ecuatia parametricd a cercului in forma sa vectoriala:

(C):7=70+ R-n,
de unde urmeaza ecuatiile parametrice ale C(C, R):

(C):{ rz=a-+ R-cosf

y=b+ R-sinf 0 € [0, 2m).

EXEMPLUL 5.1. Ecuatia canonica a cercului din plan cu centrul in punctul
C(1,—2) si de raza R = 2 este
C):(z =12+ (y+2)* =4,
iar ecuatiile sale parametrice sunt

(C):{ r=1+2 cosf

y=—2+4+2-sinf 0 € [0,2m).

1.2. Ecuatia generala a unui cerc.
ProproziTIA 5.1. Ecuatia oricarui cerc din plan poate fi pusa sub forma
(5.1) a-22+a- P’ +8-x4+7-y+6=0,

unde «, B,7,6 € R astfel incat o # 0 si f2+~v? —4-a-§ > 0, numitd ecuatia
generald a cercului. Reciproc, (5.1) este ecuatia unui cerc in plan de centru

C(—L,—51) si razd R = VB iy?—dad

20’ Za 2]a]
DEMONSTRATIE. Fie cercul C(C, R) cu ecuatia canonica
©): (@ —a)+(y—b)? = R,
care se poate pune sub forma
C):a?+y*—2-a-2—-2-b-y+a*+b>* - R*=0,

care este evident o ecuatie de tipul (5.1).
Reciproc, ecuatia (5.1) poate fi scrisa

(a2 +2- b ~x+(i)2)+(y2+2-i-y+(i)2)

2 -« 2 -« 2 -« 2.«
-(75) + (%) -5
_(2-(1 + 2.« o’

() + e gla) =

adica
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Este clar ca aceasta este ecuatia canonica a unui cerc cu centrul C (—%, —5-)

62+7274-a-5' 0

gi raza R = ]

OBSERVATIA 5.1. Notand p = g, q= g sis= g ecuatia generala a unui

cerc poate fi scrisa
C): 2> +y*+p-2+q-y+s=0.
Aceasta este ecualia normala a cercului (C).
1.3. Cercul determinat de trei puncte necoliniare.

ProOPOZITIA 5.2. Consideram trei puncte necoliniare My(x1,y1), Ma(z2,
y2) $i Ms(xs3,y3) in plan. Atunci exista gi este unic un cerc care trece prin
cele trei puncte, a carui ecualie este

2?+y? oz oy 1
By o 1

wE+ys xa oy 1

3+yl as ys 1

DEMONSTRATIE. Mai intai, din conditia ca punctele My, Ms si M3 sa fie
necoliniare, rezulta

1 oy 1
x3 ys 1

In continuare cautdm ecuatia normala
C):ax*+y*+p-rtqyts=0

a unui cerc (C) care trece prin cele trei puncte. Un al patrulea punct M (z,y)
apartine acestui cerc, si astfel, implicit, exista (C) cu proprietatile cerute, daca
$i numai daca urmatorul sistem

P+ +partqy+s = 0
B4y +pri+qgyit+s = 0
34+ ys+p-aat+q-yat+s = 0
B34y +p-astqoysts = 0
pr+q-y+s = —z%—y?
o p-r1+q-y1+s = —33%_31%
praztqy2ts = —a5—y3
pras+q-ys+s = —a3—y3
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in necunoscutele p, g si s, are solutie. Matricea sistemului gi matricea sa
extinsa sunt

z y 1 z oy 1 —az%—y?

B 22

A— Ty yp 1 s A= r1 oy 1 l'% y%
x2 Y2 1 x2 Y2 1 —x5—us

x3 ys 1 r3 ys 1 —x3—y3

Din (5.3) rezulta ca rangul matricei A este rang A = 3. Prin urmare, sistemul
este compatibil daci si numai daca rang A = 3, adici daci si numai daca
det A = 0. Aceastd ecuatie este echivalentd cu ecuatia (5.2). Dupa calculul
determinantului care apare in ecuatie, se observa ca aceasta este ecuatia ge-
nerald a unui cerc i, astfel, rezulta ca exista cercul (C) care trece prin punctele
Ml, MQ §i Mg.

Mai mult, deoarece rangul matricilor A si A este egal cu numirul de ne-
cunoscute ale sistemului urmeaza ca solutia acestui sistem este unica si astfel
coeficientii p, ¢ §i s din ecuatia normala a cercului sunt unic determinati. In
concluzie, exista un cerc unic cu proprietatile cerute. ([l

EXEMPLUL 5.2. Sa se determine centrul si raza cercului din plan care trece
prin punctele M;(1,0), Ma(1,1) si M3(0,1).

1 01
Maiintai,din | 1 1 1 | =1 3 0, rezulta ca punctele My, My si M3 sunt
0 1 1

necoliniare, deci determina in mod unic un cerc.
Ecuatia acestui cerc va fi

2?2+y? x oy 1
1 1 01
©): 2 1 1 1| 0,
1 011
adica
€):2?+2—z—y=0s(C): (mQ—x+1)—3+( 2 +3)—1—o
: Y Y= : 4 4 Y Y 4 1
Am obtinut ecuatia canonica a cercului:
12 1\2 1
©:(r=5) +(v-3) =5
din care rezultd ci acesta are centrul in punctul C(, 1) si raza R = @

2. Pozitia relativa a unei drepte fata de un cerc
Fie dreapta (d): A- 2+ B-y+ C =0, A2 + B2 > 0, si cercul
(€): (z—a)’ +(y—b)* =R
in plan. Cautam eventualele puncte de intersectie dintre dreapta si cerc. Co-
ordonatele unui astfel de punct trebuie sa verifice sistemul de ecuatii
A-z+B-y+C=0
(x —a)?+ (y — b)? = R?
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Deoarece A si B nu pot fi simultan 0 putem presupune, fard a restrange

generalitatea, cd B # 0. Atunci, din ecuatia dreptei (d), avem y = —% -x— %.
Inlocuind in ecuatia cercului obtinem
A C 2
2 2
— - = ———b) —R“=0,
(x —a)+ ( 3% F

de unde
(A2+B* 2> +(2-A-B+2-A-B-b—2-a-B*% -z

+a?> B2 +C?*+0v?-B*+2.-B-C-b—R?>-B%>=0.

Discriminantul acestei ecuatii de gradul 2 este

A= 4B (a2 B (BagBo? )

= —4-B%?.(A2+B?%-(§ - R?),
unde § = d(Cy, (d)) este distanta de la centrul Cy(a,b) al cercului la dreapta

(d).
In concluzie avem urmétoarele situatii:

e dacd 0 > R atunci ecuatia nu are solutii reale, deci (d) nu intersec-
teaza (C) si spunem ca dreapta este exterioard cercului;

e dacd 6 = R atunci ecuatia are o singura solutie reala, adica (d) in-
tersecteaza cercul Intr-un singur punct si spunem ca dreapta este
tangenta la cerc;

e dacd § < R ecuatia are doud solutii reale si dreapta intersecteaza
cercul in doua puncte distincte, caz in care spunem ca (d) este secantd
cercului (C).

EXEMPLUL 5.3. Sa se precizeze pozitia relativa a dreptelor (dy) : x4+y—4 =
0, (dg) :3-x+4-y+6=0sirespectiv (d3) : x — 2 -y — 2 =0, fata de cercul

C):2-2*°+2-y*+4-2+8-y+8=0.

Sa se determine punctele de intersectie ale dreptelor cu cercul, in cazul in care
aceste puncte exista.

Mai intai determinam centrul si raza cercului (C) gasind ecuatia sa canoni-
ca. Transformam ecuatia generala in felul urmator:

C):2-2°+2-y*+4-2+8-y+8=0
e C) 2+ +2 2 +4-y+4=0
SC):(@*+2x4+1) -1+ +4-y+4)—4+4=0
SO :(z+1)2+@y+2)?%=1.
Astfel, centrul cercului va fi punctul Cy(—1,—2), iar razal 1 = 14.

Distanta de la Cy la dreapta (d;) este d(Co, (d1)) = AV
deci dreapta (dy) este exterioara cercului.

72 >
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Distanta de la Cp la dreapta (da) este d(Cy, (d2)) = @ =1 i, prin
urmare, (dg2) este tangenta la cercului. Coordonatele punctului de tangenta
verifica atat ecuatia dreptei cat si pe cea a cercului, adica sistemul

3-x+4-y+6=0
2+ +2-c4+4-y+4=0

Din prima ecuatie avem y = —% X — % si, inlocuind in a doua ecuatie, obtinem

25224202 4+4 =0,

cu solutia unicé z = —%. Rezulta y = —g si punctul de tangenta Mo(—%, —g).
In final, distanta de la Cy la (d3) este d(Co, (d3)) = L\/g_m = % <

1, adica dreapta este secanta cercului. Punctele de intersectie se determina
rezolvand sistemul

r—2-y—2=0
22+ +2-c24+4-y+4=0

Din prima ecuatie rezulta x = 2 - y 4+ 2 si, apoi, din a doua, avem

5-9°416-y+12=0.

Solutiile acestei ecuatii sunt y; = —2 §i yo = —g, de unde rezulta z; = —2
Si x2 = —%, adica punctele in care dreapta (d3) intersecteaza cercul sunt

Mi(—2,-2) si M = Mo(2,-9).

3. Probleme de tangenta

3.1. Tangenta la un cerc printr-un punct de pe cerc. In plan con-
sideram cercul dat prin ecuatia sa vectoriala
(C): (F— 7o) - (F — 7o) = R?,

unde 7y(a, b) este vectorul de pozitie al centrului cercului C(a,b). Fie punctul
Mo(z0,y0) € (C) cu vectorul de pozitie 7ps,(x0,y0) si dreapta (d) care trece
prin My si este tangenta la cerc.

Reamintim, fara demonstratie, urmatorul rezultat.

——
PRroPOZITIA 5.3. Dreapta suport a segmentului orientat C My este perpen-
diculara pe dreapta (d).

Acum, fie M(z,y) un punct oarecare de pe dreapta (d) cu vectorul de
e . " o o VY. -y
pozitie 7(z,y). Din propozitia precedenta rezulta C My L MyM, adica
——
CMy - MogM = 0.
Deoarece
} ; _. -
CMOZOMQ—O?ZFMO—770:(.%'0—@)'1+(y0—b)-j

si

MoM = OM — OMy =7 — Fpy = (. — 20) -0 + (y — yo) - 7,
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Y
C (d)
M,
M
O X

obtinem conditia (in forma sa vectoriald) ca punctul M sa se afle pe dreapta

(d), adica ecuatia vectoriala a dreptei (3;,
(d) : (F —7Taty) - (Fagy —T0) =0
si, in forma sa generala,
(5.4) (d) : (wo—a)-x+ (yo—b) -y — 25 —yp +a-wzo+b-yo = 0.
In continuare, presupunem ca cercul (C) este dat prin ecuatia generald
Q) :a-2+a-yP*+B8-24+~v-y+6=0.

In acest caz, aga cum am vazut anterior, centrul cercului este C'(a = —%, b=
ol

—5). Inlocuind a si b in ecuatia (5.4) obtinem, dupa calcule, ecuatia tangentei
la cerc prin punctul Mg, in acest caz,

(d):a-xo-$+a-yo-y+§-(a:+xo)+%-(y+yo)+6:0.

OBSERVATIA 5.2. Procedeul prin care se obtine ecuatia tangentei la cerc
printr-un punct de pe cerc atunci cand acesta este dat prin ecuatia sa generala
se numeste dedublare a acestei ecuatii. Dedublarea unei ecuatii de gradul 2
consta, formal, in efectuarea urmatoarelor inlocuiri in aceasta ecuatie:

T-x0+ Y-
1E2—)f17'330, y2_>y'y05 xyﬁofyyoa

r+zx +
o’ y — YyTY

2 2

EXEMPLUL 5.4. S& se determine ecuatia tangentei prin punctul My(3,2)
la cercul

T —

, 0 = constant — 4.

(©): flay) = (-2 +(y—1)2—2 =0,
Avem imediat f(3,2) = 0, adica My(3,2) € (C) si, deoarece ecuatia cercu-
lui se poate scrie
C):x?+y*—4-2-2-y+3=0,
obtinem ecuatia tangentei (d), care trece prin punctul My, prin dedublarea
ecuatiei de mai sus,
T+3_, y+?2

d):3-2+2-y—4-
(d):3-x4+2-y 5 5

+3=0c(d):z+y—4=0.
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3.2. Tangentele la un cerc paralele cu o dreapta data. Fie dreapta
(d):A-z+B-y+C =0, A2+ B? > 0, si cercul (C) dat prin ecuatia sa
canonica

(€): (z—a)® +(y—b)?*= R
in plan. Cautam dreapta (d') tangenta la cerc cu proprietatea (d') || (d). Din
aceasta ultima conditie rezultd ca ecuatia unei astfel de drepte este de forma
(d):A-z2+B-y+a=0, acR.

Conditia ca (d’) sa fie tangenta la cerc este d(Cy, (d')) = R, unde Cy(a, b) este
centrul cercului (C).

Avem
|A-a+ B-b+ qf
2N =

(G () = R E
Sa=+R-\VA2+B?2—A-a— B-b,
de unde rezulta ca sunt doua drepte paralele cu (d) si tangente la cerc
(di):A-2+B-y+xR-/A2+ B2~ A-a—B-b=0.
EXEMPLUL 5.5. Sa se determine dreptele tangente la cercul
C):x?+y>—2-2+6-y+1=0

paralele cu dreapta (d) : z +y — 2 = 0.
Ecuatia canonica a cercului se obtine astfel:

€): (22 =2-2+1) =1+ (12 +6-y+9)—94+1=0< (C): (z—1)*+(y+3)> = 9.

Prin urmare centrul cercului C este punctul Cy(1, —3), iar raza sa R = 3.
O dreapta (d') || (d) are ecuatia de forma

(d):z4+y+a=0
si, impunand ca (d’) sa fie tangenta la cerc, obtinem
|1 -3+ ¢ s
/0 )
adicid o = 2 4+ 3 - v/10. Dreptele cautate sunt date de ecuatiile
(dig) iz +y+2+3V/10=0.

d(Co,(d)) =R &
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3.3. Tangentele la un cerc printr-un punct exterior cercului. Spu-
nem ca un punct My din plan este interior cercului C(C, R) daca distanta
d(C, My) = HC—MOH < R si exterior cercului daca d(C, My) > 0.

Este evident ca orice dreapta care trece printr-un punct interior al unui
cerc este secanta cercului. Cat despre problema tangentelor printr-un punct
exterior cercului, avem urmatorul rezultat, cunoscut din lectiile de geometrie
sintetica din gimnaziu.

PROPOZITIA 5.4. Printr-un punct exterior unui cerc din plan trec doud
drepte tangente la cerc.

In continuare vom determina ecuatiile dreptelor care sunt tangente la un
cerc dat si trec printr-un punct exterior cercului. Fie o dreapta (d) in plan
astfel incat sa fie tangenta cercului

€):(z—a)*+ (y—b)*=R?

sl s& treaca prin punctul My(xo, yo) exterior acestui cerc. Din My(zg, yo) € (d)
rezulta ca ecuatia redusa a lui (d) este

(d) :y—yo=m-(z— o),
unde m € RU {—o00,+00} este panta dreptei (d). Echivalent aceasta ecuatie
poate fi scrisa
(dy:m-z—y—m-z9+yo=0.
Acum, dreapta (d) este tangenta la cercul C(C, R) daca si numai daca d(C, (d))
= R, adica
m-a—b—m-xo+yo|

R,
V1+m?

de unde obtinem ecuatia

(5.5) “2R - (yo— b) - m + (yo — b)* — B2 =0,

daca |xg — a| = R, sau ecuatia de gradul 2

(5:6) ((z0—a)® — R?)-m® =2 (yo— b) - (z0 — a) - m + (yo — b)* — R =0,
dacé |zg — a| # R.
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Studiem primul caz: |zg — a| = R. Rezulta imediat c& punctul My(xo,yo)
este exterior cercului dacd gi numai daca yo # b. Fie punctul M(xg,b) € C.
Obtinem (dy) = (MoM) : x = 29 = a i d(C,(d1)) = |xg — a|] = R, adica

dreapta (dp) este tangenta la cerc. Daca punctul My este exterior cercului

atunci yo # b si ecuatia (5.5) are o solutie reala my = % care determina
o a doua drepta tangenta la cerc care trece prin My:
(yo —b)* — R?
do):y—yo=-—-r————"-(x—x0).
(d2) :y = o 2R (yo ) (x — o)

In al doilea caz, |zo — a] = R, discriminantul ecuatiei (5.6) este
A=14-R* ((xg—a)® + (yo — b)> — R?).

Astfel obtinem imediat ca A > 0, adica ecuatia are doua solutii reale daca si
numai daca punctul My este exterior cercului, si, cu aceasta conditie indeplini-
ta, aceste solutii sunt

o Wo=b) - (wo—a) = R-+/(z0—a)’ + (yo — b)* — R
b (w9 —a)? — R? ‘
Se obtin din nou doua drepte tangente la cerc care trec prin My:
(yo —b) - (w0 —a) = R- /(w0 — a)® + (yo — b)> — R?
(xg —a)? — R?

OBSERVATIA 5.3. Este evident ca procedeul prezentat mai sus poate fi
privit si ca o demonstrtie, cu ajutorul geometriei analitice, a propozitiei (5.4).

(di2) :y—yo = (7 —x0).

EXEMPLUL 5.6. Sa se determine ecuatiile dreptelor tangente la cercul din
plan

C): x>+ —4-2-2-y—4=0,
care trec prin punctul My(—2,3).

Pentru inceput vom gasi coordonatele centrului Cy al cercului si raza R a
acestuia. Pentru aceasta obtinem forma canonica a ecuatiei cercului astfel:

C):(a*—4-2+4) -4+ -2 y+1)—1-4=0
s @-22%+y-1)*=9.
Prin urmare centrul cercului este Cp(2, 1) si raza este R = 3. Avem ||CoMy|| =

2v/5 > 3, deci punctul M este exterior cercului.
O dreapta care trece prin punctul My(—2,3) are ecuatia redusa de forma

d):y—3=m-(z+2)<(d) m-z—y+2-m+3=0,

unde m este panta dreptei (d). Atunci, impunand ca dreapta (d) sa fie tangenta
la cerc, avem
2-m—1+2-m+3| ) )
d(Cp, (d)) = =R=34-m+2)"=9-{m“+1

=ST7-m?2+16-m—5=0.
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Discriminantul ecuatiei este A = 256 + 140 = 396 > 0, deci avem doua solutii
si, prin urmare, doua drepte tangente la cerc. Solutiile sunt m o = M

si dreptele tangente la cerc care trec prin My vor fi date de:
(di2): (—=8+£3V1l)- 2 —T7-y+5+£3vV11=0.






CAPITOLUL 6

CONICE

Acest capitol este divizat In doua sectiuni: In prima parte vom prezenta
notiuni si rezultate privind conicele date cu ajutorul ecuatiilor canonice, iar
in cea de-a doua vom studia si, intr-un final, vom clasifica curbele algebrice
de ordinul 2, demonstrand ca acestea sunt conice.

1. Conice date prin ecuatia canonica

DEFINITIA 6.1. Fie F' un punct si fie (d) o dreapta din plan. Locul geome-
tric al punctelor din plan pentru care raportul dintre distanta pana la punctul
F si distanta pana la dreapta (d) este constant se numeste conica. Punctul
F se numeste focarul conicei, iar dreapta (d) se numeste dreapta directoare
a conicei. Raportul constant care defineste conica se numeste excentricitatea
conicei si se noteaza cu e.

DEFINITIA 6.2. O conica a carui focar apartine dreptei directoare se numesgte
conica degeneratd. Daca focarul nu apartine dreptei directoare atunci conica
este nedegenerata.

DEFINITIA 6.3. In functie de valoarea excentricitatii sale spunem ci o
conica este:
(1) de gen eliptic daca e € (0,1);
(2) de gen parabolic daca e = 1;
(3) de gen hiperbolic daca e > 1.

DEFINITIA 6.4. O conica nedegenerata se numeste
(1) elipsa daca este de gen eliptic,
(2) parabola daca este de gen parabolic,
(3) hiperbola daca este de gen hiperbolic.

In continuare vom deduce ecuatia unei conice pornind de la definitie. Con-
sideram conica (') cu focarul F si dreapta directoare (d). Alegem un sistem
de axe de coordonate astfel incat F' € (Ox) si (d) || (Oy). Atunci avem coor-
donatele focarului F'(c,0) si ecuatia dreptei directoare (d) : x = d = constant.
Este evident ca (I') este o conica degenerata dacd si numai daca ¢ = d si
nedegenerata in rest.

Conform definitiei, un punct M (z,y) apartine conicei (I') daca si numai
daca

IMF| _ &=+
d(M, (d)) |z —d|
87

= e = constant
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%
(d)
M
C, d
@) F X
De aici rezulta ecuatia conicei:
(6.1) M) :(1-e)- 2?2 +y*+2- (2 d—c)-z+c*—e-d>=0.

TEOREMA 6.1. Pentru orice conica degeneratd (I') existd un reper carte-
zian ortonormat orientat pozitiv, numit reperul canonic al conicei, in care
ecuatia lui (I') are una din urmdatoarele forme:

(1) () : “;%22 + % =0, daca (I') este de gen eliptic;
(2) (D) : %2 - % =0, daca (') este de gen hiperbolic;
(3) (T'): (¥')? = ¢ = constant, dacd (') este de gen parabolic,

numitd ecuatia canonica a conicei.

DEMONSTRATIE. Fie reperul cartezian ortonormat orientat pozitiv in plan
R = (O, B) in care conica (I') are ecuatia (6.1).

Deoarece conica este degenerata rezultd ca avem ¢ = d gi ecuatia (6.1)
devine

M) :(1-e?)-22+y*+2-¢c- (&2 =1)-z+2-(1—€?)=0.

Pentru inceput presupunem ca e # 1 gi atunci putem scrie ecuatia de mai sus

astfel
2

Y

1_62—2'c-x—|—c2:0

(T) : 2® +

y2

1—e2

Acum efectuam o translatie a reperului initial cu noua origine in punctul
O’ = F(c,0). Obtinem reperul cartezian ortonormat R’ = (O’, B) in care un
punct oarecare din plan are coordonatele

{x’:x—c
y/:y 9

unde (x,y) sunt coordonatele punctului in reperul initial. Atunci ecuatia lui
(T) in reperul R’ este

s (z—c)?+ = 0.

12

(0): (@) + 72— =0
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Daca (I') este de gen eliptic, adica e < 1, avem 1 — e? > 0, deci putem nota

2 . v
1—e?= 2—2, a,b € R, si rezulta

.’E/Q y/?
Daci (T') este de gen hiperbolic, atunci e > 1 gi 1 — e? < 0, deci putem scrie
1—e?= —2—2, adici ecuatia conicei in reperul R’ devine
12 12
.z vy _
(F) . ? - b7 —_— 0.
~ N2.4.2
In final, daca e = 1 gi M(x,y) € (I') rezulta (w(zc_)ic;y =1+ ﬁ =

1, adicd (z — ¢)?> — oo si, mai departe, ¢ — 4oo. Presupunem ci exist#
lime 1 e 400 c? - (e? — 1) = q. Ecuatia (6.1) este
M) :2+2-c-(E2=1)-z+c%-(1-€*)=0.
impér‘gind prin ¢, trecand la limita cu ¢ — 0o gi e — 1 avem
2 2 2 2
2.¢-(e2-1)- (1 —
T c-(e )zt (1—e)

e—1,c—+o00 C

de unde rezulta

im (7 +2-co(=1) x4+ (1-¢"))=0

e—1,c—+oco

si, astfel, ecuatia lui (I') in reperul R este

(I):y* =q.
0

OBSERVATIA 6.1. Interpretand ecuatiile canonice ale conicelor degenerate
se obtin imediat urmatoarele:

(1) o conica degenerata de gen eliptic este un punct dublu;

(2) o conica degenerata de gen hiperbolic este o pereche de drepte con-
curente in focarul conicei;

(3) o conica degenerata de gen parabolic poate fi: o pereche de drepte
paralele, daca lime—1 ¢ 400 c?-(e2—1) = ¢ > 0, multimea vid (conica
vida), daca ¢ < 0 sau o pereche de drepte confundate, daca ¢ = 0.

TEOREMA 6.2. Pentru orice conicd nedegeneratd (I') exista un reper car-
tezian ortonormat orientat pozitiv, numit reper canonic, in care ecuatia lui
(T') are una din urmdatoarele forme:

12 12 o . .
(1) (T): %z + % — 1 =0, daca (T) este de gen eliptic;
72

72
(2) (I): %z — % —1=0, daca (T) este de gen hiperbolic,
numitd ecuatia canonica a conicei.
DEMONSTRATIE. Ca si in demonstratia teoremei precedente, consideram

reperul cartezian ortonormat orientat pozitiv in plan R = (O, B) in care conica
(T") are ecuatia (6.1).
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Deoarece pentru conicele de gen eliptic sau hiperbolic excentricitatea este
e # 1, ecuatia (6.1) devine
y? e?-d—c 2 —e-d?

—ett e tt e =0

() : 22 +

Acum, efectudm o translatie a reperului R cu noua origine O’ (cl__e;d, 0)
si obtinem reperul R’ = (O’,B). Legaturile dintre coordonatele unui punct

oarecare din plan in cele doua repere sunt
2
__ c—e“d /
{ xr = }_62 +x
y=y

si astfel ecuatia conicei in reperul R’ este

x! 2 y/ 2
( ) : e;(c—)d)2 + e;(c—)d)2 —1=0.
(1—e?)2 1—e2

~ 2. (n_d)\2
In final, daca genul conicei este eliptic atunci e € (0, 1) gi putem nota %

=a®si % = b2. Avem
@) )2
(T) : 2 + ® —-1=0
Daca (I') este de gen hiperbolic atunci e > 1 si putem nota % =a?si
_62-(Cfd)2

T = b2. Folosind aceste notatii ecuatia conicei in reperul R’ se scrie

O

OBSERVATIA 6.2. In reperul canonic R’ al unei conice (I') de gen eliptic

2.(d— . .
sau hiperbolic focarul conicei este F(¢' = %,O), iar dreapta directoare
are ecuatia (d) : 2/ = d' = ld__ecg. Atunci, pentru o conica nedegenerata de

gen eliptic obtinem, din definitiile lui a si b, prin calcul direct, focarul conicei
in reperul canonic: F(va? —b%,0) (sau F(—va? —b2,0)), dreapta directoare

2../a2_p2 2. /a2—p2 . ..
(d): 2 =d = % (sau (d) : 2’ = d = —%) sl excentricitatea
2 . . . <
e? =1-— Z—Q. Tot prin calcul direct, pentru o conica nedegenerata de gen

hiperbolic, urmeazi ci avem focarul F(va?+b2,0) (sau F(—va? + b2,0)),

dreapta directoare (d) : 2’ = d' = ‘ﬁligfl;b? (sau (d) : 2’ =d' = —“2;17 %‘5”2) si
excentricitatea e = 1 + Z—z.

Asa cum am vazut, pentru o conica nedegenerata de gen eliptic sau hiper-
bolic, putem considera doua focare si respectiv doua drepte directoare. Acest
fapt va putea fi inteles mai bine atunci cind vom discuta despre fiecare gen in

parte, putin mai departe in acest subcapitol.
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DEFINITIA 6.5. Fie elipsa (E) : a—; + g—z — 1 =0, data prin ecuatia cano-

nica. Punctele A1(a,0), A2(—a,0) € (F) si B1(0,b), B2(0, —b) € (E) se numesc
varfurile elipsei, iar a si b se numesc semiazele ei.

DEFINITIA 6.6. Fie hiperbola (H) : £ — % — 1 = 0, datd prin ecuatia

canonica. Punctele A;(a,0), A2(—a,0) € (H) se numesc varfurile reale ale

hiperbolei, iar B;(0,b), B2(0, —b) sunt varfurile imaginare.
Pentru conicele nedegenerate de gen parabolic avem urmatoarea teorema.

TEOREMA 6.3. Pentru orice parabola existd un reper cartezian ortonormat
orientat pozitiv, numit reper canonic astfel incat ecuafia conicei in acest
reper, adicd ecuatlia canonicd, este

(1) : (y')* = 2pa’.
DEMONSTRATIE. Deoarece in cazul parabolei excentricitatea este e = 1,
ecuatia (6.1) devine
M) :y?—2-(c—d)-x+c*—d*=0,
in reperul initial R = (O,B). Translam acest reper in punctul O’(#,O)

si obtinem reperul R’ = (O, B) in care coordonatele (2/,y') ale unui punct
oarecare din plan sunt date de

_ ctd /
y=y

unde (z,y) sunt coordonatele punctului in reperul initial. Astfel, ecuatia co-

nicei in reperul R’ este

Y

(|

OBSERVATIA 6.3. Se observa ca originea reperului canonic al unei parabo-
le 1i apartine. Acest punct se numeste varful parabolei.

Din ecuatiile translatiei rezulta ca focarul unei parabole este, in reperul
canonic, F(¢' = §,0), iar dreapta sa directoare are ecuatia (d) : 2’ = d' = —%.

DEFINITIA 6.7. Ecuatia canonica a unei conice se numeste si ecuatia redusa
a conicei.

DEFINITIA 6.8. Un punct C' se numeste centru de simetrie al unei conice
(") daca simetricul oricarui punct M € (I') fata de C' apartine si el lui (I).
O dreapta (d) se numeste aza de simetrie a conicei daca simetricul oricarui
punct M € (I') fata de (d) apartine lui (I').

1.1. Elipsa. O elipsa poate fi definita si in modul urmator:

DEFINITIA 6.9. Fie punctele F si F’ in plan. Locul geometric al punctelor
din plan pentru care suma distantelor pana la F' si respectiv I este constanta,
adica

—
HM’IE | + ||MF'| = k = constant,

se numeste elipsd. Punctele F' si F’ se numesc focarele elipsei.
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PROPOZITIA 6.4. Definitia 6.9 este echivalenta cu definifia generald a co-
nicelor in cazul genului eliptic nedegenerat.

DEMONSTRATIE. Mai intai vom considera o elipsd datd prin definitia ge-
nerald a conicelor i vom arita ca aceasta verifica gi proprietatea din definitia
6.9. Asa cum am vazut, ecuatia canonica a elipsei este

2 2
oy
E): -+5-1=0,

(B): 5+ 3
si, In reperul in care se obtine aceasta ecuatie, adica in reperul canonic al
elipsei, focarul ei este F(¢ = va? —b2,0). Consideram si punctul F'(—c =
—va? — b2,0), dat tot in reperul canonic. Acum, fie M(z,y) € (E) un punct
oarecare de pe elipsi. Urmeaza ca y? = b?- (1 — ‘g—z) De aici, prin calcul direct,

obtinem

(BTE)| + M2 = (V=P o2+ TPt i)

2:U§ +2a? — 2b§§‘2 + 2\/(x2 —a?— b25§2)2
4a”,

. . . 272 2.2
unde am folosit = € [—a, a] si atunci \/(x2 —a? - %)2 =a?+ % -z

Am aratat ca
—
(6.2) HM? | + |MF'|| = 2a = constant,

adica (E) verifica definitia 6.9.

Reciproc, consideram punctul M care verifica ecuatia (6.2), si fie reperul
cartezian ortonormat orientat pozitiv astfel incat in acest reper sa avem F'(c, 0)
si F(—c,0). Notam coordonatele lui M in acest reper cu z si y. Prin calcul
direct se arata ca aceste coordonate verifica

2 2

€z Yy

St 55— 1=0

a a’ —c
si, in plus, rezultda si a® > ¢2. Prin urmare, notand > = a®> — ¢?, avem ci
punctul M verifica ecuatia unei elipse. ([l

In continuare, consideram elipsa (E) data in reperul sau canonic R =
(0,B = {i,j}) prin:

22 42

(E):ﬁ+b7_1:0’ a>0,b>0,a>0b,
cu focarele F(c,0) si F'(—¢,0). Dacd M(z,y) € (F) rezultd imediat ca si-
metricul punctului M fata de originea reperului canonic M'(—x, —y) apartine
si el elipsei. Deasemeni punctele Mj(z, —y) si Ma(—x,y), adica simetricele
punctului M fata de axele (Ozx) si respectiv (Oy), apartin si ele lui (E).
Prin urmare O este centru de simetrie al elipsei, iar axele de coordonate sunt
axe de simetrie ale acesteia.
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1.1.1. Reprezentare grafica. Deoarece o elipsa este simetrica fata de axele
de coordonate, pentru reprezentarea ei este suficient sa reprezentam grafic

functia
filoal =00, f@)=y=2 Va2
cu derivata
, , b-x
f:[0,a) > R, fl(z)=—-————=<0.

ava? — x?

Prin urmare functia f este descrescatoare. Derivata sa de ordinul 2 este

S0 R, )= -0

— <0
(a2~ 22)2

de unde rezulta ca f este concava.

(E) > Ge
A’ \A
_ag/ a %

_bB’

1.1.2. FEcuatii parametrice. Din ecuatia elipsei, rezulta ca pentru fiecare

s . o 22 .

p;mct M(z,y) € (E) existd un unghi 6 € [0,27) astfel incat £ = cos® 6 si
vl _

== sin? 0. De aici rezulti ecuatiile parametrice ale elipsei:

x=a-cosf
(E) : { y=b-sind 0 € [0,27).

1.1.3. Pozitia relativa a unei drepte fata de o elipsa. Probleme de tangenta.
In acelasi fel ca in cazul cercului in plan, studiat anterior, se demonstreaza ca
o drepta poate fi exterioara elipsei, tangenta sau secanta.

PROPOZITIA 6.5. Ecualia unei drepte (t) tangente la elipsa
22 g2

(B): 5+ 5 —1=0

printr-un punct Mo(zo,y0) € (E) se obtine prin dedublarea ecuatiei elipsei,
adica avem

. 2o Yo .
(t).ﬁ-x—l—?-y—l—o.

DEMONSTRATIE. Ecuatia unei drepte (t) care trece prin punctul My(zo,
Yo) este
(t) 9 -0 =m- (z - z0).
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Consideram sistemul format din ecuatia lui (¢) si cea a elipsei (E)
y—y02=m'($—960)
2
S 1=0
Pentru ca dreapta (t) sa fie tangenta la elipsa, solutia acestui sistem trebuie
sa fie unica, = = xg, y = yo. Din prima ecuatie avem y = m - (z — xo) + yo i,
inlocuind in a doua, rezulta, tinand cont si de My € (H), ecuatia

1 m? ro m?-xo 2-m-yo
o) (ot i)t " ) =0
care trebuie sa aiba doar solutia x = xy. Urmeaza
2 2
T M- To 2'm-y0)_i m-
(a2 b2 + b2 _(a2 v a2) o,
de unde m = —% . 20 nlocuind expresia pantei in ecuatia lui (t) rezulta
a? Yo
. 2o Yo .
(t).ﬁ-x—l—?-y—l—O.

O

In continuare vom ciuta ecuatiile dreptelor tangente la elipsa printr-un
punct exterior acesteia. Fie My(xg,yo) un astfel de punct. O dreapta care
trece prin My are ecuatia de forma

(d):y—yo=m-(z—x0).

Dreapta este tangenta la elipsa (E) daca are un singur punct comun cu aceasta,
adica daca sistemul

{ y—y02:m-(x—xo)
2
Zf-1=0
este compatibil determinat. Eliminand y intre cele doua ecuatii avem
22 (m-(z—20) +v0)?
z7 b2

—1=0,
de unde ecuatia
(b —a?-m?) -2 +2-m-a® (yo—x0) -z +a* ((m-x0—10)> —b*) =0,

care trebuie sa aiba o singura radacina reala, adica discriminantul sau trebuie
sa fie A = 0. Rezulta o ecuatie de gradul 2 cu necunoscuta m, despre care
se arata, folosind faptul ca M, este exterior elipsei, cd admite doua solutii
reale. Obtinem astfel doua drepte tangente la elipsa prin orice punct exterior
acesteia.

DEFINITIA 6.10. Fie () o curba in plan si My € () un punct al curbei prin
care trece o unica dreapta (t) tangenta la (y). Se numeste dreapta normala
(sau simplu normala) la () in punctul My dreapta (n) care trece prin punct
si este perpendiculara pe tangenta ().

PROPOZITIA 6.6. (Proprietatea optica a elipsei)
Normala intr-un punct My al elipsei (E) cu focarele F' gi F' este bisectoarea

unghiului Fﬂo\F’ .
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DEMONSTRATIE. Consideram elipsa (F) : ’;—; + Zé—j — 1 = 0, cu focarele
F(c,0) 5i F'(—¢,0), unde ¢? = a®?—b?. Daca punctul My(xo, yo) apartine elipsei
atunci ecuatia tangentei la (E) prin My se obtine prin dedublarea ecuatiei

elipsei 1n punct, adica avem tangenta

Zo Yo
t): =-z+>5—-1=0
() CL2 )

b2
a carei panta este my = —2—2 . % Normala la elipsa in punctul M, este
dreapta (n) L (t), deci panta sa verifica relatia my, - my = —1 si, prin urmare,

my = 3z - 22 Deoarece Mo € (n), ecuatia normalei va fi

2
a Yo
n:y—y=-—5-—-(r—=x
) :y=w =5 2 (a—a0)
si poate fi scrisa in forma canonica
Wemy a?yo

Astfel avem vectorul director al normalei 9(b* - zo, a® - yp).
In continuare obtinem vectorii directori ai dreptelor (MoF) si (MoF")

v =(c—m)-i—yo-j sirespectiv. vy = (—c—x0) i —yo-]
sl avem
RV b2 (c-x0 — a?)
COSP1 = ——m— = =
1ol llodll /bt af + ot 43 - /(e = 20)? + 43
. -0 o b%-(—c-zg—a?)
CO8P2 = Toloall ~ /it a2 ratgg/(—c—z0)2 102

b2-(—c-xp—a?)
VbhaZdatyd(2-a—/(c—x0)2+y2)’
unde ¢ = (177\171) Si o = (17/,\172) Pentru a obtine expresia lui cos 9 am folosit
faptul, demonstrat anterior, ca

T
|MGE + |MoF'| = ||| + [[o2]) = 2a.

Din My € (E) si ¢ = a? — b2, rezulta cu usurinti cos p; = cos @3 si, de aici,

urmeaza ca (n) este bisectoarea unghiului F'MyF". O

EXEMPLUL 6.1. Fie elipsa de ecuatie

22 g2
(E).€+§—1_0.
Sa se determine elementele geometrice ale acestei elipse si sa se scrie ecuatiile
ei parametrice. Sa se determine ecuatiile tangentelor la elipsa prin punctele

A(V2,/2) i respectiv B(1,3) si ecuatia normalei in A.

Semiaxele elipsei sunt a = /6 si b = /3, varfurile sale sunt A(y/6,0),
A'(—+/6,0), B(0,v/3), B'(0,—/3), semidistanta focala este ¢ = Va2 — b2 =
V3, iar focarele sunt F(v/3,0), F'(—/3,0), excentricitatea este e =

1, iar dreptele directoare au ecuatiile x = +2 - /3.

N
INA

<
a



96 CONICE

Se verifica cu usurinta ci punctul A(v/2,v/2) se afld pe elipsa, deci ecuatia
tangentei in acest punct se determina dedubland ecuatia elipsei. Avem tan-
genta

Vi V2

2 g+ Xy —1=0.
)zt 5y
Panta tangentei este my = —%, deci panta m,, a normalei (n) in M la elipsa
este datd de m,, - (—1) = —1, adicd m,, = 2. Obtinem ecuatia normalei
(n):y—vV2=2(z—+2).
Deoarece % + % -1 = %3 > 0, rezultd ca punctul B(1,3) se afla in

exteriorul elipsei. Ecuatia unei drepte care trece prin B este (d) : y — 3 =
m - (x — 1). Dreapta este tangenta elipsei daca si numai daca sistemul

{y—3:m(ac—1)
2 2
H+E-1=0

are solutie unica. De aici rezulta ca ecuatia
1+m?)-2?4+4-m-3-—m)-24+2-m*—12-m+12=0
are o singura solutie reala, adica

A = 4(10m? + 12m — 12) = 0,

de unde mj 2 = %\/@‘ Rezulta ca ecuatiile tangentelor prin punctul B sunt:
_ —6++v39 _ —6—+39

(d):y—3 (@—1)si(d):y-3 e (@ 1)
1.2. Hiperbola. Si pentru hiperbola avem o definitie echivalenta cu defi-

nitia generala a conicelor, ca in cazul elipsei.

DEFINITIA 6.11. Fie punctele F si F’ in plan. Locul geometric al puncte-
lor din plan pentru care modulul diferentei dintre distantele pana la F' si
respectiv F’ este constanta, adica

—
|HM? | — |MF'||| = k = constant,
se numeste hiperbold. Punctele F' si I’ se numesc focarele hiperbolei.

Echivalenta celor doua definitii se demonstreaza la fel ca rezultatul similar
pentru elipsa si, din acest motiv, nu o vom prezenta aici.

Consideram hiperbola (H) data prin ecuatia sa canonica in reperul canonic
R=(0,B=1{i,j3}):

(H) . fL‘2 y2

E T
cu focarele F(c,0) si F'(—c,0), unde ¢ = va? +b?. Dacd a = b spunem ca
(H) este o hiperbola echilaterd. Se arata imediat ca O este centru de simetrie
al hiperbolei, iar axele de coordonate sunt axe de simetrie ale acesteia.

—1=0, a>0,b>0,a>0,
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1.2.1. Reprezentare grafica. Datorita simetriilor precizate mai sus, pentru

reprezentarea grafica a hiperbolei este suficient sa obtinem graficul functiei
b
f:[a7oo]_>[ovoo]7 f(x):yzf 2% —a?.
a

Cum derivata sa este

! /
t(a,0) = R, T) = —F]—
[lilas) SR )= —2
urmeaza ca functia f este crescatoare. Derivata de ordinul 2 a lui f este
a-b

" (a,00) = R, "z) = ———— <0,
7" (a,0) P = o
deci f este concava. Mai avem
b
m:limM:f si n= lim (f(x)—m-z)=0,
r—o00 X a T—00

b

T a

si, prin urmare, o asimptota oblica (d) : y x pentru graficul lui f.

Datorita faptului ca hiperbola este simetrica fata de axa (Oy), si dreapta
(d):y= —g - x este asimptota a lui (H).

1.2.2. Fcuatii parametrice. Pentru hiperbola (H) ecuatiile parametrice se
pot obtine din ecuatia canonica, in felul urmator:

2 2

(H):%_%:m(m:(g_%).(§+%):
z_ Y —a. (Ny1
cun:{ E7fT) Aew e ybé+i3 reR

Trebuie sa precizam ca ecuatiile parametrice ale unei hiperbole nu sunt
unice. De exemplu urmatoarele ecuatii sunt tot ecuatii parametrice ale lui
(H):

T =a-cht
(H).{ y—b-sht ’ teR,
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eit _p—it
2
sinusul hiperbolic al lui ¢, iar e™" = cost + isint cu ¢ numarul complex cu

proprietatea i2 = —1. Este usor de verificat ch?¢ — sh?¢ = 1.

1.2.3. Probleme de tangentda. Proprietatea optica. La fel ca in cazul elip-
sei, se arata cd ecuatia tangentei (¢) la o hiperbola (H) printr-un punct
My(zo,y0) € (H), se obtine prin dedublarea ecuatiei lui (H) in M)y, adica
avem

unde cht = emgie_n este cosinusul hiperbolic al lui ¢t gi sht = este

+it

x
(): =5 a—5-
EXEMPLUL 6.2. Sa se determine ecuatia tangentei si ecuatia normalei in
punctul My(2,5) la hiperbola
2 2
A S ")
2 25
Se verifica imediat My € (H). Dedubland ecuatia hiperbolei in punct se
obtine ecuatia tangentei in Mj:

(t):x—%—le,

(H) :

cu panta m; = 5.
Normala (n) in My la (H) este perpendiculara pe tangenta, deci panta sa,
my, verifica relatia m,, - m; = —1. Rezulta m,, = —% si ecuatia normalei este

(n):y—5:—é-(m—2)<:>(n)::1:+5-y—27=0.

Incheiem aceasta sectiune cu urmatorul rezultat, care se demonstreaza la
fel ca proprietatea similara pentru elipsa.

PROPOZITIA 6.7. (Proprietatea optica a hiperbolei)
Normala intr-un punct My al hiperbolei (H) cu focarele F gi F' este bi-

sectoarea unghiului Fm’ .
1.3. Parabola. Fie parabola (P) cu ecuatia canonica
(P):y*>=2pz, p>0,2>0,

in reperul siu canonic R = (O, B = {i, j}), cu focarul F(c = §,0) si dreapta
directoare (d) : * = —5. Se observa ca daca un punct M(z,y) apartine
parabolei atunci si simetricul sau M'(z, —y) fata de axa de coordonate (Ox)
ii apartine lui (P). Prin urmare parabola este simetrica fata de (Ox).

1.3.1. Reprezentare grafica. Este suficient sa reprezentam grafic functia

f:[ovoo)_>ﬂ& f(x):y: 2px.

f:(0,00) = R, fl(x)= g/jg > 0,

deci f este crescatoare. Calculand derivata de ordinul 2

o

3
2

Avem derivata

f7:(0,00) = R, f(x) =—

<0,
4z

obtinem ca f este concava.
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1.3.2. Ecuatii parametrice. O forma a ecuatitlor parametrice ale parabolei
se obtine imediat din ecuatia canonica:

oz =2p)\?
(P).{ y= oA AreR.

1.3.3. Probleme de tangenta. Proprietatea optica. Fie punctul My(zg, yo)
€ (P). Vom determina ecuatia tangentei (¢) la parabola prin punctul M.
Dreapta (t) are ecuatia de forma

(t) 1y —yo=m- (x — x0),

iar sistemul

y=m-(z—20)+ Yo

y? = 2px
admite doar solutia x = xg, y = yo. Eliminam y intre cele doua ecuatii gi,
folosind My € (P), obtinem ecuatia de gradul 2

m2-(w—xo)2—|—2-m-y0-(w—xo)—2-p-(:c—x0):0

s (x—z9)-(m* (x—20)+2-m-yo—2-p) =0,
care are doar solutia x = xg daca si numai daca m - yg = p. De aici, inlocuind
m in ecuatia dreptei (), rezulta
(t):y-yo=p-(z+z0)
Am aratat astfel ca ecuatia tangentei se obtine prin dedublarea ecuatiei para-

bolei in punctul Mj.

EXEMPLUL 6.3. Sa se demonstreze cd tangenta i normala duse intr-un
punct oarecare al unei parabole intalnesc axa parabolei in doua puncte egal
departate de focar.

Fie parabola (P) : y?> = 2pz si un punct My(wo,y0) € (P). Rezultd ca
tangenta la parabola prin My are ecuatia

(t):y-yo=p-(z+ o),

iar normala are ecuatia

(n) iy —yo=—"""(z ~ ).
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Avem (t) N (Ox) = {A}, A(=0,0) si (n) N (Oy) = {B}, B(p+x0,0). Focarul
parabolei este F'(§,0). Obtinem HﬁH =Bt HﬁH = |E—p—axo| = §+x0.

Ca i In cazurile precedente, al elipsei si al hiperbolei, si pentru parabola
avem urmatorul rezultat.

ProprozITIA 6.8. (Proprietatea optica a parabolei)

Normala intr-un punct My al parabolei (P), cu focarul F, este bisectoarea
unghiului facut de dreapta (MoF') si de dreapta paralela cu aza de coordonate
(Ox) care trece prin punctul M.

DEMONSTRATIE. Fie dreapta (d) astfel incat (d) || (Oz) si Mo(wo, o) €
(d). Atunci ecuatia sa este (d) : y = yo, cu vectorul director v; = i. Dreapta
(MyF) are vectorul director o = MoF = (§ — xo) i —yo-J.

In continuare vom determina ecuatia normalei la parabolda in M. Mai
intai avem ecuatia tangentei in punct

@) :y-yo=p (@+z)e ) :y=L2(x+0)
Yo

si atunci ecuatia normalei este
T—Zo Y—Yo
P Y
De aici rezulta ca Xeftorul direct(lr\al dreptei normale este v =p-i — yo - j.
Notam 1 = (v1,0) si p2 = (v2,0) si avem

(n)iy—yoz—%-(x—xo)@(n):

U1 - P
COS Y1 = 7= — =
ol Hloll /P2 + g
U2l _ %*Moﬂf% _ _ p(pt+2x0)

COS 2 = Tri= = 2
ICARIG \/%_p.xﬁxgﬂg. /P2 +y2 (p+220)\/p?+13

adica cos p1 = cos s, ceea ce Incheie demonstratia. O
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2. Conice date prin ecuatia generala

Pentru inceput cor&siﬁderém reperul cartezian ortonormat orientat pozitiv
in plan R = (O, B = {i,j}). Avem urmatoarea definitie.

DEFINITIA 6.12. Locul geometric al punctelor M (z,y) din plan ale caror
coordonate in reperul R verifica o ecuatie cu coeficienti reali, de forma

(6.3) (I): f(z,y) = a11-2°+2-a12-T-y+az-y*+2-a13-5+2-ass-y+ass = 0,
se numeste curbd algebrica de ordinul 2.

OBSERVATIA 6.4. Dacid a;; = aga = aj2 = 0 atunci (I') este o dreapta,
iar daca aj; = aga # 0 si a2 = 0 atunci (I') este un cerc. Din aceste motive
cele doua clase vor fi excluse, adica In continuare vom presupune ci nu avem
simultan a1; = a99 si a2 = 0.

OBSERVATIA 6.5. Este evident ca orice conica este o curba algebrica de
ordinul 2.

In continuare notam

air a2 x
( a1y a > ) ( a13 a3 )7 < y >
si ecuatia (6.3) se poate scrie sub forma
(6.4) M:f(X)=X'"XAxX+2 BxX+az3=0

PROPOZITIA 6.9. Proprietatea lui (I') de a fi o curba algebrica de ordinul
2 nu depinde de reperul cartezian ortonormat orientat pozitiv ales.

DEMONSTRATIE. Fie reperul cartezian ortonormat R’ = (O', B’ = {#',j'}),
. . . o O
unde O’ are coordonatele (xg, yo), iar matricea schimbarii de baza B — B’ este

matricea ortogonala C' € GO(2,R). Atunci coordonatele unui punct oarecare
M din plan se transforma la schimbarea de reper dupa formula

X=Xy+C'x X',
unde Xy = < zo ) este matricea coloana a coordonatelor lui O’ gi X' =
0

/
( z, cea a coordonatelor lui M in reperul R'.

Astfel, ecuatia lui (I') devine, in reperul R/,

M) : f(X) = (X)X (CxAxCHxX'
(6.5) +2- (Cx Ax Ct+ B x C" x X'+ f(Xp)

= 0.
Notand
66) A =CxAxC', B =X,xAxC'+BxC' dys=7f(Xo)
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aceasta ecuatie se scrie
M) : f( X=XV xAx X' +2-B' x X' +aj3 =0,
adica are aceeagi forma ca si in reperul initial, ceea ce incheie demonstratia. [

2.1. Invarianti ai unei curbe algebrice de ordinul 2. Pentru curba
(") data prin ecuatia (6.3) (sau echivalent prin (6.4)), introducem urméatoa-
rele notatii

ailp a2 a3

a a
0 =det A= all CL12 , I =traceA=ai1+az, A=|ay axp a3 |,
2 o a1z a23 as3
K = ailp ai2 ail a3 a22 G23
a2 a22 a1z a33 a23 a33

Acum putem da urmatorul rezultat, esential pentru clasificarea curbelor alge-
brice de ordinul 2.

TEOREMA 6.10. Daca (I') este o curba algebrica de ordinul 2 datd prin
ecuatia (6.3), atunci
(1) 0, I si A sunt invarianti la translatii si rotatii;
(2) K este invariant la rotatii;
(3) daca 6 = A =0 atunci K este invariant si la translatii.

DEMONSTRATIE. (1) Consideram polinomul caracteristic al matricei A din
ecuatia (6.4):

air — A a2

=X —T-\+0.
a2 az — A

p(A) =det(A—X-1I) =

Am vazut, iIn demonstratia propozitiei 6.9, cd dupa o translatie a reperului
initial cu noua origine O’(x,yo) urmata de o rotatie de unghi a data de
cosa sina

matricea ortogonalda C' = )
—sina  cosa

), ecuatia lui (I") devine

M) :f(X)=X)VxAxX'+2-B x X' +aj3 =0,
unde am folosit aceleasi notatii ca in demonstratia mentionata, sau, echivalent,
(D) : f(a,y') = ajy -2 +2-aly-2' -y + ahy-y* +2-a3-2" +2- a3 -y + a3 = 0.
Polinomul caracteristic al matricei A’ este
PN =det(A = X-L)=X-T-1+7¢.
Pe de alta parte, avem
pP(A) = det(A =X I)=det(Cx AxCt—\-C x I x Ct

= detC-det(A— X\ L) -detC* = p()) - det(C x CY)

= p(A)-det Iy = p(}),
de unde rezulta &’ = si I’ = I.
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In continuare consideram matricile

ail a2 a13 ayy ayp  ajs
D= a2 ax ap |, D' =| dy ah a
ais a3 ass a/13 a/23 aég
si
cosa sina 0
C= —sina cosa 0
xo yo 1

Se verificd imediat ca D' = C' x D x C! &i, prin urmare, avem
A’ = det D' = det(C x D x C%) = (det C)? - det D = (det C)* - A = A.

(2) Polinoamele caracteristice ale matricilor D si D" sunt

ail — A a2 a13
p(A) = det(D—-A-I3)=| a2 ax—\ a3
a3 a3 asz — A

= X4 (traceD)- N2 -~ K -A+A

sl respectiv

‘1/11/— A ,‘1/12 a;l?:
P(A) = det(D'=A-I3)=| ayp apn—A  ay
! ! !
aps ] azg — A

= X4 (traceD') - N2 — K- A+ A

Daca efectuam doar o rotatie a reperului initial, rezultd ca in expresia
matricei C avem z9 = yo = 0 si C x C = I3, adicd, in acest caz, C este o
matrice ortogonala. Atunci rezulta ca p(A) = p'(A) si, astfel, K/ = K.

(3) Deoarece, aga cum am vazut, K este invariant la rotatii, este suficient
sa aratam ca este invariant si la translatiile reperului initial.

Se observa ca putem scrie

K=6+as-I—-B'xB
in reperul initial R si
K'=6§+as-1—(B) xB
in reperul R’ obtinut dupa o translatie lui R cu noua origine in O'(z, yo).

In continuare presupunem § = 0 si atunci avem si & = 0. Asa cum am vizut
si I este invariant la astfel de schimbéri ale reperului, deci I’ = I. Rezulta

K=a3-1-B'xB s K =aj-I—(B) xB.

Din (6.6) obtinem B’ = X} x A+ B si aby = f(Xo), unde Xy = < 550 >
0

Inlocuind in expresia lui K/, dupa un calcul direct, avem

(6.7) K=K+ (X, xA+2 -B)x(I-I,— A) x Xo.
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Acum
Ax(I-Tp—A)y=[ M1 @2 agg —aiz \ _ (0
aiz G2 —ai2  an 0
deoarece am presupus & = 0. Pe de alta parte

Bx([.[2_A) — (a13 a23)><< a22 —a12>

):OQa

S5 O

—ai2  ail
= (a13-a2—az3-a;p —az-aiz+agz-an ).
Calculand A obtinem

A = —ag3 - (a11 - azz — a13 - a12) + a1z - (a12 - azs — a3 - azo)
si, cum 6 = A = 0, avem sistemul
{ a1y - agy — ajy =0
—ag3 - (a11 - @23 — a13 - a12) + a1z - (a12 - azz — a13 - agz) =0
Nu putem avea a1 = ag9 = 0 pentru ca atunci a;o = 0, caz pe care, inca de
la inceput, l-am exclus pentru ca (I') nu ar fi o conicd. Presupunem aj; # 0

2 ~
. . . . N . a . A
gi avem, din prima ecuatie a sistemului, ags = Zt2. Inlocuind in a doua
ecuatie obtinem a1 - ass — a13 - a2 = 0 si apoi a2 - as3 — a13 - ase = 0, adica
B x (I‘IQ—A):Ol2.

In concluzie, din (6.7), am obtinut K’ = K. O
TEOREMA 6.11. (Clasificarea curbelor algebrice de ordinul 2)

O curba algebrica de ordinul 2 este o conica. Clasificarea acestor curbe,
n functie de invariantii 6, A, I si K, este data in tabelul urmdator:

] \ ) \ A \ I-A \ K \ Gen \ Tip \ Denumire ‘
1[>0]#0]| <0 eliptic | nedegenerata elipsa
2/>0[#0| >0 eliptic | nedegenerata conica vida

(elipsa imaginara)
3/>0| 0 eliptic degenerata punct dublu
41 <0]#0 hiperbolic | nedegenerata hiperbola
51<0] 0 hiperbolic | degenerata pereche de
drepte concurente
6| 0 |#0 parabolic | nedegenerata parabola
710 0 < 0 | parabolic | degenerata drepte paralele
8| 0 0 0 | parabolic | degenerata dreapta dubla
91 0 0 0 | parabolic | degenerata conica vida
(drepte paralele
imaginare)

DEMONSTRATIE. Reamintim ca ecuatia unei curbe algebrice de ordinul 2
poate fi scrisa

M) :f(X)=X"xAx X +2-Bx X +as3 =0,

ailp a2 X
A= B= 3), X= ,
< a2 a2 ) ’ (s ax ) < y >

unde
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in reperul cartezian ortonormat orientat pozitiv initial R = (O, B = {i,j}).
Deoarece matricea A este simetrica rezultd ca radacinile A1 gi Ao ale poli-
nomului sau caracteristic

p(A) =det(A—X-L)=X—T-A+6

sunt reale si distincte, de unde rezulta ca exista o baza ortonormatd B’ =
{#’, 7'}, formata din vectori proprii ai lui A astfel incat in reperul R’ = (O, B')
avem

(T

unde A’ = <

(6.8) () : f(a, M- (@) 4+ X (Y)2+2-ds -2/ +2-dhy -y +ab3 =0.
Cazurile (1)-(5) (6 # 0). Deoarece 6 # 0 rezultd 6 = det A = det A’ =
A1+ Ag # 0, adicad A1 # 0 si A2 # 0, iar ecuatia (6.8) se poate scrie

! ! 2 !
@) : fey) = M- <(l’/)2 +2. %00 (‘if) ) - 7(“;1)2

)i f(X) = (X x A x X' +2-B' x X' +aj3 =0,
)E) Ao > Pe larg, in reperul R’, ecuatia lui (I") este
y') =

adica
D) : f(2'y) = Al-((ar’)+0;/113)2+)\2~ ((?/H@)z—

In reperul R’ avem & = Ap - A si

! / / 7 \2 7 \2
A= 9 )>2 a/23 = A1+ A2 -ags — Ao (aj3)” — A1 (ag3)”
a a a
13 Q23 dass

. / 2 / 2 ! . . . .
Obtinem % — % + ahy = % = %, deoarece § gi A sunt invarianti la

schimbarea reperului. Astfel avem

(F):f(x’,y’)ZM-(( )+f’) +)\2'<( )+C;223)2—?=0.

In final considerdm reperul R"” = (C,B’) obtinut prin translarea reperului R’

in punctul C (—%3, %) In reperul R” ecuatia curbei este

() @) = M (@) 2 (0 + 2 =00

Acum, daca A # 0, ecuatia lui (I') se poate scrie in forma canonica (si astfel
R este reperul canonic al lui (T')):

(m//)Q (y//)2
A

(6.9) @) fatyy =L L W g
BRSE AP
Cazurile (1)-(3) (6 > 0). In aceste cazuri avem A - Ay = 0 > 0, adici

A1, A2 gi I = A1 4+ A9 au acelagi semn. Prin urmare )\A 5§y A 3,5 au acelasi semn

cul-A.



106 CONICE

Daca I - A < 0 atunci —ﬁ >0 si —ﬁ > 0, iar (I") este o elipsa.

Daca I - A > 0 atunci —ﬁ <04 —ﬁ < 0 i (I') este o conica vida,
deoarece ecuatia sa nu are solutii reale. In acest caz (') se numeste elipsa
imaginara.

Daca A = 0 atunci ecuatia (6.9) devine

(D) f@",y") = A (") + e (y")* = 0.
De aici se obtine (2”)? = 0 i (y”)? = 0, adica (') este un punct dublu.

Cazurile (4), (5) (§ <0). Avem A - Ay =0 <0, deci A\ si A2 au semne
diferite si, atunci ﬁ si % au semne diferite dacd A # 0, adica, in acest caz,
(T") data de ecuatia canonica (6.9) este o hiperbola.

Daca A = 0 atunci, din ecuatia

(F) . f(x”,y”) _ /\1 . (37”)2 + )\2 . (y//)Q — O,

rezulta (T') : ¢’ = j:\/ij; 2" adica (T") este reuniunea a doua drepte concurente
in punctul C.
Cazurile (6)-(9) (6 = 0). Vom folosi si aici reperul R’ considerat la inceputul
acestel demonstratii. Dacd 0 = A1 - Ay = 0 rezultd sau Ay = 0 sau Ay = 0.
In continuare presupunem A; = 0 gi, prin urmare, Ay # 0, iar ecuatia (6.8)
devine

(D) : f(@'y) =Ko (y)? +2 dlg- ' +2 dbs -y +agy =0

i se poate scrie

Lo\ 2 I )2
(F)if(ﬂc/,y')zhz-(y”r%) +2~a/13-a:’+ag3—(a23) — 0.

A2 Y
Deoarece A este invariant la schimbéri de reper, avem
0 0 dl
A=A = 0 A2 a/23 =—A2- (a/13)2’

/ / /
@13 dg3 433
si atunci A = 0 daca si numai daca aj5 = 0.
Pe de alta parte, stim ca si K este invariant la rotatii ale reperului, astfel
ca avem

K=K =X- 053 - (a/13)2 - (0/23)2-

Daca A = 0, rezulta

K _K _,  (dh)
— = =a}5—
I X A2
si
/
A A / Qo3 5
(0): £y = (v +—A2) +5=0

’ 2
Pentru K = 0 obtinem (T) : (y’ + %3) = 0, adica (I") este o dreapta

dubla; pentru K > 0 rezultd ca (I') este o conica vida (o pereche de drepte
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paralele imaginare); iar pentru K < 0 avem (I') : y/ = &4/% — 3 adica (I')
este reuniunea a doua drepte paralele.

Dacd A # 0 avem si af3 # 0, iar dupa efectuarea unei translatii a reperului
!
- 2,61“ (- %), —%23) se obtine reperul

R"” = (V,B’) in care ecuatia lui (I") are forma canonicé:

() : (y")2 =42. \/f% sz

Prin urmare, in acest caz, curba este o parabola. O

initial R’ cu noua origine in punctul V' (

OBSERVATIA 6.6. De acum ne vom referi la o curba algebrica de ordinul
2 numind-o, simplu, conica.

OBSERVATIA 6.7. Teorema de clasificare se poate demonstra gi in alte
moduri. Am optat pentru aceasta demonstratie (prezentata si in [17]) pentru
ca ea pune in valoare cunostintele de algebra liniara acumulate, alaturi de cele
de geometrie analitica in plan.

In urmitoarele observatii facem unele precizari legate de forma ecuatiei
canonice a unei conice, obtinute la fel ca in demonstratia teoremei de clasificare
din ecuatia generald, si despre obtinerea reperului canonic. Aceste observatii
vor fi utile mai ales in aplicatii.

OBSERVATIA 6.8. Valorile proprii ale matricei A din ecuatia conicei (I') in
reperul initial R = (O, B = {i,5}) sunt solutiile ecuatiei caracteristice a lui A

M —T-A+d§=0,

adica

I++I12—-4.§ _ CL11+CL22:|:\/((111 —a22)2+4-a%2
2 - 2 '

Vectorii bazei B = {i’,j'} din reperul canonic al lui (I') vor fi coliniari cu
vectorii proprii ai matricei A corespunzatori valorilor proprii A1 si respectiv
A2. In continuare vom determina acesti vectori.

Fie f : V2 — V2 un operator liniar a cirui matrice in baza B = {i,j} este
A. Atunci valorile proprii ale lui f sunt A; i Ao.

Din ecuatia f(0) =\ -9, 9 =x -1+ 1y - j, rezulta sistemul

(an—)\l)-x—i—alg-y:()
alg-x+(a22—)\1)-y:0

A2 =

)

a carui solutie este

{x:(am_)‘l)'t , teR
y=—aiz-t

Prin urmare subspatiul propriu al lui f (si al lui A) corespunzator lui \; este
V(A1) = {0 =((age — A1) - t, —a12 - )|t € R}.

Se obtine imediat ca By = {#1 = (ag2 — A1) - i — ai2 - j} este o bazi in acest
subspatiu.
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Asa cum am vazut, reperul canonic al conicei se obtine din cel initial

printr-o rotat;1e urmata de o translagie. Dacd notam a = (i’,7) unghiul de
rotatie atunci i’ = cosa - i+ sina - j si, deoarece i || ¥y, rezulta

CoSs & sin o aio

az — A1 —a2 Can— M\
Acum, daca A; =0, adica 6 = 0 si (I') este de gen parabolic, avem
tga = ——2 =~
a2 a2
— 2 12
Daca A1 # 0 presupunem ca A; = auitaznt ([“21 022)" H4aiy si obtinem, prin
calcul direct,

2-tga 2 a2
tg(2a) = = :
g(20) 1—(tga)? a1 —agn
_aiitass— (au az2)?+4-af,

Se arata imediat ca daca Ay , atunci avem acelasi
rezultat. Rezultatul se regase§te in aceeasi forma daca determinam subspatiul
propriu V(A2), apoi o baza By = {v2} in acest subspatiu si impunem ca vectorii
j si Uy sa fie coliniari.

Am gasit astfel un mod de determinare a unghiului de rotatie «, care va
fi folosit in aplicatii pentru gasirea reperului canonic al unei conice si pentru
reprezentarea grafica a acesteia.

OBSERVATIA 6.9. Fie (I') o elipsa sau o hiperbola. Atunci, aga cum am
vazut In demonstratia teoremei de clasificare, ecuatia sa canonica este

(:U”)Q (y//)Q
A

(T): —1=0.
T el
Daca (T') este o elipsa atunci valorile pentru A; si A2 trebuie alese astfel
incat —% > — /\ o adica 2 N <% . Cum Aj si Ag au in acest caz acelagi semn

rezulta
e A\ > )My daca A >0, si
e )\ < Ay daca A <0.
Daca (T') este o hiperbolé atunci valorile lui A1 81 Ao trebuie alese astfel
incat —ﬁ >0l — /\ s <0, adica & 5 >0 §1 S < 0. Prin urmare avem
e )\ > 0si Ay <0 (sau, altfel spus, deoarece A1 si A9 au oricum semne
opuse, A1 > A2) daca A > 0, si
e )\ <0siA2 >0 (sau echivalent \; < \g) dacd A < 0.
In concluzie, pentru o astfel de conici, avem
sign(A1 — Ag) =sign A,
adica A1 — Ao si A au acelasi semn.
Pentru o conica degenerata de gen hiperbolic avem A = 0 si ecuatia cano-
nica
(F) Y (ZE”)Q + Ao - (y")2 =0.

In acest caz convenim si alegem A1 > 0 gi A2 < 0.
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OBSERVATIA 6.10. Daca avem o conica (I') de gen eliptic sau hiperbolic
i rotatia reperului initial se face cu unghiul «, atunci avem

arr a1z \ _ ot At 0 “ C
aiz a2 0 X ’
cosa  sino
—sina  cosa

unde C = (

calculelor,

) € GO(2,R). De aici rezulta, dupa efectuarea

2- alg = ()\1 — )\2) . sin(2a).

Prin urmare semnul lui sin(2«) este acelasi cu al expresiei aja- (A1 — A2), adica
acelagi cu semnul lui a9 - A, dacd (T') este nedegenerata, deci, pentru o astfel
de conica, avem:

e ac[0,7) daca aja- A > 0;

e o€ (5,7 daca a;a- A <0.

Daca (I') este de gen hiperbolic si degenerata, am convenit ca A; > 0 si

A2 < 0, adica, in acest caz, vom avea signsin(2a) = signajs si, prin urmare
a € [0,%) dacd aj2 > 0 sl o € [T, 7] daca ajz < 0.

2.2. Centre de simetrie. Fie (I') o conica data in reperul initial R prin
ecuatia
() : f(z,y) :a11-$2+2-a12-x-y+a22-y2—|—2-a13~az+2-a23-y+a33 =0,
care, aga cum am vazut, se poate scrie
M) : f(X)=X"xXAx X +2-Bx X +as =0,

unde am folosit aceleasi notatii ca si pana acum.

Reamintim ca un punct C(xg,yp) din plan se numeste centru de simetrie
al lui (I') daca pentru orice punct M(z,y) € (I') rezulta ca si simetricul sau
fata de C apartine conicei.

In continuare vom determina centrele de simetrie ale conicei (T") folosind
forma matriciala a ecuatiei sale.

Daca M'(2',y’) este simetricul lui M fatd de punctul P atunci P este

_ xz+x’

/
mijlocul segmentului MM’ gi avem zo = % s yo = XL adicd 2/ = 2 29—z

siy =2y —y. Matricial putem scrie X’ =2- Xy — X, unde X = ( z >,

/
X' = < z, > si Xo = < :?jo > Daca C este un centru de simetrie al conicei
0
atunci M’ € (T') si, din ecuatia conicei, avem

fIX) = X'xAxX+2 -BxX+ass
= 2 X[+ (X)) xAx(2-Xo+X')+2B x (2- Xo + X') + ass
= 4 - (X{xAxXo—X{xAxX')+4-Bx (Xo—X')+ f(X)

= 4-(X,x A+ B) x (X — Xq) =0,
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unde am folosit faptul c& ((X')" x A x Xo)! = X} x A x X".
Acum, sd presupunem c& X} x A+B # O12, adicd X[ x A+B = ( ap Qo ),
unde o + a3 > 0. In acest caz ecuatia conicei este

(D) £ = (@ aQ)X(jj;jg):o

sau, echivalent,
(L) : flz,y) = a1+ (x — o) + a2 (y —yo) =0,
adica conica este o dreapta, ceea ce este o contradictie. Prin urmare rezulta
X{x A+ B=012& Ax X+ B"'=0y.
Scriind pe larg matricile A, B gi Xy avem ecuatia matriciala
Cow ) ) = (o) = (5):
echivalenta cu sistemul

a1 - xo+aiz Yo +aiz =0
a2 - o + age - Yo + azz =0

In concluzie, putem enunta urméatoarea propozitie.

PrOPOZITIA 6.12. Un punct C(xg,yo) din plan este un centru de simetrie
al conicei

M) tai-2®+2-a1z-2-y+an y*+2 a3 -2+2 ag-y+az =0

dacd $i numai daca coordonatele sale verificd sistemul

a1 -r+ap-y+az=0
6.10
( ) {a12-x+az2-y+a23=0
OBSERVATIA 6.11. Se observa usor ca sistemul (6.10) poate fi scris

1,9f _
3 g =0
1,9f _
3 9y =0

In continuare vom studia sistemul (6.10) pentru a vedea in ce conditii este
compatibil. Matricea sistemului este, evident, matricea A cu det A = 4.
Prin urmare, daca § # 0, adica (I") este o conica de gen eliptic sau hiperbolic,
atunci rang A = 2 gi sistemul este compatibil determinat.

PrROPOZITIA 6.13. O conica de gen eliptic sau hiperbolic are un centru de
simetrie unic.

OBSERVATIA 6.12. Centrul de simetrie al unei conice de gen eliptic sau
hiperbolic este originea reperului sau canonic.
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Daca 6 = 0, adica (I') este de gen parabolic, atunci rang A = 1. Matricea
@ @2 T ) A rang A = 1 daca
a2 a2 —a23

a1 a2 a13
si numai daca % = % = % Daca A = | aj2 ag ag3 | # 0, adica (I")

a3 a3 as3

este nedegenerats, rezulta imediat ci rang A # 1 = rang A, deci, in acest caz,
sistemul nu este compatibil.
Am presupus 6 = 0, adicd a1y - ase — a%Q = 0. Presupunem si cd ay; # 0 si

extinsa a sistemului este A =

2
a v . .
avem agy = ﬁ Dupa un calcul direct, obtinem

a2 ai3 ailp ais a11-a23—0a13-a12
A = a3 - — ag3 - — %
a22 Aa23 ai2 a3
_ 1 | e a3
@1 | ayp a3 |’

De aici rezulti ci rang A = 1 daca si numai daci A = 0. Prin urmare, in acest
caz sistemul este compatibil nedeterminat, iar solutiile sale sunt coordonatele
punctelor situate pe dreapta (d) : aj1 - = + a1z -y + a1z = 0.

PrROPOZITIA 6.14. O conica de gen parabolic nu are centru de simetrie
daca este nedegenerata si are o dreapta de centre de simetrie daca este dege-
neratd (este o pereche de drepte paralele).

OBSERVATIA 6.13. Pentru o conica vida orice punct din spatiu este centru
de simetrie.

EXEMPLUL 6.4. Sa se determine genul, tipul, ecuatia canonica, reperul
canonic si sa se reprezinte urmatoarea conica:

() : f(x,y) = 8% — 122y + 17y* — 8z — 44y + 32 = 0.

Sa se precizeze care sunt focarele conicei gi excentricitatea acesteia.
Calculam invariantii conicei

s 8 —6 -4
5:‘ 6 17 ‘: 100, A=| -6 17 —22 |=-2000, I =8+17=25.
4 —22 32

Cum 0 > 0 conica este de gen eliptic (si are un centru de simetrie). Deoarece
A # 0 urmeaza ca (I') este o conica nedegeneratd, iar din I - A < 0 rezulta ca
este o elipsa.

Ecuatia canonica va fi

A
A (@) + X (V)2 + <=0
unde Aj si Ao sunt solutiile ecuatiei

N T - A+6=0< X\ —25\A+100=0.
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Avem A\ o = % si, cum A1 — Ao are acelagi semn cu A = —2000 < 0, rezulta
A1 =5 gi Ay = 20 si, prin urmare,

)+ 2 + @) -1=0.

Reperul canonic se obtine printr-o rotatie de unghi a dat de tg(2«a) =
alzla%jm =3, @ €10,7) (deoarece ajz - A > 0) urmatd de o translatie cu noua
origine in centrul de simetrie al elipsei.

Coordonatele centrului de simetrie se obtin rezolvand sistemul

1. of _
2 Ox o 8¢ —6y—4=0
af —6x+ 17Ty —22=0
g=o0

D=

Avem solutia z¢g = 2, yp = 2 si, astfel, centrul de simetrie C'(2,2).
In continuare, notam tga = m > 0 si obtinem ecuatia

2m 4
t 20{ = = =
8(2) 1-m?2 3
de unde rezulta pantele noilor axe de coordonate m; = %, mo = —2.

In concluzie reperul canonic are originea C(2,2) si axele de coordonate
date de urmatoarele ecuatii:

(C:C’):y—Q:%-(a:—Q) i (Cy):y—2=-2(z—2).

Studiem daca elipsa intersecteaza axele reperului initial. Rezolvam ecuatia
f(x,0) = 0 si observam ca nu avem solutii reale, deci conica nu intersecteaza
axa (Oz). Ecuatia f(0,y) = 0 de asemeni nu are solutii reale, deci elipsa nu
intersecteaza nici (Oy).

Din ecuatia canonica a elipsei rezulta ca aceasta are semiaxele a = 2
b = 1, deci semistanta sa focald este ¢ = Va2 — b2 = /3, adici HC? |2

—
|CF'||?> = 3. Pe de alts parte focarele F' si F' apartin axei (Cz’). Prin urmare
coordonatele lui F' si ale lui F’ in reperul initial verifica sistemul

{(m—2>2+<y—2>2=3
y—2=13(z-2) ’

H N
.
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cu solutiile 10 = 2 + %, yi2 = 2+ 3—%/5 Atunci focarele elipsei sunt

F(2+ %, 2+ %) st F'(2— 6'5—\/5, 2— %) Excentricitatea elipsei este data

_ ./ b2 /3
de e = 1—?—7

EXEMPLUL 6.5. Sa se determine genul, tipul, ecuatia canonica, reperul
canonic gi sa se reprezinte urmatoarea conica:

() : f(z,y) = 6zy + 8y* — 122 — 26y + 11 = 0.

Sa se precizeze care sunt focarele conicei gi excentricitatea acesteia.
Mai intai calculam invariantii lui (T'):
0 3 0 3 —6
5:‘3 8‘:—9, A= 3 8§ —13 |=81, I=8.
-6 —-13 11

Deoarece 6 < 0 conica este de gen hiperbolic (deci are un centru de sime-
trie). Din A > 0 urmeaza ca (I') este nedegenerata. Prin urmare (I') este o

hiperbola.
Ecuatia canonica este

A
A (@) - (V)2 + 5= 0,

unde A; gi Ao sunt date de ecuatia
NI A+6=0& X —-81—-9=0.
Obtinem A\; = 9, Ay = —1 (deoarece A > 0) si ecuatia canonica

i (y,)Q
0): @2 -

Coordonatele centrului de simetrie rezulta din sistemul
10f 0

2 0z -
{By 6=0
=0

—-1=0.

3248y —13=0

10f
20y
Avem solutia zg = —1, yp = 2 si centrul de simetrie C'(—1,2).
Notdm cu « unghiul de rotatie a reperului initial (o € [0,%), deoarece
ajz - A > 0) si notdm tga = m. Atunci tg(2a) = 1377"712 = a121.a—1c1222 = %,

Astfel reperul

deci pantele noilor axe de coordonate sunt my = 3, mo = —%.

canonic are originea C(—1,2) gi axele de ecuatii
1
(Cx):y—2=3-(z+1) si (C’y/):y—Qz—g'(x—l—l).

Studiem daca hiperbola intersecteaza axele reperului initial. Consideram

ecuatia f(z,0) = 0 si obtinem z = %, deci conica intersecteaza axa Oz in
punctul A(%, ). Din ecuatia f(0,y) = 0 rezulta punctele de intersectie dintre

hiperbola si axa (Oy): B (0, %) si By(0, %)
Semiaxele hiperbolei sunt @ = 1 i b = 3. Prin urmare semidistanta focala

va fi ¢ = Va2 +b? = /10. Focarele F i F’ ale hiperbolei se afla pe axa
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(Cx') si ||ﬁ|| = ||CF'|| = ¢ = v/10. Atunci coordonatele lor se determina din
sistemul
(z+1)*+(y—2)*=10
y—2=3-(z+1)
Solutiile sunt x1 = 2, y; = 11 §i z2 = 0, y2 = 5, deci avem focarele F'(1,11) si
F’(0,5). Excentricitatea hiperbolei este e = /1 + Z—z = /10.

EXEMPLUL 6.6. Sa se determine genul, tipul, ecuatia canonica, reperul
canonic gi sa se reprezinte urmatoarea conica:

() : f(z,y) = 2* — 2zy + y*> — 10z — 6y + 25 = 0.

Sa se determine coordonatele focarului conicei.
Invariantii conicei sunt

— 1 -1 -5
5:‘_1 ) ):0, A=|-1 1 -3|=-64 I=2.
-5 -3 25

Din § = 0 rezulta ca genul conicei este parabolic (deci nu are centru de sime-
trie). Cum A # 0 conica este nedegenerata, deci este o parabola.
Ecuatia canonica a lui I" este

() (") =2/ T3a & () () = 4V,

unde p = ‘/_T% (vezi sectiunea Parabola din subcapitolul precedent).
Reperul canonic se obtine din reperul initial dupa o rotatie de unghi «,
unde tga = —¢t = 1, a € [0, 3) (deoarece aip - A > 0), adica o = T,

urmata de o translatie cu noua origine in varful parabolei V. In continuare
vom determina coordonatele lui V' (zg,yo) (in reperul initial).
Relatiile dintre coordonatele unui punct Inainte si dupa rotatie sunt

{ :L‘::E’-cosa—y’-sina:ﬁ-(:ﬁ’—y’)

[See

y=2a-sina+y -cosa=5 (' +y)
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Atunci ecuatia parabolei in noul reper este
(T) :2(y)* — 8v22' +2V2y + 25 = 0.

Consideram translatia acestui reper cu noua origine in V(z,y(), varful pa-
rabolei (coordonatele lui V' sunt cele din reperul obtinut dupa rotatie). Rela-
tiile dintre vechile coordonate ale unui punct oarecare din plan, si cele noi
sunt

Y

=z + 2"
Y=y, +y"
iar ecuatia parabolei in reperul obtinut dupa translatie este

(T) : 2(y")* — 8v22" + (4yo + 2v2)y" + 2(yp)* — 8v/22(, +2V2 425 = 0.

Aceasta ecuatie trebuie sa coincida cu ecuatia canonicd a parabolei, dedusa
anterior. Avem sistemul

dyh+2v/2 =0

2(yp)? — 8vV2zf + 2v2y) +25=0
3v2 V2

cu solutia zj = %=, yj = —%=. Atunci coordonatele lui V' in reperul initial
sunt

70 = (e — vh) =2

vo =" - (ah +vp) =1

Axa de coordonate (Vz”") a reperului canonic trece prin V' si are panta

m = tga = 1. Astfel avem (Va”) : y —1 = x — 2, iar cealaltd axa de
coordonate (Vy") (care trece prin V si este perpendiculara pe (Va”)) este
Vy")y—1=-z+2.

In final, studiem daca parabola intersecteaza axele reperului initial. Avem
ecuatia f(z,0) = 0 cu solutia z = 5, deci conica intersecteaza axa (Oz) in
punctul A(5,0). Cum ecuatia f(0,y) = 0 nu are solutii reale rezulta ca para-
bola nu intersecteaza axa Oy.



116 CONICE

Focarul parabolei F' are, In reperul canonic, coordonatele z(; = g = % =
V2 si yf = 0. Atunci avem Hﬁ” = /2. Deoarece F € (Vz'), atunci

coordonatele lui F' in reperul initial satisfac sistemul

{ (z =2+ (y—1)72=2
y—1l=a—-2

De aici, folosind si faptul ca focarul se afld in semiplanul superior determinat
de dreapta (Vy"), rezulta ca F are coordonatele x = 3 si y = 2 in reperul
initial.

EXEMPLUL 6.7. Sa se determine genul, tipul, ecuatia canonica, reperul
canonic §i sa se reprezinte urmatoarea conica:

(F):f(:n,y):5$2+4$y—y2—5x+y:0.

Pentru (I') avem invariantii

5 2 =2

5|5 29 A-| 2 1 1l-0 r1-4
2 1 ST 2
-3 3 0

Deoarece § < 0 conica este de gen hiperbolic. Din A = 0 rezulta ca (I") este
degenerata. Astfel, conform teoremei de clasificare, conica este reuniunea a
doua drepte concurente cu ecuatia canonica

() A ()24 2 )2+ 5 =0
Determinam Aj si Ao din ecuatia
N—T-A+5=0X-41-9=0.
Obtinem \; = 2+ /13 si Ao = 2 — /13 si ecuatia canonica
(D) : (2+V13) - («)° + (2= V13) - (¢')* = 0.

Centrul de simetrie al lui (I"), care este punctul de intersectie al celor doua
drepte care compun conica, se determina din

1.9f _
2 Oz o 10z +4y—5=0
1.9/ _ dr —2y+1=0
2 Oy
Solutia sistemului este zg = %, Yo = % si centrul de simetrie al conicei este

15
0(67 6)'

Pantele axelor de coordonate ale reperului canonic se determina din ecuatia
tg(2a) = IETnQ = ai“_lgm = %, unde « este unghiul cu care este rotit reperul
initial i m = tga. Rezulta m; = —3 + V13 (am tinut cont ca a € [0, 3),
deoarece a1y > 0) si mg = —3 — v/13. Ecuatiile noilor axe de coordonate sunt

(Cxfyy=2 = (34 VID)- (x— ) 5 (Cy) 1y~ = (-3-VIB) ().
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Pentru reprezentarea grafica este convenabil sa privim ecuatia initiala ca
pe o ecuatie in necunoscuta y. Rezolvand-o obtinem ecuatiile dreptelor a caror
reuniune este conica, in reperul initial,

(di):y=5x si (do):y=—-x+1

(d)

EXEMPLUL 6.8. Sa se determine genul, tipul, ecuatia canonica, reperul
canonic gi sa se reprezinte urmatoarea conica:

(T) : f(z,y) = 42 — 122y + 9y* 4 20z — 30y — 11 = 0.

Invariantii conicei sunt

L 6 4 -6 10
5:‘_6 9‘:Q A=|-6 9 —15|=0, I=13.
10 —15 —11

Deoarece § = 0 conica este de gen parabolic. Din A = 0 rezulta ca (I') este
degenerata, deci este reuniunea a doua drepte paralele.
Ecuatia canonica a conicei este

K
(F) : (yl)2 + ﬁ = 07
unde
K= | @1 a3 age  a23 S N T
a1z ass3 a23 as3 aiz Q22
Prin urmare, avem
36
I): @)= =0.
() () -5
Centrele de simetrie ale lui (I') se determina rezolvand sistemul
1L 9f _
2 Oz { 20 —3y+5=0
—2x+3y—5=0
1. of _
3 oy =0

Avem dreapta de centre de simetrie, care este si axa (O'z’) a reperului canonic,
(O'2'): 22 -3y +5=0.
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Pentru reprezentarea grafica, revenim la ecuatia initiala si, grupand cores-
punzator termenii, obtinem

(22 — 3y)% 4+ 10(2z — 3y) — 11 = 0.

Notdm 2z — 3y = t si avem ecuatia t?> + 10t — 11 = 0, cu solutiile t; = 1
si to = —11. Rezulta ca dreptele a caror reuniune este conica sunt date, in
reperul initial, de

(di):2c—-3y—1=0 si (d2):2z—3y+11=0.

2.3. Pozitia relativa a unei drepte fata de o conica. In aceastd
ultima sectiune a acestui capitol vom prezenta, fara demonstratii, definitiile
si ecuatiile axelor de simetrie ale unei conice, ale asimptotelor unei hiperbole,
precum si unele probleme de tangenta. Pentru demonstratii, detalii i rezultate
suplimentare pot fi consultate cursurile [10] si [17].

Fie conica (I') data prin ecuatia generala

M) : f(z,y) =an-2>+2-a12-7-y+an y*+2-a13-2+2 ax-y+azs =0.

DEFINITIA 6.13. Fie vectorul v(a,b) in plan. Se numeste diametru con-
Jugat directiei v in raport cu (I') locul geometric al punctelor P din plan cu
proprietatea ca pentru dreapta (dpy) care trece prin P si are vectorul director
v i pentru orice punct M (z,y) € (dpy), considerand simetricul sau M’ (2, /)
fatd de P, avem f(x,y) = f(2/,y').

PROPOZITIA 6.15. Ecuatia diametrului conjugat directiei lui v(a,b) in ra-
port cu (I') este dreapta (d) de ecuatie
(d):(a11-a+ajz-b)-x+(az1-a+az-b)-y=0
sau, echivalent,
1 0 1
T—-a- / -b-%:().
2 or 2 dy

TEOREMA 6.16. Daca (I') are centre de simetrie atunci acestea apartin
oricarui diametru conjugat oricarei directii in raport cu (T).
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DEFINITIA 6.14. O directie v se numeste direcfie principala a conicei (I')
daca directia diametrului conjugat lui v este ortogonala pe o.

PROPOZITIA 6.17. Vectorul v este o directie principald a conicei (I') daca

) . o . .4 a1 a12
si numai dacd v este un vector propriu al matricei A = a a .
12 a22

ProroziTIA 6.18. Un diametru conjugat unei directit principale a unes
conice este o axa de simetrie a conicei.

ProprPozITIA 6.19. Elipsele sau hiperbolele au doud axe de simetrie care
sunt axele reperelor lor canonice.

ProPOZITIA 6.20. Parabolele au o singura axd de simetrie, data de ecua-

tia
1 af 1 af o v
(d) : 5 " a1l o + 5 012 9y 0, daca a;; #0
et 1 of 1 of
(d):i-alg-afm—i-i-agg‘afyzo, daca CLQQ#O.

DEFINITIA 6.15. O directie v se numeste directie asimptotica a lui (I')
daca directia diametrului conjugat lui v coincide cu cea a lui .

PROPOZITIA 6.21. Coordonatele unei directii asimptotice a conicei (I') sunt
date de ecuatia
aj1-a®>+2-ayp-a-b+a-b>=0.

TEOREMA 6.22. O conica (I') nu are directii asimptotice dacd este de gen
eliptic; are o singura directie asimptotica daca este de gen parabolic si are
doua directii asimptotice daca este de gen hiperbolic.

DEFINITIA 6.16. O dreapta din plan se numeste asimptotd a unei conice
daca este diametrul conjugat unei directii asimptotice a conicei.

TEOREMA 6.23. FElipsele si parabolele nu au asimptote, in timp ce hi-
perbolele au doud asimptote.

Acum consideram forma matriciala a ecuatiei conicei (I'):

(F):f(X):XtXAXX—I-Q‘BXX—i-Cng:O,

A= o 2 B= x=(").
( aiz a9 ) ( ais a3 )7 y

Fie dreapta (d) in plan, care trece printr-un punct My(zo,yo) §i are vec-
torul director v(a,b), a® + b% > 0, data prin ecuatiile parametrice

unde

(d):{ ;:;g:j; s d):X=Xo+AV, AeR,

undeamnotatX0—<x0 > §iV—<a>.
Yo b
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Coordonatele punctelor comune conicei (I') si dreptei (d) trebuie sa verifice
ecuatia de gradul 2 cu necunoscuta A care se obtine (matricial) inlocuind X
din ecuatia lui (d) in cea a lui (I'). In acest mod obtinem ecuatia, scrisi cu
ajutorul matricilor,

(VEXAXV)- A 42- (X x A+ B)x V) A+ f(Xq) = 0.

Daca aceasta ecuatie are doua solutii reale atunci exista doua puncte comune
si dreapta (d) este secanta conicei. Daca nu avem solutii reale atunci nu avem
puncte comune gi dreapta (d) este nesecanta conicei. Daca avem solutie unica
atunci (d) este tangenta conicei i putem enunta urmatoarele doua rezultate.

PROPOZITIA 6.24. FEcuatiile tangentelor duse prin punctul My(zo,yo) la
conica (I') se obtin din
(Xox A+ B) x (X — X0))? — f(X0) - (X — X0)t x A x (X — X)) =0.
PROPOZITIA 6.25. Ecuatia (matriciald) a tangentei la (I') in punctul Mo(xo,y0) €

(T") este
(t): Xb x Ax X + B x (X + Xg) +azz = 0.

OBSERVATIA 6.14. Scriind pe larg ecuatia tangentei la (I') prin My(xo, yo)
din propozitia anterioara, se obtine
(t) r a11-wo -z +aiz (x-yo+xo-y)+ae-yo-y+ais- (z+xo)+azs- (y+yo)+ass = 0,

adica ecuatia tangentei se poate deduce prin dedublarea ecuatiei conicei in
punct.



CAPITOLUL 7

SFERA

Dupa plan, sfera este cel de-al doilea tip de suprafata pe care il vom studia
in acest curs. Vom vedea ca in multe privinte acest studiu este asemanator,
din punctul de vedere al metodelor folosite, celui efectuat in cazul cercului in
plan.

In acest capitol vom folosi reperul cartezian ortonormat orientat pozitiv
R = (O,B = {i,j,k}) in spatiu si sistemul corespunzitor de axe de coordo-
nate, (Ox), (Oy) si (Oz).

1. Reprezentari analitice ale sferei

1.1. Sfera determinata de centrul si de raza sa.

DEFINITIA 7.1. Locul geometric al punctelor din spatiu aflate la o distanta
R > 0 de un punct dat C se numeste sferd de centru C gi raza R si se noteaza
S(C,R).

zZ
/‘ﬂéii;‘\\
M
0
%
x
Fie sfera S(C, R), unde C(a,b,c) si R > 0, si punctul M (z,y, z) € S(C, R).
Notdm cu 79 = OC = a -i+b- j + ¢ - k vectorul de pozitie al centrului si cu

F=OM =x-i+vy-j+ z-k vectorul de pozitie al punctului M. Atunci avem
_> H _ _ —
CM=0M-0C=r—ry=(r—a)-i+(y—b)-j+(z—c) k.

.
Astfel, din definitia sferei avem ||CM || = ||[7—7o|| = R si apoi ecuatia vectoriald
a sferei:
(8): (F —7o) - (F—To) = R*.

De aici rezulta, dupa explicitarea produsului scalar, ecuatia canonica a sferei:

©): (x— )+ (y— )%+ (= — ) = R~

121
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Aga cum am vazut anterior (in capitolul Repere), un punct din spatiu poate
fi determinat atat cu ajutorul coordonatelor carteziene céat si prin precizarea
coordonatelor polare. Reamintim ca, pentru un punct M, aceste coordonate

— Pg— f—
sunt p = ||OM|| € (0700)7 0 = (ZvOM/) € [07277) sl = (ka OM) € (Oaﬂ-))
unde M’ este proiectia punctului M pe planul de coordonate (zOy); iar intre
coordonatele carteziene i cele polare ale unui punct din spatiu au loc relatiile
r=p-cosf-siny
y=p-sinf -sinp
Z=p-cosp
Este clar ca toate punctele care apartin unei sfere de raza R vor avea prima
coordonata polara p = R, iar daca sfera Sy(O, R) are centrul in originea O a
reperului cartezian R rezulta imediat ecuatiile sale parametrice:
x=R-cosf - sinp
(SO): y:R-sin0~sin<p ) 96[0727‘-)’@6[077{-]'

z=R-cosyp
Z’
z

//#é ———— ’

%
M
o) <.
2" ¥
b

Daca avem o sfera de centru C(a,b,c) si raza R, pentru a-i determina
ecuatiile parametrice, consideram translatia reperului initial R cu noua origine
in C. Atunci, aga cum am vazut mai sus, ecuatiile parametrice ale sferei in
reperul obtinut dupa translatie sunt:

' = R-cosf-sinp
(8):¢ ¥y =R-sinf-sinp , 60€l0,27),¢ € [0, 7]
2= R-cosp
Folosind formulele schimbarii coordonatelor unui punct la o translatie in spatiu
obtinem ecuatiile parametrice ale sferei S(C, R) in reperul R:

r=a+2'=a+ R-cosf -sing
(8):¢ y=b+y =b+R-sinf-sinp , 6€][0,27),¢ € [0,n].
z=c+zZ =c+R-cosp
ExeEMPLUL 7.1. Ecuatia canonica a sferei cu centrul in punctul C(1,2,3)
si de raza R = 3 este

(8): (@ =12+ (y—2)*+ (2 -3)* =09,
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iar ecuatiile sale parametrice sunt

x=14+3-cosf-sinp
(8): y=2+3-sinf-sinp , 6€]l0,2m),p € 0,n].
z=3+3-cosyp

1.2. Ecuatia generala a unei sfere. La fel ca in cazul cercului in plan,
se demonstreaza imediat urmatorul rezultat.

PROPOZITIA 7.1. Ecuafia oricarui sfere poate fi scrisa astfel:
(7.1) a-?+a-yPP+a-2+B-x+vy+06-2+41=0,

unde o, 3,7, 6, \ ER, cua # 0 §i B24+~v2+6%—4-a-6 > 0. Reciproc, (7.1) este

8 B24+42452—4-a-\

B Y 9 irazi R =
20 2 2~oz) st raza R = 2-|af

ecuatia unei sfere de centru C'(

Ecuatia (7.1) poarta numele de ecuatia generald a sferei.

cr=2 i A ecuatia generald
«

OBSERVATIA 7.1. Notand p = g, q= sis=12,

a unel sfere devine

QR

(S):a?+y* +224+p-ax+qy+r-z+s5=0,
iar aceasta este ecuatia normala a sferei (S).
1.3. Sfera determinata de patru puncte necoplanare.

PROPOZITIA 7.2. Fie M;(x;, i, 2:), i = 1,4, patru puncte necoplanare in
spatiu. FExista si este unica o sferda care contine cele patru puncte. Ecuatia
acestei sfere este

4y ooy 2z 1
l'% + y% + Z% r1 y1 21 1
(7.2) (S):| 23 +y3+22 22 y2 22 1|=0.

a3+ y3+23 w3 ys 23 1

o3 +yi+23 w4 oys oz 1

DEMONSTRATIE. Deoarece punctele My, Ms, M5 si M4 sunt necoplanare,
rezulta

1 oy 21 1
T2 Y2 22 1
7.3 A= 0.
(7.3) r3 y3 23 1 7
T4 Ys 24 1

Cautam o sfera, data prin ecuatia normala, care sa contina cele patru puncte:

S): 2’ + 1P +224+p-x+qy+r-z2+s5=0
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Un punct M(z,y, z) apartine acestei sfere daca si numai daca sistemul

+yi+ 24+ pat+qgy+r-z+s = 0
Byt +pritqyp+rozat+s = 0
w5+ ys+2+p-ratqoyptronts = 0
w3 +ys+23+p-rstqoys+rozm+s = 0
i tyi+ 224 prgatqoyst+roza+s = 0
pr+q-y+r-z+s = —x2—y?-2?
prr1t+q-yr+r-z1t+s = —x%—y%—z%
S pagtqoypstrozmts = —x3—ys—z23
p-rx3t+q-ys+r-zz+s = —x%—yg—zg
pratq-yatrozats = —x3—y3—2

cu necunoscutele p, g, r si s, este compatibil. Matricea sistemului si matricea
sa extinsa sunt

2 2

z y =z 1 z y z 1 —a2?—y?>—z
r1 1y 21 1 1 oy oz 1 *x% - y% - Z%
A= x2 y2 2z 1 si A=| 22 yo 2 1 —23—y3— 23
r3 ys z3 1 x3 Y3 23 1 —af—y3— 23
ry ys zg 1 Ty ys 2z 1 —ai—yi— 23

Din (7.3) rezultd rang A = 4. Prin urmare, sistemul este compatibil daca si
numai daci rang A = 4, adica, daca si numai daca det A = 0. Aceasts ecuatie
este echivalenta cu ecuatia (7.2).

Daca sistemul este compatibil atunci este compatibil determinat, adica
solutia sa este unica gi astfel coeficientii p, ¢, r i s din ecuatia normalad a
sferei sunt unic determinat;i. O

EXEMPLUL 7.2. Sa se determine centrul si raza sferei care contine punctele
M;(1,0,1), My(1,1,0), M5(1,0,0) si My(—1,-1,0).

1 01 1
. 1 1 01 ¢
Din A = 1 00 1|7 —2 # 0, rezulta ca punctele My, My, Ms
-1 -1 0 1

si My sunt necoliniare, deci determina in mod unic o sfera, iar ecuatia acestei
sfere va fi:

22 +y? + 22 T y 2z 1
2 1 011
(S): 2 1 1 0 1|=0,
1 1 0 01
2 -1 -1 0 1

adica
(S): 2’ + 92+ 42 —y—2-2=0
1 1 1 1 1 1
e o e e S
(S) x+x+4 4+y y+4 4+z z+4 1
FEcuatia canonica a sferei este:

O (i< -2+ (-1 %
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V11
5 -

de unde rezulta ca sfera are centrul in punctul C (—%, %, %) si raza R =

2. Pozitia relativa a unui plan fata de o sfera. Cercul in spatiu

Fie planul (P): A2+ B-y+C -2+ D =0, A2+ B2+ C? > 0, si sfera
S(Co, R) de centru Cy(a,b,c) si raza R. Este clar ca minimul distantelor de
la centrul sferei la punctele planului este realizat de distanta de la centru la
plan si, in consecinta, dacd notam § = d(Cy, (P)) avem:

e daca § > R atunci planul nu intersecteaza sfera, adica este exterior
acesteia;

e daca § = R atunci planul are un singur punct de intersectie cu sfera
(piciorul perpendicularei din Cy pe (P)), adica este tangent sferei;

e dacd § < R atunci (P) si (S) au mai mult de un singur punct comun
si spunem ca planul sectioneaza sfera.

Vom studia in continuare acest ultim caz. Fie C proiectia punctului Cy
pe planul (P) si fie My un punct oarecare de pe sfera care apatine si planului
(P). Atunci, in triunghiul ACyC1 My, avem, din teorema lui Pitagora,

— — ——
|C1 Mo ||* = ||CoMpl|* — ||C1Co||* = R?* — 6 = constant .

Prin urmare locul geometric al punctelor care apartin si sferei si planului este
un cerc situat in plan, numit cercul de sectiune al sferei (S) cu planul (P).
Cercurile care se obtin prin sectionarea unei sfere cu plane ce contin centrul
acesteia se numesc cercurile mari ale sferei.

Astfel, in spatiu, un cerc se defineste ca fiind intersectia unei sfere cu un
plan (in general) si va fi determinat de ecuatiile

©) A-x+B-y+C-2+ D=0
N\ (r—a)?+(y—b)?2+ (2 —c)? = R?
Trebuie spus ca acest mod de a determina un cerc in spatiu nu este unic (aga

cum vom vedea in capitolul Cuadrice).

EXEMPLUL 7.3. Sa se determine centrul si raza cercului de sectiune al
sferei
(S):a? +y*+ 2220+ 2y —42—-3=0
cu planul (P):zx+y+2z=0.
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Mai intai vom determina ecuatia canonica a sferei pentru a-i gasi centrul
si raza. Obtinem imediat

(8): (x =1+ (y+ 1)+ (2 -2)* =9,

de unde rezulta coordonatele centrului sferei Cy(1, —1,2) si raza R = 3.
Cum distanta de la Cj la planul (P) este

C1-1+42] 2.3
V3 3

urmeaza ca planul sectioneaza sfera. Aga cum am vazut, centrul C7 al cercului

de sectiune este piciorul perpendicularei din centrul sferei pe plan. Vectorul

director al acestei drepte va fi vectorul normal N(1,1,1) la (P) si, cum Cp ii
apartine, ecuatiile sale parametrice sunt:

§ = d(Cy, (P)) <3=R,

r=1+A
(0001): y=—14+X, AeR.
z=24+A

Pentru a determina intersectia dintre (CoC1) si (P) trebuie sa rezolvam siste-
mul de ecuatii

r=1+2A

y=—-14+2A

z2=24+A

r+y+2=0
Obtinem A\ = —%, T = %, Yy = —g siz= %, adica avem centrul cercului de
sectiune Cy(3, -2, 2).

Consideram punctul M de pe cercul de sectiune. Deoarece M apatine sferei
si cum CyCy L CoM, rezulta, aplicand teorema lui Pitagora in ACyC1 M,

— 4 23
ICLM " = [CoM* = | CoChll* = 9 = 5 = =~
s
Astfel raza cercului de sectiune este r = ||[C1 M || = V69

3
3. Pozitia relativa a unei drepte fata de o sfera

Vom studia aceasta problema folosind ecuatiile vectoriale ale sferei si drep-
tei. Consideram sfera S(C, R) data de ecuatia

(8) : (7 — 7o) - (F — 7o) = R?,
unde 7 este vectorul de pozitie al centrului sferei, si dreapta, data de asemeni
vectorial,
(d)y:7=714+ X7,
unde 77 este vectorul de pozitie al unui punct de pe dreapta, iar v este vectorul
director al dreptei. Posibilele puncte de intersectie dintre (d) si (S) corespund
valorilor parametrului A care sunt solutii ale sistemului format din cele doua

ecuatii. Inlocuind vectorul 7 dat de ecuatia dreptei in ecuatia sferei, obtinem
urmatoarea ecuatie de grad 2 cu necunoscuta A:

(F1—To+A-0)- (F1 —TFo+ A-0) = R?
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& [|of]*- A =2 (0 (71— 70)) - A+ |71 — 7ol]* — R* =0,
cu discriminantul
A=4-(v- (11 —70))* =4 |o|* - (Ir —70l* — RB?).
Din identitatea lui Lagrange rezulta
A=4-|o)?- (R* - &%),

unde 6 = d(C, (d)). In concluzie, avem

e daca § > R atunci ecuatia nu are solutii reale, deci dreapta nu inter-
secteaza sfera, adica (d) este exterioara sferei;

e dacd § = R atunci ecuatia are o singura solutie reala, adica (d) este
tangenta sferei;

e dacd § < R ecuatia are doud solutii reale si dreapta intersecteaza
sfera in doua puncte distincte, adica este secanta sferei.

4. Probleme de tangenta

4.1. Planul tangent la o sfera printr-un punct de pe sfera. Fie
sfera S(C, R) data prin ecuatia sa vectoriala

(8)+ (F—7o) - (7 — 7o) = R?,

unde 7(a, b, c) este vectorul de pozitie al centrului C(a,b,c). Consideram
punctul Mo(zo, Yo, z0) € (S) cu vectorul de pozitie 7z, (20, Yo, 20) si planul (P)
care trece prin My si este tangent la sferd. Asa cum am vazut in subcapitolul
precedent, avem urmatorul rezultat.

s
PROPOZITIA 7.3. Segmentul orientat C My este normal la planul (P).

X
Fie M(x,y,z) un punct oarecare din planul (P) cu vectorul de pozitie
7(x,y, z). Din propozitia precedenta rezulta C' My L MyM, adica
—
CMy - MgM = 0.
Cum

—.—_> —-——) _ _ —
CMQZOMQ*O?:’FMO*770:(l‘o*a)'iJF(yO*b)'jJr(Zo*C)-k‘,
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si

MOM:OM—OM[):f—FMO:(a:—:zo)-5+(y—yo)'3+(z—zo)‘7c,

avem ecuatia vectoriala a planului tangent (P) : (7 — Tas,) - (Tamg, — 7o) = 0 i
apoi ecuatia sa canonica:

(74) (P):(zo—a)-z+(yo—b) y—25—yj+a ao+b-yo=0.
Daca sfera (S) este data prin ecuatia generala
(S):a-2*+a- P +a- 2+ x+7-y+6-2+1=0,
B p=_2

atunci centrul sferei este C'(a = —55, —ga,C= —%). Inlocuind a,bsic
in (7.4), rezulta ecuatia planului tangent in M la sfera:

(P) : a-zp-z+a-yo-y+ta-z-z+5 (x+z)+7 (y+uyo)

+3 (24 2) +A=0.

De aici se vede ca ecuatia planului tangent intr-un punct de pe sfera se obtine
prin dedublarea ecuatiei sferei in punct.

EXEMPLUL 7.4. Sa se determine ecuatia planului tangent la sfera
(S): flryy,2) =2+ (y+1)2 +(2-2)*—-4=0,

care trece prin punctul My(0,1,2).
Este clar ca f(0,1,2) =0, adica My € (S) si, deoarece ecuatia sferei este

(S):a?+y* +224+2-y—4-24+1=0,

ecuatia planului tangent in punctul My se obtine prin dedublarea acesteia in
punct:

(P):3-y+2-2—2=0.

4.2. Planul tangent la o sfera paralel cu un plan dat. Fie planul
(P): A-x+B-y+C-z+D =0, A2+ B2+ C? > 0, 5i sfera S(Cp, R) cu centrul
Co(a,b,c) si raza R. Cautam planul (P’) tangent la sferd cu proprietatea
(P") || (P). Ecuatia unui astfel de plan are forma

(PY:A-2+B-y+C-2+a=0, ack
Planul (P’) este tangent la sferd daca si numai daca d(Cp, (P’)) = R. Obtinem
|[A-a+B-b+C-c+qf _R
VA?+ B2+ C?
Sa=+R-VA2+B2+C?2—-A-a—-B-b—-C -,

adica exista doua plane paralele cu (P) si tangente la sfera, date de ecuatiile

(P{y):A-2+B-y+C-c£R- VA2 4+ B+ (2~ A-a—B-b—C-c=0.

d(Co, (P)) =R &
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EXEMPLUL 7.5. Sa se determine planele tangente la sfera
(S): 2+ +4-2-2-y+224+1=0

paralele cu planul (P):2-z+y—2—1=0.
Ecuatia canonica a sferei este

(S):(@*+4-2+4) -4+ -2 y+1)—1+224+1=0
S S):(z+2)2+y-1)>+22=4.

Centrul sferei este punctul Cp(—2,1,0), iar raza sa R = 2.
Un plan (P’) || (P) are ecuatia de forma

(PY:2-24+y—2—a=0
si, impunand ca (P’) sa fie tangent la sfera, avem
| —4+1—qf
— =
adicd o = —3 + 2 - /6. Planele ciutate vor fi
(Ply):2-z+y—2-3+2/6=0.

d(Co, (P)) = R & 2,

4.3. Planul tangent la o sfera care contine o dreapta data exte-
rioara sferei. Fie sfera (S) cu centrul in punctul C(a,b,c) si raza R si fie
dreapta

(d) : A2+ By -y+Cy-2z+D1 =0 can A1 B C) _9
"\ Ay 24+ By y+Cs-24+Dy=0 "’ 5\ 4, B, ©, :

astfel incat (d) nu are nici un punct comun cu (S), adica este exterioara sferei.
Un plan care contine dreapta face parte din fasciculul de plane cu axa (d),
iar ecuatia sa are forma:

(P):a-(A1-x+B1-y+Ci1-24+D1)+p-(A2-x+Ba-y+Ca-2+D3) =0
<=>(P) : (Ct-Al—i-ﬂ-AQ)-$+(a~B1+ﬁ-Bg)-y—i—(a-Cl—l—ﬂ-Cz)'Z

+Oé'D1+B'D2:0.
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Planul (P) este tangent la sfera (S) daca si numai daca d(C, (P)) = R, adica
la-(A1-a+B1-b+Cr-c+ D)+ B-(A2-a+By-b+Cy-c+ Da)|
Via-Ai+5-A)%+(a B+ B)?+ (- C1+ - Cy)?

Putem avea urmatoarele situatii:

e dacid ambele plane care apar in definitia dreptei (d) sunt tangente la
sfera atunci ecuatia de mai sus se transforma intr-o identitate;

e dacd unul din cele doua plane care definesc dreapta (d) este tangent la
sfera atunci ecuatia este liniara, iar solutia sa determina un al doilea
plan care contine dreapta si este tangent la sfer;

e daca nici unul din planele din definitia dreptei (d) nu este tangent la
sfera atunci ecuatia este de gradul 2 si, prin calcul direct, se arata
ca are doua solutii reale, care determina apoi doua plane tangente la
sfera.

ProrozITIA 7.4. Existd doud plane tangente la o sferd care contin o
dreapta datd exterioard acesteia.

X

EXEMPLUL 7.6. Sa se determine ecuatiile planelor tangente la sfera
(8): (@ + 1)+ g2+ (2 —1)2 =1

care contin dreapta
x—2 Y z—2
(d): =2 = .
2 —1 2
Centrul sferei este C'(—1,0,1), cu vectorul de pozitie r;(—1,0, 1), iar raza
sa este R = 1. Din ecuatiile dreptei rezulta My(2,0,2) € (d) si ca vectorul

de pozitie al dreptei este v(2, —1,2). Daca notam cu 7y vectorul de pozitie al

punctului My atunci 7(2,0,2) si avem
i j  k ) B B
(fl—fo)X@: 3 -1 -1 :—Q'i—S'j—I—Q-k’,
2 0 2

iar distanta de la punctul C la dreapta

5= d(C, (ay) = 11 =T X0l _IIZ(I]I =
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deci dreapta este exterioara sferei.
Ecuatiile generale ale dreptei pot fi obtinute astfel:
z—2 Yy
B B T e +2y—-2=0
UR e UR S

Un plan care face parte din fasciculul de plane cu axa (d) are ecuatia de
forma
(PY:a-(z+2y—2)+8-2y+2-2)=0, «a,BER.
Daca notam (71) : ¢ + 2y — 2 = 0 si (m2) : 2y + z — 2 = 0 planele a caror
intersectie este dreapta (d), se verifica imediat c&
3 1
=—#1 si 6=d(C,(m)) =—#1,
7 #1 §i b6 =d(C,(m2)) 7 #
adica nici unul dintre cele doua plane nu este tangent la sfera, astfel ca o # 0
$i B # 0. Atunci ecuatia lui (P’) poate fi scrisa
(PYy: N2+ 2+2-N)-y+2—-2-2-1=0,
unde A\ = % Impunand ca planul (P’) si fie tangent la sfera, adica § =
d(C,(P")) = R, avem ecuatia
|—A+1-2-2)
VAZ+4-(T+A)2+1
cu solutiile A\; = % si A2 = —2. Prin urmare, planele tangente la sfera care
contin dreapta (d) sunt:

0 =d(C,(m))

=1e2-M2-)-1=0,

5
(Pl/):§x—|—7y—i—z—7:0 i (P):—2x—2y+2+2=0.






CAPITOLUL 8

CUADRICE

Ca si conicele, cuadricele pot fi studiate atat pe ecuatiile reduse cat si pe
ecuatiile generale. Deoarece al doilea caz depaseste cadrul acestui curs (pe
care ne-am propus sa il restrangem la elementele cuprinse in programa de stu-
diu a anului I al facultétilor cu profil tehnic), vom prezenta, in partea a doua a
acestui capitol, fara demonstratie, doar teorema de clasificare a suprafetelor al-
gebrice de ordinul 2. Pentru aprofundarea acestor notiuni recomandam cursul
[17].

Ca gi pana acum, va fi folosit un reper cartezian ortonormat orientat po-
zitiv R = (O,B = {i,j,k}) in spatiu si sistemul de axe de coordonate co-
respunzator.

1. Cuadrice date prin ecuatia canonica

Toate suprafetele pe care le vom studia in continuare, in acest subcapitol,

se numesc cuadrice.
(1) Elipsoidul este locul geometric al punctelor M (z,y,z) din spatiu ale
caror coordonate verifica ecuatia urmatoare:
22 g2 2
(E).E—Fb—Q-ﬁ—c—Z—l—O, cu aFbsaua#csaub#c.
Aceasta ecuatie se numeste ecuafia canonicd a elipsoidului, iar reperul in care
se obtine se numeste reperul canonic al lui (F). Vom considera a > 0, b > 0
sic>0.

Pentru a studia si reprezenta grafic o cuadricid vom determina intersectiile
acesteia cu axele de coordonate, cu planele de coordonate si cu plane paralele
cu acestea. De asemeni, vom pune in evidenta simetriile cuadricei.

Pentru un elipsoid, se observa imediat ca daca M(z,y,z) € (F) atunci
Ml(_xy Y, _Z) € (E)v M2(£7y7 —Z) € (E)a Mg(.’E, -V, z) € (E)a M4(—.’E, Y, Z)
€ (E)a M5($, Y, _Z) € (E)v Mﬁ(—.%',y,—Z) € (E) §i M7(—£C, _yvz) € (E)¢
adica originea reperului canonic este centru de simetrie al elipsoidului, iar
axele gi planele de coordonate sunt axe si respectiv plane de simetrie pentru
(E).

Intersectiile elipsoidului cu axele de coordonate sunt:

e cu (Oz): A(a,0,0) si A'(—a,0,0);

e cu (Oy): B(0,b,0) si B'(0,—b,0);

e cu (0Oz): C(0,0,c¢) si C'(0,0,—c).
Aceste puncte se numesc varfurile elipsoidului.

Intersectiile elipsoidului cu planele de coordonate sunt:

133
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N
»

. ) S —1=0
e cu (z0y) : z = 0: elipsa (sau cercul) de ecuatii ¢ d? 062 ;
z =
L5 —1=0
e cu (zOz) : y = 0: elipsa (sau cercul) de ecuatii { a? 002 -
v 1o
e cu (yOz) : x = 0: elipsa (sau cercul) de ecuatii { bz +007 I
xTr =

OBSERVATIA 8.1. Este clar ca cele trei sectiuni ale elipsoidului nu pot fi
simultan cercuri. In schimb, aceste sectiuni pot fi toate elipse (daca a # b #

c#a).

2

Intersectiile elipsoidului cu plane paralele cu planele de coordonate sunt:
e cu planul (P) : z = h = constant ((P) || (zOy)):
— elipsa (sau cercul) de ecuatii

2 2 2 x? y? - L=
{ 272_’_%72_‘_1272_1:0 <:>{ a2,(1_h§)+b2.(1_ﬁ) 1=0

2 —h 2 c2 ’

z=nh
daca h € [—¢,¢;
— punctul C(0,0,¢), dacd h = ¢, si punctul C’(0,0, —c), daca h =
— multimea vida daca h € (—o0, —c) U (¢, 00).
e cu planul (P) : y = h = constant ((P) || (zOz)):
— elipsa (sau cercul) de ecuatii

2 2 2 _ z2 2?2 _1=0
{ atate-1=0 @{ 202 T -

y = h y = h 7
daca h € [—b, b];

— punctul B(0,b,0), daca h = b, si punctul B’(0,—b,0), daca h =
—b;

— multimea vida daca h € (—oo, —b) U (b, 00).
e cu planul (P) : x = h = constant ((P) || (yOz)):
— elipsa (sau cercul) de ecuatii

2 2 K2 y? 2? — 1=
{22+§+ﬁ_1:0 @{ b2~(1—%)+c2~<1—;‘—§) t=0

T = x=nh
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daca h € [—a,al;
— punctul A(a,0,0), daca h = a, si punctul A’(—a,0,0), dacd h =
— multimea vida daca h € (—o0, —a) U (a, 00).

OBSERVATIA 8.2. Evident, nici pentru sectiunile cu plane paralele cu pla-
nele de coordonate nu putem avea simultan numai cercuri. In schimb, aceste
sectiuni pot fi toate elipse.

Din ecuatia canonica a elipsoidului (E) se observa ca pentru un punct
M(z,y,z) € (E) exista un unghi ¢ € R astfel incat sa avem

{

si, mai departe, existd un unghi # € R astfel incat

»

2 .
+z—2251n2gp

= cos?

N |

9

ON‘N ) ‘H

r=a-sinp-cosd

y=0>b-sinp-sinf

Z=c-Ccosp
Reciproc, se verifica usor ca orice punct ale carui coordonate carteziene sunt
date de ecuatiile de mai sus 1i apartin lui (E). Datorita periodicitatii functiilor
sinus si cosinus este clar ca ¢ si # nu sunt unic determinati, de aceea vom
considera ¢ € [0,7) si 6 € [0,27]. Am obtinut astfel ecuatiile parametrice ale
elipsoidului:

r=a-siny-cosd
(E):{ y=b-sinp-sinf , ¢el0,x), 6€][0,2m).
Z=1cC-Ccosp

(2) Hiperboloidul cu o panza este locul geometric al punctelor M(x,y, z)
din spatiu ale caror coordonate verifica ecuatia
2 2 2
Aceasta ecuatie se numeste ecuatia canonicd a hiperboloidului cu o panza.
Ca si pentru elipsoid, se observa céa originea, axele de coordonate si planele
de coordonate sunt elemente de simetrie ale hiperboloidului cu o péanza.
Intersectiile lui (Hp) cu axele de coordonate sunt:
e cu (Ox): A(a,0,0) si A'(—a,0,0);
e cu (Oy): B(0,b,0) si B'(0,—b,0);
e (Hi) nu intersecteaza axa (Oz).

Intersectiile hiperboloidului cu o panza cu planele de coordonate sunt:

2
S 1=0
z=0 ’
c— 2 —1=0

x4
e cu (zOz) : y = 0: hiperbola de ecuatii { a? 062 ;
Yy

e cu (zOy) : z = 0: elipsa (sau cercul) de ecuatii

M)

N

xr=0

vz 1=0
e cu (yOz) : x = 0: hiperbola de ecuatii { b2 2 .
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Intersectiile hiperboloidului cu o panza cu plane paralele cu planele de
coordonate sunt:
e cu planul (P) : z = h = constant ((P) || (xOy)): elipsa (sau cercul)
de ecuatii

2 2 2 z? Y —1=
CHh--o1=0 _ am%%+wm§)1 0;
z=h z=nh

e cu planul (P) : y = h = constant ((P) || (xOz)): hiperbola de ecuatii

2 2 B2 o ? — 2 —1=0

S-s+l-1=0 [ oom - mam 7

e cu planul (P) : x = h = constant ((P) || (yOz)): hiperbola de ecuatii

2 2
2 2 h2 o Y — z — 1=
woote—1=0 o) ko) T aaoi) 0
x — h x _ ha, a

La fel ca in cazul elipsoidului, se obtin ecuatiile parametrice ale hiperbo-
loidului cu o panza:

r=a-chu-cosv
(H1):{ y=b-chu-sinv , weR, vel0,2n).
z=c-shu

(3) Hiperboloidul cu doua panze este locul geometric al punctelor M (z,
y, z) din spatiu ale caror coordonate verifica ecuatia:
72 2,2
(Ho): =5 + 25 = 5 +1=0,
care se numeste ecuatia canonica a hiperboloidului cu doua panze.
Se observa ca originea, axele de coordonate si planele de coordonate sunt
elemente de simetrie ale hiperboloidului cu doua panze.

Intersectiile lui (Hs) cu axele de coordonate sunt:

e (H3) nu intersecteaza axa (Ox);
e (H3) nu intersecteaza axa (Oy);
e cu (0Oz): C(0,0,c¢) si C'(0,0,—c).
Intersectiile unui hiperboloid cu doua panze cu planele de coordonate sunt:
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e (Hj) nu intersecteaza planul (xOy);

e cu (zOz) : y = 0: hiperbola de ecuatii

—N— —
<
Il
[a)

Intersectiile unui hiperboloid cu doua panze cu plane paralele cu planele
de coordonate sunt:
e cu planul (P): z = h = constant ((P) || (xOy)):
— (Hs2) nu intersecteaza planul (P), daca h € (—c,c);
— punctul C(0,0,¢), daca h = ¢, si punctul C’(0,0, —c), daca h =
—c;
— elipsa (sau cercul) de ecuatii
2

2 2 h2 z g
{Erf-trim0 et iy
Z:h Z:h

daca h € (—o0, —c) U (¢, 00).
e cu planul (P) : y = h = constant ((P) || (xOz)): hiperbola de ecuatii
1

z2 22 h? _
{ L L4 t1=0 (:){
y=nh
e cu planul (P): z = h = constant ((P) || (yOz)): hiperbola de ecuatii

-1=0

NN

-2 4+1=0

2
a2 (1+4) (1)

h "
y:

)

2 2 B2 y? _ 22 =
{ :Zﬁ - % + a2 + 1 = 0 = b2~(1+%) 02'(14—%) + 1 0
x=nh z=nh

FEcuatiile parametrice ale hiperboloidului cu doua panze sunt:

T =a-shu-cosv
(Hy): ¢ y=b-shu-sinv , weR, vel0,2m).
z==c-chu

(4) Paraboloidul eliptic este locul geometric al punctelor M(x,y,z) din
spatiu ale caror coordonate verifica ecuatia:

x2 y2
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numita ecuatia canonica a paraboloidului eliptic.

Avem imediat ca M(z,y, z) € (PE) implica z > 0 si ca axa de coordonate
(Oz) si planele de coordonate (x0z) si (yOz) sunt elemente de simetrie ale
paraboloidului eliptic. Deasemeni se observa ca 0(0,0,0) € (PE) si ca O este
singurul punct de intersectie dintre un paraboloid eliptic si axele de coordonate
ale reperului sau canonic.

Intersectiile unui paraboloid eliptic cu planele de coordonate sunt:

e cu (zOy) : z = 0: originea reperului canonic O(0,0,0);
r? = 2a%2
e cu (zOz) : y = 0: parabola de ecuatii { =0 ;

2 _ 932
e cu (yOz) : x = 0: parabola de ecuatii { ‘Z :_02b §

X

Intersectiile lui (PFE) cu plane paralele cu planele de coordonate sunt:
e cu planul (P) : z = h = constant > 0 ((P) || (zOy)): elipsa (sau
cercul) de ecua‘gii
2 2
{ >+ L = 2h @{ gt gm—1=0

)

z = h z=nh
e cu planul (P) : y = h = constant (( ) || (xOz)): parabola de ecuatii
{ 2z + b2 =0
e cu planul (P): x = h = constant ((P) || (yOz)): parabola de ecuatii
z=nh
FEcuatiile parametrice ale paraboloidului eliptic sunt:
T = 2au
(PE): ¢ y=2bv , u,veR
z = 2(u? 4+ v?)

(5) Paraboloidul hiperbolic este locul geometric al punctelor M(x,y, z)
din spatiu ale caror coordonate verifica ecuatia:

1’2 y2
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numita ecuatia canonica a paraboloidului hiperbolic.

Se observa ca 0(0,0,0) € (PH) si ca axa (Oz) este o axa de simetrie

a cuadricei, deoarece M (z,y,z) € (PH) implica M'(—z,—y,z) € (PH). Se
verifica usor ca paraboloidul hiperbolic intersecteaza axele de coordonate ale
reperului canonic doar in origine.

Intersectiile lui (PH) cu planele de coordonate sunt:

e cu (zOy) : z = 0: doua drepte concurente in origine, de ecuatii
T _ Y _—0 T4 ¥%=0
a b §i a b .
z=10 { z=0 ’
.. 2 =2a%2
e cu (zOz) : y = 0: parabola de ecuatii —0 ;
2 _ 912
e cu (yOz) : x = 0: parabola de ecuatii { Z 7_0% “.
—
- - o ;,/ 7
! o %% Y
X

Intersectiile lui (PH) cu plane paralele cu planele de coordonate sunt:
z

e cu planul (P) : z = h = constant ((P) || (xOy)): hiperbola de ecuatii

Y

z2 ﬁ o x? y? 1 —
a? b2 2h = 2ha? 2hb? 1=0
z=h

cu axa reald paralela cu (Ox), dacd h > 0, sau cu (Oy), daca h < 0;
e cu planul (P):y = h = constant ((P) || (xOz)): parabola de ecuatii

2—; — 2z — 2—22 =0
y=nh
cu axa de simetrie paralela cu (Oz);
e cu planul (P) : z = h = constant ((P) || (yOz)): parabola de ecuatii
Zé + 2z — Z—j =0
r=nh ’
cu axa de simetrie paralela cu (Ox).
Ecuatiile parametrice ale paraboloidului hiperbolic sunt:

T = 2au
(PH): < y=2b , u,v€eR.
z = 2(u? — v?)
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(6) Conul patratic este locul geometric al punctelor M(x,y, z) din spatiu
ale caror coordonate verifica ecuatia:
2 2 2

o Y z
(CP).ﬁﬂLbj—sz

= 0.

Se observa ca 0(0,0,0) € (CP) si ca axele si planele de coordonate sunt
elemente de simetrie ale conului. Se vede imediat si ca (C'P) intersecteaza
axele si planul de coordonate (xQOy) ale reperului canonic doar in origine.

Intersectiile lui (C'P) cu celelalte plane de coordonate sunt:

e cu planul (sz) y = 0: o pereche de drepte concurente in origine,

L E=-2=0 [ %2+2=0
de ecuatii ; _ 6 si ?j _ 6 ;
e cu planul (yOz) : x = 0: o pereche de drepte concurente in origine,
im0 [ fri=o
c 1 c
de ecuatii r=0 Y 226
Intersectiile lui (C'P) cu plane paralele cu planele de coordonate sunt:

e cu planul (P ) : z = h = constant ((P) || (zOy)): elipsa de ecuatii

2 —
{§+Zé2_}cl22:0 2N a2h2+b2h2 1=0
z=h s —h ]

e cu planul (P) : y = h = constant ((P) || (xOz)): hiperbola de ecuatii
22 IE2 _

{ Gt m=0 o) omam 150

e cu planul (P) : x = h = constant ((P) || (yOz))' hiperbola de ecuatii

2

z _

x—h

FEcuatiile parametrice ale conului patratic sunt:

T=a-u-Ccosv
(CP):< y=b-u-sinv , ueR, vel0?2n).
z2=c-u
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(7) Cilindri patratici.
(a) Cilindrul eliptic este locul geometric al punctelor M(x,y,z) din
spatiu ale caror coordonate verifica ecuatia:
2 2

a? oy
(CE): 5+ 35 —1=0.

Se verifica imediat ca originea, axele si planele de coordonate sunt elemente
de simetrie ale cilindrului eliptic.
Intersectiile cilindrului eliptic cu axele de coordonate sunt:
e cu (Ox): A(a,0,0) si A'(—a,0,0);
e cu (Oy): B(0,b,0) si B'(0,—b,0);
e (CE) nu intersecteaza axa (Oz).

Intersectiile lui (CE) cu planele de coordonate sunt:

o — ) el . 2+y7—1=0.
e cu planul (zOy) : z = 0: elipsa de ecuatii { ¢ 0 ;
Zz =
e cu planul (zOz) : y = 0: o pereche de drepte paralele, de ecuatii
r=a o fr=-a,
e cu planul (yOz) : * = 0: o pereche de drepte paralele, de ecuatii
=b Jy= —b
z=0 ?% z=0
Intersectiile lui (C'E) cu plane paralele cu planele de coordonate sunt:

e cu planul (P): z = h = constant ((P) || (xOy)): elipsa de ecuatii

Doy 1=0
z:h ’

e cu planul (P) : y = h = constant ((P) || (zOz)):
— o pereche de drepte paralele, de ecuatii

T=a"-1/ —Z—; 5 T=—a- 1—2—22 ’
y=nh y=~h
daca h € (— bb)

— dreapta { = :l:b , daca h = =+b;

— cilindrul nu intersecteaza planul, daca h € (—oo, —b)
e cu planul (P) : z = h = constant ((P) || (yOz)):
— o pereche de drepte paralele, de ecuatii
—p. /1= = _p- _h2
y - b a2 §1 T = b
daca h € (—a,a);

y=0 S
—1q , daca h = *a;

U (b, 00);

— dreapta

— cilindrul nu intersecteaza planul, daca h € (—oo, —a) U (a, c0)
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z

f(— 3

FEcuatiile parametrice ale cilindrului eliptic sunt:

T =a-cosv
(CE): ¢ y=b-sinv

=Uu

, u€eR, vel02r).

N

(b) Cilindrul hiperbolic este locul geometric al punctelor M (z,y, z) din
spatiu ale caror coordonate verifica ecuatia:

2 2

A
(CH): = - 25 —1=0.

Se vede ugor ca originea, axele si planele de coordonate sunt elemente de
simetrie ale cilindrului hiperbolic.
Cilindrul hiperbolic nu intersecteaza axele (Oy) si (Oz), iar axa (Oz) o
intersecteaza in punctele A(a,0,0) si A'(—a,0,0).
Intersectiile lui (C'H) cu planele de coordonate sunt:
. D (- i

e cu planul (zOy) : z = 0: hiperbola de ecuatii { ;2_ 0b2 :

e cu planul (zOz) : y = 0: o pereche de drepte paralele, de ecuatii
r=a .| x=-a
y=20 th y=20

e (CH) nu intersecteaza planul (yOz) : x = 0.

)

Intersectiile lui (CH) cu plane paralele cu planele de coordonate sunt:

e cu planul (P) : z = h = constant ((P) || (xOy)): hiperbola de ecuatii

)
2_2_1:0.
:h ’

e cu planul (P) : y = h = constant ((P) || (zOz)): o pereche de drepte
paralele, de ecuatii

{:c:a- 1+2% s {m:—a-\/1+'g§;

y=nh y=~h

8

N o
)
<

»

e cu planul (P) : z = h = constant ((P) || (yOz)):
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— o pereche de drepte paralele, de ecuatii
2 2
y==>b- % — si r=—-b- 272 _ ’
r=nh x=nh
daca h € (—o0, —a) U (a, 00);

T ==*a
— cilindrul nu intersecteaza planul, daca h € (—a,a).

— dreapta { y=0 , daca h = *+a;

Z

P ‘
R R
Ly i
T y
A
IBs vl
v A
bl I it
bE
FEcuatiile parametrice ale cilindrului hiperbolic sunt:
xr=ua-chu
(CH): y=b-shu , wuveR.
Z=0

(c) Cilindrul parabolic este locul geometric al punctelor M (z,y, z) din
spatiu ale caror coordonate verifica ecuatia:

(CPb) :y? = 2pz, x> 0.

Axa de coordonate (Oz) este inclusa in (C'Pb), iar axa (Ox) si planele de
coordonate (x0z), (yOz) sunt elemente de simetrie ale cilindrului parabolic.
In plus (C'Pb) intersecteaza axele (Oz) si (Oy) doar in origine.

Intersectiile lui (CE) cu planele de coordonate sunt:

v =2px

z2=0 ’

e cu planul (z0z) : y = 0 i cu planul (yOz) : = 0: axa de coordonate
z=0
(Oz) : { y=0 "

Intersectiile lui (C'E) cu plane paralele cu planele de coordonate sunt:

e cu planul (zOy) : z = 0: parabola de ecuatii

e cu planul (P) : z = h = constant ((P) || (zOy)): parabola de ecuatii

y? =2px
z=h ’
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e cu planul (P) : y = h = constant ((P) || (zOz)): o dreapta de ecuatii

_ R?
xr %’
y=nh

e cu planul (P) : x = h = constant > 0 ((P) || (yOz)): o pereche de
drepte paralele, de ecuatii

y = +/2ph < y = —/2ph
r=nh > r=h )

FEcuatiile parametrice ale cilindrului parabolic sunt:

x = 2pu?
(CPb): ¢ y=2pu , wu,veR
z=0

(8) Perechi de plane.
(a) O pereche de plane neparalele este data de ecuatia canonica

22 2 .
a? b2
sau de ecuatiile parametrice
T =au
y=bu , wu,veER,
z=0

(b) O pereche de plane paralele este data de ecuatia canonica
2 —a’=0

sau de ecuatiile parametrice

T = *a
y=u , u,veR
zZ="w

Daca a = 0 se obtin doua plane confundate.

(9) O dreaptid dubli este o cuadrici cu ecuatia canonica 22 + y? = 0.

(10) Un punct dublu este o cuadrica cu ecuatia canonica 22 + y? + 22 = 0.
(11) Cuadrica vida este determinata de orice ecuatie de gradul 2 in necu-
noscutele x, y si z fara solutii reale.
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2. Cuadrice riglate

DEFINITIA 8.1. O cuadrica se numeste cuadrica riglata daca exista o fa-
milie de drepte cu urmatoarele proprietati:
(1) orice dreapta din familie este situata pe cuadrica;
(2) prin orice punct al cuadricei trece cel putin o dreapta din familie.
O familie de drepte cu aceste proprietati se numeste sistem de generatoare
rectilinii pentru cuadrica.

OBSERVATIA 8.3. Se verifica usor ca dreapta dubla, perechile de plane,
cilindrii patratici si conurile patratice sunt cuadrice riglate (vezi si subcapitolul
precedent).

ProroziTiA 8.1. Hiperboloidul cu o panza si paraboloidul hiperbolic sunt
cuadrice riglate.

DEMONSTRATIE. Fie hiperboloidul cu o panza

132 y2 22

Ecuatia acestuia se poate scrie

- (=2)- (o D) -(-0) ()

Consideram familia de drepte formata din

s-i=a (-4

(dy) - A-(x+§)1+?g CAER, s (doo):{ 0

+

—olr
I

IR |

a

Se verifica imediat ca aceste drepte sunt bine definite (adica planele care le
definesc nu sunt paralele) si este evident, din ecuatia lui (Hj), ca se afla pe
hiperboloid.

Acum fie punctul My(xo,yo, 20) € (H1). Daca yo = b atunci i—z — i—i =0, adica
2+ Z=0sau?—2=0. Daca £ +Z2 =0 atunci My € (ds). Daca £ — 2 =0
atunci My € (dp).

Daca yo # b atunci My € (dy,), unde Ao = %.

Prin urmare, dreptele considerate constituie un sistem de generatoare rectilinii
pentru hiperboloidul cu o panza.

Este clar ca un alt sistem de generatoare rectilinii pentru (H;) este format din
dreptele:

s-i=n(143) . £y
R AV o { i

In continuare fie paraboloidul hiperbolic

1’2 y2
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Ecuatia sa se poate scrie
Ty x oz
pi)<(5-3)-(5+2) -
( ) a b a + c :

si, la fel ca pentru hiperboloidul cu o panzi, se arata ca familiile de drepte

Z_ ¥ =9)\z -0

d):{ ¢ o AER, §i (doo):d o

. {A (o=t rem w @ {iTE
si

z 4 [ — 1
/N . a b
(d,u){ M(%‘F%):QZ ’ /JER,

sunt sisteme de generatoare rectilinii pentru paraboloidul hiperbolic. ([

OBSERVATIA 8.4. Cele doua sisteme de generatoare rectilinii puse in evidenta
pentru hiperboloidul cu o panza si respectiv pentru paraboloidul hiperbo-
lic sunt singurele sisteme de generatoare rectilinii pentru fiecare dintre aceste
suprafete in parte (vezi [17] pentru demonstratie). De aici si din demonstratia
propozitiei de mai sus, rezulta ca prin fiecare punct al unui hiperboloid cu o
panza sau al unui paraboloid hiperbolic trece o dreapta si numai una din
fiecare sistem de generatoare rectilinii.

EXEMPLUL 8.1. Sa se determine generatoarele rectilinii ale hiperboloidului

cu o panza

x? 22

— ———-1=0,
T
care trec prin punctul My(2,1,3).

Se verifica imediat ca My € (Hy). Cum ecuatia hiperboloidului se scrie

(Hy) :

(H): (5-5) (5+5) = -0+

rezulta ca sistemele de generatoare rectilinii ale lui (H;) sunt

Z—Z2=X-(1-y) T oz _
) 2737 . ) 5+5=0
si
2 3=n (1+y) 24+2=0
dy:$ 20 L ueR, s (d ;{2 57
(M) {M'(2+3):1_y K 31 (oo) 1 y 0

Aga cum se observa imediat, My ¢ (dso) 51 Mo ¢ (dy,). Cautam in continuare
Ao si po astfel incat {Mo} = (dy,) N (d},,)-

. <y o ) 3x+6y—22—-6=0
Din My € (dy,) rezultd \g = 1, adicd My € (d;) : { 3w — 6y +2:—6—0 "
3r —22=0

Din My € (d,,) rezulta po = 0, adica My € (dy) : { 1 —y—0
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EXEMPLUL 8.2. Sa se determine generatoarele rectilinii ale paraboloidului

hiperbolic
22 2
PH): ——Z =2
care trec prin punctul My(3,2,0).
Se verifica imediat ca My € (PH). Ecuatia lui (PH) se scrie

(G99 -

iar sistemele de generatoare rectilinii ale paraboloidului sunt

2 _Y4=2)2 Tz
. 3 2 . . §+§—O
(dk)'{/\-<§+g):1 , AeR, i (doo)'{zzo
si
s a=H
U .
(d“)'{u-(§+§’)=2z , pER.

Avem My ¢ (doo) si cautam A si po astfel incat {Mo} = (dy,) N (d},,)-
. Sy 1 g ) 2z —-3y—6z2=0
Din My € (dy,) rezulta \g = 3, adica My € (d%) : { %43y —12=0 -
Din My € (dy,) rezulta po = 0, adica My € (dy) : { i:B:—OZBy =0 .

3. Cuadrice date prin ecuatia generala

In acest subcapitol vom prezenta unele rezultate legate de clasificarea
suprafetelor algebrice de ordinul 2 aga cum sunt ele date in [17].

DEFINITIA 8.2. Locul geometric al punctelor din spatiu M (z, y, z) ale caror
coordonate verifica o ecuatie matriciala de forma:

(8.1) (D) : f(X)=X"XAXxX+2-Bx X +ass=0,
unde
ai; @12 @13 T
A= a2 axp ap |, B=(au ay ay), X=| 1y |,
a13 a3 ass z

se numeste suprafatd algebrica de ordinul 2.
OBSERVATIA 8.5. Pe larg, ecuatia suprafetei (3) se scrie
(D) : f(z,y,2) = an2®+ asy? + azsz? + 2a127y + 2a1372 + 2a23y2
+2a14% + 2a24Y + 2a342 + @44

= 0.
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La fel ca In cazul curbelor algebrice de ordinul 2, se aratd ca Intr-un re-

c
per R'(O',B'), cu O'(xo, yo, 20) 51 B— B, ecuatia generald a unei suprafete
algebrice de ordinul 2 devine

(D) f(X)=(X)VxAxX' +2-B x X +ay =0,
unde am notat
o

A =CxAxC', B =X xAxC'+BxC', djy=f(Xo), Xo= | %

20
Astfel avem urmatoarea propozitie.

PROPOZITIA 8.2. Proprietatea submultimii (X) din spatiu de a fi suprafata
algebrica de ordinul 2 nu depinde de reperul cartezian ortonormat orientat po-
zitiv ales.

OBSERVATIA 8.6. Este clar ca toate cuadricele prezentate in primul sub-
capitol sunt suprafete algebrice de ordinul 2.

In continuare vom prezenta, firs demonstratie, un rezultat care arata ca
orice suprafata algebrica de ordinul 2 este o cuadricd. Mai intai, pentru o
suprafata (X) data de ecuatia (8.1), definim

a1l a2 a3 a4
a a a a
§=detA, A= 12 G22 G23 G24
a13 Q23 Q33 @34
a14 G24 Q34 Q44

J = ail a2 a1l as a22 Aa23
ai2 a2 ais ass a23 Aas3
a a a a a a
L=J+ 11 14 22 24 33 34
aiqa Q44 a24 Q44 asz4 Q44

K = suma minorilor diagonali de ordinul 3 ai matricei D.

TEOREMA 8.3. Pentru o suprafata algebricd de ordinul 2 avem
(1) 0, A, I si J sunt invarianti la translatii si rotatii;
(2) L ¢i K sunt invarianti la rotatii;
(3) daca 6 = A =0 atunci K este invariant si la translatii;
(4) daca 6 = A=K =J =0 atunci L este invariant i la translai.

In aceeagi maniera ca in cazul teoremei de clasificare a curbelor algebrice
de ordinul 2, se obtine urmatoarea teorema.

TEOREMA 8.4. O suprafatd algebrica de ordinul 2 data de ecuatia (8.1)
este una dintre cuadricele (1) — (11) (prezentate in primul subcapitol). In



functie de valorile 6, A, J, K, L si de valorile proprii A1, Ao, A3, ale matricei
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A, avem urmdtoarea clasificare a suprafetelor algebrice de ordinul 2:

’ ‘ 0 ‘ A ‘ A1, Ao, A3 ‘ AANS’ %, % ‘ K ‘ L ‘ Cuadrica
1 |>0]+#0 +,+, + elipsoid
2 | <0|#0 +,+, — hiperboloid
cu 0 panza
3 (1>0]#0 - =, + hiperboloid
cu doua panze
4 |<0]=#£0 - =, = cuadrica vida
5 1#£0] 0 acelagi semn punct dublu
6 |#0| O +, 4+, — con patratic
7 0 | #0| AMA2>0,A3=0 paraboloid
eliptic
8 0 |#0| MA2<0,A3=0 paraboloid
hiperbolic
9 0 0 +,+,0 >0 cuadrica vida
10| O 0 [ AMA2>0,23=0 0 dreapta dubla
111 0 0 +,4+,0 <0 cilindru eliptic
12 0 0 -, —,0 >0 cilindru eliptic
131 0 0 —,—,0 <0 cuadrica vida
141 0 0 | MA2<0,A3=0 #0 cilindru hiperbolic
151 0 0 | MA<0,X3=0 0 plane secante
16| 0 0 #0,0,0 0 [>0 cuadrica vida
171 0 0 #0,0,0 0 0 plan dublu
181 0 0 #0,0,0 0 | <0 plane paralele
19| 0 0 #0,0,0 #0 cilindru parabolic







CAPITOLUL 9

CURBE

Acest capitol este dedicat studiului unor elemente de geometrie diferentiala
a curbelor in plan si In spatiu. Pentru aprofundarea notiunilor gi tehnicilor
de lucru prezentate aici (ca de altfel si a celor din capitolul Suprafete) reco-
mandam monografia [7] si cursurile [3], [10], [12], [13] si [20].

O curba poate fi privitd In douda moduri: ca fiind drumul parcurs de o
particuld in migcare sau ca fiind un loc geometric. Cele doua variante sunt
echivalente gi in cele ce urmeaza le vom prezenta si folosi pe rand pe amandoua.

1. Teorema de inversare locala. Teorema functiilor implicite

In aceastd sectiune vom reaminti doua rezultate importante din analiza
matematica care vor fi folosite apoi pentru a arata echivalenta modurilor de a
reprezenta o curba (sau o suprafata, in capitolul urmator), adica parametric,
explicit sau implicit. Cele doua teoreme sunt prezentate la fel ca in [19],
curs pe care dealtfel 11 recomandam atat celor interesati de demonstratii cat
si pentru clarificarea altor probleme din analiza matematica care apar aici.

DEFINITIA 9.1. Fie aplicatia F': D C R" — R™, unde D este o multime
deschisii. Spunem ci F este de clasda C* pe D, k > 1, daci exista derivatele
sale partiale in raport cu toate variabilele pana la ordinul k£ pe D si toate
derivatele de ordin k sunt continue. Daca exista derivatele partiale ale lui F’
pe D de orice ordin atunci spunem ca aplicatia este de clasa C* pe D.

TEOREMA 9.1. (Teorema de inversare locald)

Fie D o submultime deschisa din R™, F' : D — R"™ o aplicatie de clasa
C* pe D si a € D. Dacd diferentiala dF(a) : R* — R™ lui F in a este un
izomorfism de spatii liniare atunci existd o vecindtate deschisa Vo, C D a lui a
astfel incat F(V,) sa fie o submultime deschisa in R™ iar F : Vo, — F(V,) sa
fie inversabild si F~' : F(V,) — V, sd fie de clasid C* pe F(V,).

TEOREMA 9.2. (Teorema functiilor implicite)
Fie D o submultime deschisa din R™ x R™, F': D — R™ o aplicatie data
prin
F(‘T’y) = (fl(xa y)a f2($7y)7 sy fm(xvy))a
unde f; : D — R, i =1,m, gi fie (xo,y0) € D. Daca sunt indeplinite conditiile:

(1) F(Jj07y0) - 0;
2) F este de clasia C* pe D;
(2) p

151
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atunci existd o vecinatate deschisa I a punctului xg in R", o vecindtate des-
chisa J a punctului yo in R™ si o aplicatie f : I — J astfel incat

o F(x, f(z)) =0, Vo € I;
o F(x,y) =0 pentru (z,y) € I x J=y = f(x);
o f este de clasd C* pe I.

Cazuri particulare. In acest curs vom folosi cele doud cazuri particulare ale
teoremei functiilor implicite expuse in continuare.
(1) Daci D este o submultime deschisa din R?, F: D — R, (zg,y0) € D si
sunt indeplinite conditiile:

(1) F(zo,y0) = 0;

(2) F este de clasia C! pe D;

(3) % (w0,90) # 0,
atunci exista o vecinatate deschisa I a punctului x¢ € R, o vecinatate deschisa
J a punctului yg € R si o functie f : I — J astfel incat

(1) F(x, f(z)) =0, Vo € I,

(2) F(xz,y) =0 pentruz € I siy € J implica y = f(z);

(3) f este derivabila pe I;

(4) f(zo0) = vo.
(2) Daca D este o submultime deschisi din R iar F/ : D — R satisface
conditiile din teorema functiilor implicite, atunci, din F(x,y,z) = 0, vom
putea determina local pe z ca o aplicatie cu argumentele x si y.

2. Curbe in plan

2.1. Reprezentari analitice ale curbelor din plan. Fie reperul carte-
zian ortonormat orientat pozitiv R = (O,B = {i,j}) in plan si notam cu V2
spatiul euclidian al vectorilor de pozitie in raport cu acest reper ai punctelor
din plan.

Mai intai gandim curbele ca fiind drumurile parcurse de particule in misca-
re In plan gi atunci avem urmatoarea definitie.

DEFINITIA 9.2. O curba de clasa C™, n > 1, in plan este o aplicatie
a : I — R? de clasi C™ definita pe un interval deschis I € R. O curba de
clasa C*° se numeste curba diferentiabild.

OBSERVATIA 9.1. In definitia de mai sus am adoptat denumirea pentru
curbele de clasa C*° folosita in [7]. Astfel, nu trebuie confundate curbele
diferentiabile cu cele de clasa C', pentru care nu vom folosi o denumire spe-
ciala.
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DEFINITIA 9.3. Un punct My(xg,yo) se numeste punct simplu al curbei
o : I — R? daca exista si este unic ¢y € I astfel incat a(tg) = (g, yo), iar
daca exista t1,to,...,tx € I astfel incat a(t1) = a(te) = ... = a(ty) = (zo, yo)
atunci My se numeste punct multiplu de ordin k al curbei.

OBSERVATIA 9.2. Se observa ca imaginea unei curbe se autointersecteaza
de k ori intr-un punct multiplu de ordin k.

EXEMPLUL 9.1. Fie curba diferentiabild  : R — R? definita prin a(t) =
(t(t? — 1), (t* — 1)?). Se observi ci pentru t; = 1 si t2 = —1 se obtine punctul
0(0,0) care apartine curbei, adica O este un punct dublu (multiplu de ordin

2) al sau.
y

()

DEFINITIA 9.4. O curbd o : I — R? de clasa C™, n > 1, se numeste curbd
regulata de clasa C™ daca o/ (t) # 0, pentru orice t € I.

Gandind o curba ca pe un loc geometric putem da urmatoarea definitie.

DEFINITIA 9.5. O curba simpla de clasa C™ in plan este o submultime ()
a planului cu proprietatea ca pentru orice punct M € () exista o vecinatate
a acestuia Vi C () si o curba regulatd a : I — R? de clasd O™, injectivi,
astfel incat a(I) = Vi, unde am identificat planul cu R?. Curba a se numeste
o parametrizare locald a curbei simple (7).

OBSERVATIA 9.3. Se poate demonstra ca, dacd pentru orice punct My al
unei submultimi () a planului exista o vecinatate deschisa Vj in plan astfel
incat () N Vp sa fie o curba simpla, atunci () este o curba (imaginea unei
curbe) regulata de clasa C™.

Acum fie curba () de clasa C", cu parametrizarea o : I — R?, a(t) =
(z(t),y(t)). Putem defini aplicatia 7 : [ — V2, de clasa C™, prin 7(t) =
x(t) - i+ y(t) - j si avem ecuatia vectoriala parametrica

(v):7=7(t), tel,

a curbei () determinatd de «, echivalenta cu sistemul de ecuatii parametrice
ale lui (7y):
x = x(t)
: , tel
™ { y=y(t)
Pentru un punct M (z(t),y(t)) € () folosim si notatia M (), t € I numindu-se
coordonata pe curba a lui M.
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OBSERVATIA 9.4. Este clar ca o (t) # 0 daca si numai daca 7 (¢t) # 0, deci
curba () : 7 = 7(t), t € I, este regulata daca gi numai daca 7 (t) # 0 pentru
orice t € I.

PR

; j AR ﬁ
//E(t) N

OBSERVATIA 9.5. Parametrizarea unei curbe nu este unica. Astfel, daca
avem functia bijectiva ¢ : J C R — I de clasa C", unde J este un interval
deschis, atunci pentru orice ¢ € I exista si este unic u € J astfel incat t = p(u),
iar ecuatiile parametrice ale lui () devin

[ o= ale() = a(w
AR (et o R

ceea ce arati ci am obtinut o nou# parametrizare 3 = aoy : J — R? a curbei.

O curba plana de clasa C™ poate fi definita si explicit sau implicit, dupa
cum vom vedea in continuare.

ProprozITIA 9.3. Fie f : I — R o functie de clasa C™ definita pe intervalul
deschis I C R. Atunci locul geometric al punctelor M(x,y) din plan cuy =
f(x) este o curbd requlatd () (imaginea unei curbe regulate o : I — R?) de
clasa C™ gi, reciproc, pentru orice curba requlata de clasa C™

[ w=a() .
{52 el
si pentru orice punct Mo(zo(to), yo(to)) € (v) exista intervalul deschis I, cen-
trat in xo (sau intervalul deschis J, centrat in yo) si o functie f : I — R de
clasa C™ astfel incat y = y(x) = f(x) pentru orice punct M(x,y) € (y), x € I
(sau o functie g : J — R de clasa C™ astfel incat x = z(y) = g(y) pentru orice
punct M(z,y) € (v), y € J).

DEMONSTRATIE. Punctele M (z, f(z)) apartin curbei () din plan data de
ecuatiile parametrice

r=ux(t) =1t
: , tel
RE (e
Cum 2/(t) = 1 # 0 pentru orice t € I si f este de clasa C", rezulta imediat ca
(7) este o curba regulata de clasa C™.

In continuare consideram curba regulata de clasa C™ din plan

fa=al) ,_;
(’y){ Y= y(t) tel
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Functiile z,y : I — R sunt de clasd C" si, pentru fiecare ¢t € I avem ' (t) #
0 sau ¢'(t) # 0. Presupunem ca in punctul M (zg(to),yo(to)) € (v) avem
2'(tg) # 0 si atunci, din teorema de inversare locala, rezulta ca existd un
interval deschis Iy C I centrat in to si functia inversabila t : I = x(Ip) — Iy
de clasa C™ cu t o x = idy,, adicd putem scrie ¢t = ¢(z) pentru orice z € I.
Urmeaza ca y = y(t) = y(t(z)) pentru orice punct de pe curba cu z € I. Astfel
putem scrie ecuatia curbei in vecinatatea I a punctului z: (y) : y = f(z), unde
f =yot: I — Reste o functie de clasd C" cu f’'(z) # 0, pentru x € I. Analog
se procedeaza in cazul in care /(o) = 0 si /(o) # 0, rezultand ecuatia curbei
pe o vecinatate J a lui y: (7) : x = z(y) = g(y). O

DEFINITIA 9.6. Ecuatia (v) : y = f(z), = € I se numeste ecuatia explicita
a curbei.

y=1 t € R. Eliminand parametrul
t intre cele doua ecuatii obtinem ecuatia explicita a curbei: (v) : y = f(z) =

2
z3, r R

. r =13
EXEMPLUL 9.2. Fie curba (7) :

PROPOZITIA 9.4. Fie aplicatia F : D C R?2 — R, unde D este o multime
deschisa, care indeplineste urmdtoarele conditii:
(1) este de clasa C™, n > 1;
(2) derivatele sale partiale de ordinul 1 nu se anuleaza simultan in nici
un punct, adica
F}(z,y) + Fj(z,y) >0, V(z,y) € D,

sau, echivalent, VF # 0 pe D, unde am notat F, = %—f s1 by = 88—5,
iar VF(z,y) = Fy(z,y) -t + Fy(z,y) - j este gradientul aplicatiei F.
Atunci locul geometric al punctelor M (x,y) din plan ale caror coordonate ve-
rifica F(x,y) = 0 este o curba regulata (7y) (imaginea unei curbe regulate
a : I — R?) de clasa C™ si reciproc, pentru orice curbd requlatd (vy) de
clasa C™ exista o aplicatie F' ca mai sus astfel incat F(x,y) = 0 pentru orice

M(z,y) € (7).

DEMONSTRATIE. Fie punctul My(xg,yo) cu F(xg,yo) = 0. Presupunem
Fy(x0,y0) # 0 si atunci, conform teoremei functiilor implicite, rezulta ca exista
o vecinatate I a lui x( si o vecinatate J a lui yp iIn R si o aplicatie f : [ x J
astfel incat F'(z, f(z)) = 0 pentru orice z € I.

Consideram aplicatia 7 : I x V2 definita prin

Ft)=t-i+ f(t)-J.
Evident 7/(¢) # 0 si 7 este injectiva, adicd avem curba simpla
(v) :7=7(t), tel.
Astfel, conform observatiei 9.3, locul geometric al punctelor M(z,y) din plan
cu F(z,y) = 0 este o curba regulata () de clasa C™ in plan.
In continuare fie o curba regulata de clasa C™ data explicit

(v):y=flz), wzel,
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si considersm F : D C R? — R, unde D = I x f(I) este o multime deschisa
definita prin F(z,y) = y — f(x). Este evident ca pentru orice M (z,y) € ()
avem F(z,y) = 0 si cd F este de clasda C™ cu VF # 0 (deoarece Fy =1 # 0),
ceea ce Incheie demonstratia. U

DEFINITIA 9.7. Ecuatia (v) : F(x,y) = 0 se numeste ecuatia implicitd a
curbei (7).

OBSERVATIA 9.6. Ca o concluzie a acestei sectiuni putem spune ca re-
prezentarile parametrica, explicita si implicita ale unei curbe regulate sunt
echivalente local, adica intr-o vecinatate a fiecarui punct de pe curba putem
trece de la o reprezentare la alta.

OBSERVATIA 9.7. Conditiile de regularitate pentru o curba data pe rand
in cele trei reprezentari sunt:

e in toate reprezentarile aplicatiile care apar in diversele forme ale
ecuatiilor curbei trebuie sa fie de clasa C™;

e in reprezentarea parametrica derivatele functiilor coordonate nu tre-
buie sa se anuleze simultan in nici un punct, iar in cea implicita
derivatele partiale de ordinul 1 ale aplicatiei care definegte curba sa
nu se anuleze simultan;

e in reprezentarea parametrica (y) : 7 = 7(t), t € I, aplicatia 7 trebuie
sa fie injectiva.

DEFINITIA 9.8. Un punct al unei curbe () pentru care exista o vecinatate

inclusa in () pe care sunt indeplinite conditiile de regularitate se numeste
punct ordinar al curbei.

OBSERVATIA 9.8. Avem urmatoarele observatii imediate:

(1) O curba regulata este formatd numai din puncte ordinare.

(2) Un punct ordinar al unei curbe este punct simplu al acesteia.

(3) Un punct multiplu al unei curbe nu este punct ordinar al acesteia
(este satisfacuta conditia 1, dar nu este satisficuta conditia 2 sau
conditia 3).

In final, considerim o curba in plan data prin ecuatiile parametrice
x = x(t)
: tel.
DR s
Deoarece orice punct din plan M (x, y) poate fi dat si cu ajutorul coordonatelor

polare p = \/z2 +y2 > 0si 0 = arctg £ € [0,27), atunci si ecuatiile lui (v)
pot fi scrise folosind aceste coordonate:

() { p=pt)=22(t) + y*(t)

— — y(t)
0 = 0(t) = arctg O

Daca (v) este data explicit atunci ecuatia se poate scrie () : p = p(@), iar
dacé este data implicit ecuatia sa devine (y) : F'(p,0) = 0.

. tel.
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2.2. Tangenta si normala la o curba intr-un punct ordinar. Fie
curba (v) : 7 = 7(t), t € I, de clasa C™, n > 1, si fie punctele My(tg) € (),
fixat, si M (t) € () care se deplaseaza pe curba. Putem scrie t = tg+ (t—tg) =
t + At unde am notat At = t — ty3. Atunci vectorii de pozitie ai celor doua
puncte sunt 7(ty) si respectiv 7#(tg + At). Presupunand ca M, este un punct
ordinar al curbei, rezulta ca exista

Ll = . T(to+At) —7(to)
lim —MyM = 1 =7(t 0.
A A MM = 0T A 7
DEFINITIA 9.9. Dreapta (¢) care trece prin punctul ordinar My(to) € ()
gi are vectorul director v = 7(tp) se numeste tangentd la curba () in Moy,
iar dreapta (n) care trece prin My si este perpendiculara pe (t) se numeste

normala la () in Mp.

Y /(n)

~./

() =
Fiy/

ye T (t#AL) I

£

OBSERVATIA 9.9. Se observa ca tangenta in My la curba este pozitia limita
a dreptei (MoM) atunci cand M tinde spre M.

Vom determina in continuare ecuatiile tangentei i normalei intr-un punct
ordinar al unei curbe date, pe rand, parametric, explicit si implicit.

Mai intai, aga cum am vazut, daca (7) este datd prin ecuatia vectoriala
parametrica 7 = 7(t), t € I, atunci tangenta in punctul ordinar My(¢p) al
curbei este

(t) : 7 =7(to) + X- 7' (to), X€ER.
Deoarece vectorul director al normalei in punctul My este perpendicular pe
cel al tangentei, avem gi ecuatia dreptei normale la curba in Mj:

(n) : (F —7(to)) - ¥ (to) = 0.

Acum, dacd scriem ecuatiile parametrice ale lui (7)

x = x(t)

: , tel,
™ { y=ylt

avem 7(t) = x(t)-i+y(t)-j i 7 (t) = 2/ (t)-i+y'(t)-j. Astfel, inlocuind in ecuatia

vectoriald a tangentei in punctul My(tp), ale carui coordonate carteziene sunt

xo = z(to) s yo = y(to), avem ecuatiile parametrice ale lui (¢):

r=x0+ A 2(to)
t): , AER,
®) {yzyoJr/\-y’(to)
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i ecuatia canonica
) rT—To Y—UYo
#(to) — y'(to)
y'(to)

Panta dreptei () este m ;) = i) de unde rezulta cd panta normalei (n) va
fi me,) = E 0; iar ecuatia canonica a lui (n) este

(n) : T—%o _Y—Y
—y'(to)  a'(to)
Daca () este data explicit prin (v) : y = f(z), = € I, ecuatiile sale parame-

trice sunt
x=uz(t)=t
: , tel.
) { y=y(t)=f(t)
Atunci, in punctul ordinar al curbei My(zo,y0) € (7) (unde zg = tp) avem
x'(tg) = 151y (to) = f'(to) = f'(x0), deci ecuatia canonica a tangentei () este

(t):x—x0= y(y(; & (1) 1y —yo = f'(z0) - (x — o),
iar panta sa este m(y = f'(zo). Astfel panta normalei la curba in My va fi
Mpy = — ( 5> adicd dreapta (n) este data de ecuatia

(n) : @ —x9 = —f'(x0) - (¥ — vo)-
In sfarsit, presupunem ci (7) este determinata implicit

(v) : Fz,y) = 0.
Asga cum am vazut in sectiunea precedenta, curba (v) poate fi scrisa (local)
explicit (y) : y = f(z) cu F(x, f(x)) = 0 in vecinatati ale punctelor M(x,y)
de pe curba cu Fy(z,y) # 0. Derivand aceasta ultima ecuatie in raport cu x
si tinand cont de modul de derivare al functiilor compuse avem

FI(ZL‘,y) +Fy(xay) ’ f’([L‘) =0.

Deoarece punctul My(xo,yo) este ordinar, rezulta ca Fy(zo,yo) si Fy(zo,yo)
nu se pot anula simultan. Putem presupune, fira a restrange generalitatea,
ca Fy(xo,yo) # 0. Atunci

Fy(z0,y0)
Fy(x0,v0)’

si, prin urmare, ecuatia tangentei in My la curba este

Fr(m(),y())
——= . (z — xp),
Fy(x0,y0) ( 0)

f'(wo) = -

(t):y—yo=—

sau, in forma canonica,

(1) : rT—To _ Y — Yo .
Fy(wo,y0)  —Fz(wo,90)
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FI(IO7yO)
Fy(ﬂ?o,yo) ’

Deoarece panta lui (t) este, in acest caz, mg) = — urmeaza ca panta

normalei la curba prin My este m,) = %, iar ecuatia lui (n) va fi
F, (xo,yo)
(n) 1y —yo=-L—"+ - (x — o).
Fff (an yO)
Ecuatia sa canonica este (n) : =22 Yy—yo

Fy(zo,y0) — Fy(l’OvyO)'

EXEMPLUL 9.3. Sa se determine tangentele si normalele la curbele urma-
toare in punctele precizate:

=1t
W () { 25 e Malto = 1)

(2) (v) 1y =In(sinz), z € (0,7), Mo(Z,—Inv/2);
(3) (7) :2® =20 + 1 =0, Mo(1,1).
(1) Mai intai avem coordonatele carteziene ale punctului My: zo = t§ = 1 si
Yo = t% =1.
Pe de altd parte, avem z/(t) = 3t% si ¢/(t) = 2t. Astfel, in ¢y = 1, rezulta
2'(1) = 3 si y/(1) = 2. Acum putem scrie ecuatia tangentei la curba () in
punctul My(1,1):

z—1 y-—1

05— ="5"

si ecuatia normalei la (y) prin My:

z—1 y-—1

()= =73

(2) Notam f : (0,7) = R, f(z) = In(sinz) si avem f'(z) = $2 &1 /() = L.
Astfel tangenta la () in My este data de ecuatia

(t):y—i—ln\/i:x—%,

iar normala la curba prin punct este data de

(n): —y—Inv2=ux— Z

(3) Notam F : R? = R, F(z,y) = 2° — 2y? + 1 si avem F,(z,y) = 322 i
Fy(x,y) = —4y°. In punctul M(1,1) derivatele partiale vor fi F(1,1) = 3 g
Fy(1,1) = —4. Putem scrie ecuatia tangentei in punct la curba:
r—1 y—1 r—1 y—1
t): ="—&(1): =Z—

$i ecuatia normalei:
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2.3. Lungimea unui arc de curba. Parametrizarea naturala a
unei curbe. Fie curba simpla de clasa C", n > 1, data prin ecuatia explicita

(’7):y:f($)v rel

In continuare vom prezenta o schita de demonstratie pentru formula de calcul
a lungimii unui arc de curba

(AB):y = f(x), z€a,b]C1,

unde A(a, f(a)) si B(b, f(b)). In acest scop vom incerca si ”aproximim” cét
mai bine forma arcului de curba printr-o linie poligonala avand capetele in
punctele A si B. Pentru inceput consideram diviziunea

Ata=2p<1<29<...<x,=0b
a intervalului inchis [a, b] si punctele corespunzatoare
A = Ao(zo, f(20)), Ar(z1, f(21)),---s An(@n, f(20)) = B
de pe arcul de curbd (AB). Definim norma diviziunii A prin

Al = kwlxk+1 — X

=0,n—

Yy
A Azx\
=A/ﬁ\‘\}\n-l
TN
e
T
B
0 a:‘xn ‘xl ‘Xz ‘Xn 1‘b:x %
Linia poligonala formatd din segmentele AA;, A1As, ..., A,_1B apro-

ximeaza cu atdt mai bine forma arcului de curba cu cat |Al| este mai mica,
ceea ce implica si cresterea numarului punctelor de tipul Ag. Astfel lungimea
arcului de curba va fi

(9.1) Iig = lim Z [ chk+1||

n—00 HAH—)O

In continuare, pentru orice k = 0,n — 1, avem

| AkAri1]l = V(@re1 — 21)2 + (Flzrer) — flan))?

si, conform teoremei lui Lagrange aplicate functiei f pe intervalul [z, Zg+1],

d& € (azk,xk+1) astfel Incat f(a:k+1) — f(xk) = f,(fk)($k+1 — I‘k).
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Obtinem

[Ak Akl = V(@ee1 — 21)% + (f' (&) (kg1 — 21)?

= V1I+(f()? (@1 — 28),

si ecuatia (9.1) devine

n—1
I = i 11 (f/(€))2 - — )]
AB "%O}n&%kz:o[ + (f'(§k))? - (Tp41 — o))
Mai departe definim func‘gia continua (si, prin urmare, integrabild) g : [a, b] —
R prin g(z) = /14 ( )2.  Atunci suma Riemann asociatd functiei g,
diviziunii A a mtervalulul [a b} gi sistemului de puncte & = {&o,&1,...,&én}
este
n—1 n—1
S(9,0,6) = g(&k) - (i1 — k) = D V1+ (F(&))? - (@hp1 — 1),
k=0 k=0
sl avem

/ab d‘r—/\/ﬁdm_ L oo S 2

n—o0,||A||—0

In concluzie, formula de calcul pentru lungimea arcului de curba (@) Dy =
f(z), = € [a, b] este

b
lap) = / V14 (f(z))%de.
DEFINITIA 9.10. Definim elementul de arc al curbei () prin

=1+ (f'(x))?dz.

OBSERVATIA 9.10. Se observi ci formula lungimii arcului de curbé (AB)
se poate scrie cu ajutorul unei integrale curbilinii de speta I astfel:

l—= :/ ds
4B J B

EXEMPLUL 9.4. Sa se calculeze lungimea arcului de curba
— T T
AB):y = Insin z, [ }
(AB) :y =lInsin x, =z € 39

Avem

I = /2 VT () — /2 i o = lntgy |
% % Sln

In continuare, daca curba () este data prin ecuatiile parametrice, atunci
avem

=Inv3.

[SERNNME]

(AB) : { ;”:;3(%) .t e [ty

unde z(t1) = a §i (t2) = b. Asa cum am vazut in cadrul sectiunii dedicate
reprezentarilor posibile pentru o curba, presupunand ca z/(t) # 0, t € [t1, t2],
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conform teoremei de inversare locala, exista inversa t : [a,b] — [t1, t2] a functiei
x : [t1,t2] — [a,b] si putem trece la reprezentarea explicita a arcului de curba:

(AB):y = f(z) = (yot)(z), = € [a,0].

Folosind regula de derivare a functiilor compuse, avem

oy dy dt, Wy
flz) = - (tx)) (@) = %(t) = o)’

pentru z = x(t), t € [t1,t2]. Pe de alta parte, diferentiala functiei z[t1,t2] —
[a,b] este dz = 2/(t)dt. Expresia elementului de arc al curbei () va fi, in acest
caz,

= 1+ (f(2))2dx = 1+(i:8)2x'(t)dt_¢(x/(t))2+(yf(t))2dt.

Prin urmare, formula de calcul a lungimii arcului de curba este

l/\ = dS: Zdt
B = J o, . \/ (1))

Daca 7 = 7(t) = z(t)-i+y(t) - j este vectorul de pozitie al unui punct oarecare
de pe arcul de curba, atunci, evident, putem scrie

to
= [ I @l

In plus, pentru elementul de arc, avem ds? = dz? + dy? = dr>.

EXEMPLUL 9.5. Sa se determine lungimea arcului de curba

= xr = cost s
(AB)'{ y=sint ’ te [0’5}'

Avem 2/(t) = —sint si y/(t) = cost, de unde rezultd ca, in acest caz, ele-

mentul de arc al curbei este ds = /(2/(t))2 + (v/(t))2dt = v/cos?t + sin? tdt =

dt, iar lungimea arcului de curba este [ (AB) = f02 dt =tg = 5

Daca () este reprezentata implicit atunci
(ZE) : F(z,y) =0, x € Ja,bl.

Presupunem ca F(z,y) # 0 pentru orice M (z,y) € (ZE) si, conform teoremei
functiilor implicite, putem trece la reprezentarea explicita a arcului de curba

(AB):y = f(z), € [a,b],

cu F(z, f(z)) = 0. Folosind din nou regula de derivare a functiilor compuse,
obtinem

OF OF df
B 1) + (e F @) () =0



CURBE 163

adica Fy(z, f(2)) + Fy(x, f(2))f'(z) = 0, de unde f'(z) = — (RS, Avem

astfel elementul de arc al curbei:

_ \/Fx(xv f(ZL'))2 + Fy(xa f([l?'))2
|Fy(z, f(x))]

ds dzx

$i lungimea arcului de curba:

VRGP REI@P,
i = || [F (e, 7 (@) dz.

EXEMPLUL 9.6. Sa se determine lungimea arcului curbei

(’y):F(az,y):x%—Fy%—a%:O, a>0

situat in primul cadran.
Mai intai determinam intersectiile curbei () cu axele de coordonate.

Yy

B'

Daca x = 0, din ecuatia F(0,y) = 0 rezulta y = =+a, deci punctele de
intersectie cu axa (Oy) sunt B(0,a) si B'(0, —a), iar daca y = 0, din F(z,0) =
0, avem x = +a si punctele de intersectie cu axa (Ox) sunt A(a,0), A'(—a,0).
Astfel arcul curbei situat in primul cadran este (ZE)

Calculam derivatele partiale ale aplicatiei F' si obtinem F,(z, y) = %x_
si Fy(z,y) = %y_%. Se observa ca Fy(z,y) # 0 in toate punctele M (x,y) €

(AB), mai putin in punctul A, si

wl=

\/F:c(xay)z + Fy(x7y)2 —
[Fy(z,y)

Lungimea arcului de curba este

a 1 a

a\3 1. _1 1. 2 2 3

l1m = (—) dr ==a31lim | z 3dr =a3lim(a3 —€3) = —a.

(AB) 0 \w e—0 J, e—0 2

In continuare consideram o curba simpla de clasa C™, data de parame-
trizarea o : I — R?, ale ciirei ecuatii parametrice sunt

x = x(t)

. tel,
y = y(t)

(v) : 7 = 7(t), teu:»m:{
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si fixam punctul My(to) pe () pe care il vom numi originea arcelor curbei.
Definim functia s : I — R prin
t

s(t) = [ 7' (w)]du.
to
l,— daca t > tg
Se observa ca s(t) = (ZMOM) dacs £ < 4, @ pentra orice punct M (t) €
— (]\m) aca v < g

()
Evident, ds = §'(t)dt = || (t)||dt este elementul de arc al curbei (7).
Deoarece §'(t) = % = ||#(¢t)]| # 0, conform teoremei de inversare locala,
exista, pentru fiecare ¢t € I, un interval Iy C I centrat in ¢ astfel incat s : Iy —
s(lp) este inversabila de clasa C™. Notam inversa cu ¢ : s(ly) — Iy si rezulta
ca 8 = a o p este 0 noud parametrizare a curbei () in care parametrul este
lungimea de arc. Aceastd parametrizare se numeste parametrizarea naturald
a curbei, iar ecuatia lui (v) este (v) : 7 = 7(s). Mai spunem ca () este
parametrizata prin lungimea de arc.

Notatie. Atunci cand o curba () : 7 = 7(s) este parametrizatd natural
vom nota derivatele aplicatiilor care definesc curba astfel: derivatele de ordinul
1 7(s) = € i(s) = 92, y(s) = %, derivatele de ordinul 2: 7#(t) = %,

. 2 . 2
#(s) = L2, i(s) = T4, ete.

OBSERVATIA 9.11. Deoarece, aga cum am vagzut, pentru orice curba avem

ds? = di? atunci 97 = 1, adic [[7(s)]| = | Z(s)]| = 1.

EXEMPLUL 9.7. Fie curba (y) : 7 = 7#(t) = et -i + et - j, t € R. Fixam
punctul My(to = 0) = My(1, 1) pe curba si avem

5= s(t) = /0 17 ()| du = /O V2eTidu = \a(e! — 1),

de unde rezulta ef = L‘f Astfel, curba (), parametrizata natural, este data
de

S

S—l—\/ﬁ - S+\/§ =
cr=17(s) = -1+ *Js 8>_\/§'

()7 =r(s) = =72 7n

Avem (s) = J5 -7+ J; - j pentru orice s > —v/2, si [[F(s)] = 1.

2.4. Curbura unei curbe plane. Fie curba simpla de clasa C", n > 2,
parametrizata prin lungimea de arc
x = x(s)

(v) : 7 =7(s), SGI(:)(’)/):{ Y = y(s)

si fie punctele My(sp) € () st M(s) € (y). Vom nota cu Aw unghiul dintre
vectorii 7(so) si 7(s), tangenti la () In punctele My si respectiv M, si cu As

, s€l,

lungimea arcului de curba (MyM).

OBSERVATIA 9.12. Se verifica ugor ca unghiul Aw nu depinde de para-
metrizarea aleasa pe curba.
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A¢

_ Aw ; -
(Wioil) = As S€ numeste curbura medie a cur

bei () corespunzatoare arcului de curba (]\70]\\4 ).

DEFINITIA 9.11. Raportul &

OBSERVATIA 9.13. Daca notam cu ¢(sg) unghiul facut de tangenta la
curba in My cu axa (Oz) si cu ¢(s) = ¢(s0) + (¢(s) — p(s0)) = ¢(s0) + Ap
unghiul facut de tangenta la () in M cu (Ox), atunci avem Aw = m— ¢(s0) —

Ap

[T — (¢(50) + Ap)] = Ap, deci K(iioil) = Be-

DEFINITIA 9.12. Curbura curbei () in punctul My(sp) € () este limita
curburii medii a arcului de curba (MoM) cand lungimea acestuia tinde la 0,
adica, in My(so) curba () are curbura

wlso) = Jim, somn = S, As

DEFINITIA 9.13. Raportul R(sg) = @ se numeste raza de curburd a

curbei () in punctul My(so) € (7).

In continuare, sa ne reamintim ca panta tangentei la () intr-un punct

oarecare M (s) al curbei este m = tgp(s) = zgz;, de unde rezulta ca putem

arctg %, s €l
s

bR sel \ I()
{s € I|x(s)# 0}. Se verifica imediat ca ¢ este o functie continua si derivabila
pe I (deoarece () este o curba simpla) cu derivata ¢ : I — R, ¢(s) =

2(8)4(s) — #(s)y(s), unde am folosit faptul ca ||7(s)|| = /2(s)? + y(s)? =
Acum, curbura curbei () in punctul My(sg) poate fi scrisa
Aw Ap  dyp

K(Mo) = K(s0) = Jim o= lim - = E(SO) = ¢(s0)-

defini functia ¢ : I — [0, 7] prin ¢(s) = { , unde Iy =

Definim functia curbura a curbei () astfel:
k:I =R, k(s)=p(s)
si avem formula de calcul pentru curbura unei curbe parametrizate natural:
(9.2) k(s) = a(s)ij(s) — E(s)y(s).
Acum schimbam parametrizarea pe curba, considerand din nou functia

lungime de arc s : J — I, definitd in paragraful precedent, care, conform
teoremei de inversare locala, este inversabila, cu inversa ¢t : I — J, a carei



166 CURBE

dt

derivata in puntul so = s(tg) este 5:(so) = Pentru curba (), data

_1
92 (tg)
acum printr-o parametrizare oarecare

(7) 7 =7(t) =7(s(t)) = x(s(t) i +y(s(t)) - j, te,
avem, in M (t) € (y) cu s(t) = s,

Y1) = T0) = ()% 1) = () ),

(1) z'(t)

adica ©(s) = L (1) T /@002 ¥

PO =50 = HE(EO) +EORO

o x! 2 z’ /
= #(s)[(@ (1)) + (v ()] + G,
o U e x’ 2 gj/ / . .
adica SC(S) = W |:.'13,/(t) — %} . Ana]og, Ob‘glnem y(S) =

Y o . nipy W) (0 (1)
W@Pﬂmm2$y@y_@WW+W®V@(ﬂ L.

Inlocuind in (9.2) rezultd expresia curburii pentru o curba data printr-o
parametrizare arbitrara:

_ Ay () — 2"y’ X) 2 ()y"(t) — 2"(t)y'(t)
K(t) . L
[(2'(8)2 + (/' ())?]2 17 ()l

Daca avem curba simpla (y) : y = f(x), z € I, de clasa C™, n > 2, atunci
o putem reprezenta parametric astfel:

Jr=z(t)=t
”)'{y:y(t):f(t)’ tel

In acest caz avem z/(t) = 1, 2/(t) = 0 si v/(t) = f'(t) = f'(z), deci functia
curbura a curbei () este

f"(x)
(14 f(x))*

De aici obtinem imediat urmatoarele doua rezultate.

k: I —>R, k(z)=

ProprozITIA 9.5. O curba are functia curburd egald cu functia identic nula
dacd si numai dacd este o dreaptd (sau un segment de dreapta,).

DEMONSTRATIE. ”"=" Fie curba simpla (v) : y = f(x), = € I, avand
functia curburd k : I — R, k(z) = 0, pentru orice z € I. Rezulta ca f”(z) = 0,
Va € I, adica f(z) = ax + b, a,b € R. Astfel ecuatia curbei devine () : y =
ax+b, x € I, adica () este o dreapta, daca I = R, sau un segment de dreapta,
daca I este un interval inclus in R.

7<” Fie dreapta (v) : y = f(z) = ax + b. Este clar ca f”(x) = 0, adica
functia curbura a curbei se anuleaza peste tot. O
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PROPOZITIA 9.6. Daca intr-un punct My(xo,yo) al unei curbe simple ()
de clasa C™, n > 2, curbura este k(My) = 0, atunci My este un punct de
inflexiune pentru () (adica in acest punct se schimba convexitatea lui (7)) si
reciproc.

In sfargit, consideram curba simpla de clasa C™, n > 2, reprezentata im-
plicit (y) : F(z,y) = 0. Fara a restrange generalitatea, putem presupune
ca Fy(x,y) # 0 in orice punct M(z,y) al curbei. Atunci, folosind teorema
functiilor implicite, avem reprezentarea explicita a curbei () : y = f(x), unde

f(z) = _7%%;1{%; Obtinem

FupoF} — 2F FyFy + FyyF2
F2 4 F?

f@) = - (z, f(x)),

2 2 . 2 . A~
unde am notat Fj, = ggg , Frp = %x}; si Fpy = gTaFy’ si curbura intr-un punct

oarecare al curbei este, in acest caz,

_ FuaFJ2Fy Fo Py +Fyy F7

FpoF2—2F, FyFy+F,, F2
— _ Lazly (zva;Sy vy :c(x,f(:x))

EXEMPLUL 9.8. Sa se determine functiile curbura ale urmatoarelor curbe:

x =te!
ONOR SIS &
(2) (’y):yQ: ar(:tg:zc,2 r eR;
(3) (v):xz3+y3 —a3 =0, a>0,z,y€(0,a).

(1) Curba (7) este reprezentata parametric, intr-o parametrizare oarecare, si
avem z'(t) = et(1+1t), 2 (t) = e (2+1), y'(t) = et (1 —t), ¥ (t) = e ! (t — 2),
deci functia curbura este k : R — R, data prin

) = OV =" OO _ 2t~ 2)
(@0 + O 402411z
(2) Deoarece curba (7) este reprezentata explicit, notand f : R — R, f(z) =
arctg x, avem f'(z) = 1+1x2, f'(z) = —(HQ#)Q si functia curbura a lui () este
k:R — R, data de

2 2 1
oy — ) mlesh
(14 (f(2))*)2 [1+(1+$2) Iz
(3)NotémF:(0a) (0,a) = R, F(z,y) == +y3—a381avemF(my):
1 1
3075, Fy(n,y) = 3y73, Fulz,y) = —§273, Fyy(z,y) = 0, Fy(r,y) =
—2y~3. Functia curburd a lui (y) va fi k: (0,a) — R,
B _FmFy — 2F, Fu Fy + Fy, F? 29) 2v6 _1

(F2+ F2)3 9

CA?\»P W

unde am folosit faptul ca gﬁ = (a§ - x§)%, pentru orice punct M (z,y) € (7).
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2.5. Formulele lui Frenet. Fie curba simpla (v) : 7 = 7(s) = x(s) -
i+y(s)-j, s € I, de clasi C™, n > 2, parametrizatd prin lungimea de
arc. Notam cu T'(s) = #(s) vectorul director al tangentei la curba in punctul
M(s) € () si avem aplicatia T : I — V? diferentiabils de clasa C™~! pentru
care | T(s)|| = ||#(s)|| = 1, oricare ar fi s € I. Pentru fiecare vector T(s)
consideram versorul normal la curba N(s) L T(s) care face cu T(s) un unghi
egal cu § masurat dinspre T(s) in sens invers acelor de ceasornic. Din aceste
conditii, rezulta

N(s) = —y(s) i+ a(s) - J.
Avem astfel si aplicatia diferentiabila N : I — V2 cu |[N(s)|| = 1 si T(s) -
N(s) = 0, pentru orice s € I. In fiecare punct M(s) € () avem o bazi
ortonormatd {T'(s), N(s)} in plan si reperul cartezian ortonormat orientat
pozitiv (M (s), {T(s), N(s)}) numit reperul lui Frenet in punctul M(s).

In continuare derivim relatiile
T(s)-T(s)=1, N(s)-N(s)=1, T(s)-N(s)=0
si obtinem

T(s)-T(s) = 0, N(s

N(s T(s)- N(s) +T(s) - N(s) = 0.

) N(s) =
Din prima relatie rezulta (3) T( ), adica T( ) || N(s), deci exista functia

A1+ I — R astfel Incat T( ) = Ai(s)N(s). In acelasi fel, din a doua relatie,
avem N (s) = \a(s)T(s), unde Ay : I — R. Inlocuind in

T(s)- N(s) +T(s) - N(s) = 0

si, tinand cont de ||T(s)|| = |[N(s)|| = 1, rezultd A\i(s) + X2(s) = 0, adici
A1(s) = —Aa(s) = A(s), pentru orice s € I, unde A : I — R este o functie data
de \(s) =T(s) - N(s) = —N( )-T(s). Astfel

T(s) = \s)N(s) si N(s)=—\(s)T(s).
Cum T(s) =7(s) = &(s) - i +ij(s)-j i N(s) = —i(s)-i+ -x(s)-j, obtinem
A(s) = T(s) - N(s) = i(s)ii(s) — #(s)j(s) = r(s),

si de aici formulele lui Frenet pentru curba (7y):

T(s) = K(s)N(s) si N(s) = —r(s)T(s),



CURBE 169

unde k : I — R este curbura lui (7).

OBSERVATIA 9.14. Deoarece T(s) L N(s), T(s) L #(s) si |[N(s)|| = 1,

oricare ar fi s € I, rezultad N(s) = i”&_.(ls)”? s), de unde obtinem k(s) =
£[7(s)]-

In incheierea acestei sectiuni vom prezenta (fara demonstratie) urmatoarea
teorema.

TEOREMA 9.7. (Teorema fundamentala a teoriei curbelor in plan)

Fiind date o functie k : I — R continua pe intervalul deschis I C R, un
punct My in plan si o dreapta (dy) care trece prin My, atunci exista gi este
unica o curba regulata () : 7 = 7(s), s € I, de clasa C™, n > 2, parametrizata
prin lungimea de arc s € I, astfel incat

(1) (v) sa treaca prin My si parametrul pe curba corespunzator acestui
punct sa fie so = 0;

(2) dreapta (dy) sa fie tangenta la curba in My;

(3) functia curbura a curbei () sa fie k: I — R.

DEFINITIA 9.14. Ecuatia k = k(s), s € I, se numeste ecuatia intrinsecda a
curbei (7).

OBSERVATIA 9.15. Din teorema fundamentald a teoriei curbelor in plan
rezulta ca functia curbura determina o curba pana la o deplasare (o translatie
compusa cu o rotatie) in plan.

2.6. Contactul a doua curbe in plan. Cercul osculator al unei
curbe intr-un punct.

DEFINITIA 9.15. Spunem c& doua curbe simple (1) si (72) de clasa C™,
n > 1, au un contact de ordin mai mare sau egal cu m, unde m < n, in punctul
comun My € (1) N (72), dacd admit reprezentarile parametrice

(n):F=71(t) = a1 (t) i +wu(t)-J, tel,

si
(v2) : 7 =7a(t) = ma(t) - i+ y2(t) - j, L€,

astfel incat daca t = ty si t = tp sunt parametrii punctului My pe (1) si
respectiv pe (7y2), atunci

71(to) = 7a(fo), 7i(to) = P(R0), 7 (to) = 7(E0), ..., 7™ (to) = 75" (Fo).

OBSERVATIA 9.16. Daca doua curbe au un contact de ordin m > 2 intr-un
punct comun atunci ele au in acest punct aceeasi tangenta, aceeasi normala si
aceeasi curbura.

Tinand cont de modul in care, pentru o curba simpla, se trece de la un tip
de reprezentare la altul, si de modul de derivare a functiilor compuse, se obtin
imediat urmatoarele doua rezultate.
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ProroziTiA 9.8. Douda curbe simple de clasa C™, n > 1, reprezentate
explicit
() :y=filz) st () :y = folz)
au un contact de ordin exact m, cu m < n, in punctul comun My(zo,yo) daca
st numat dacd

fi(@o) = fo(@o), fi(wo) = folwo),. ., F™ (w0) = £3™ (o)

si f{"™ " (wo) # f3™ (o).

PRrROPOZITIA 9.9. Doud curbe simple de clasa C™ date prin

(1) : Fa,y) =0 si (y2):7=7(t)=a(t) i+yl) j, tel,
au un contact de ordin exact m, cu m < n, in punctul comun My(xo,yo),
xo = z(to), yo = y(to), daca si numai dacd
#(to) =0, ¢/(to) =0,..., ¢ (tg) =0, '™V (to) #0,

unde ¢ : I — R, ¢(t) = (Fo7)(t) = F(z(t),y(t)) se numeste functia de
contact a celor doua curbe.

EXEMPLUL 9.9. Sa se determine punctele de contact ale urmatoarelor
curbe

(1) : x = a(cost +tsint)
Ty = a(sint — t cost)

,tef0,2m), si (p):2®+y*=d

, a>0.
Definim F : R? = R, F(x,y) = 2% + y? — a® si avem functia de contact
¢ :[0,27) — R, unde

H(t) = a*(cost + tsint)? 4+ a?(sint — tcost)? — a? = a?t2.

Punctele comune celor doua curbe au coordonata pe curba (1) o solutie a
ecuatiei ¢(t) = 0. Obtinem ¢y = 0 si punctul de intersectie a celor doud curbe
My(to = 0) = My(a,0). Avem ¢'(t) = 2a°t si ¢"(t) = 2a?, de unde rezulta
#(0) = 05 ¢”(0) = 2a2 # 0. In concluzie, My este un punct de contact de
ordin 1 al celor doua curbe.

DEFINITIA 9.16. Fie (y) o curba simpla de clasa C™, n > 2, si punctul
My € (). Se numeste cerc osculator al curbei in My un cerc care are in acest
punct un contact de ordin m > 2 cu (7).

TEOREMA 9.10. In fiecare punct neinflexionar My(tg) al curbei simple de
clasa C™, n > 2,
()7 =7(t) = alt) T+ y(t) -], tel,
exista si este unic un cerc osculator cu centrul

y' (to) (' (t))* + (¥ (t0))?] 2! (to)[(#'(t0))* + (¥ (t0))?]
C(00) = a0} o) "™ * FlaolyTto) ~ )y le))
si raza R = m, unde k(to) este curbura lui () in punctul My(to).
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DEMONSTRATIE. Cautam ecuatia canonica a cercului osculator al curbei
(7) in punctul My(tp):

(C€): Fz,y) = (x—a)®+ (y—b)* — R* =0,

cu centrul C(a,b) si raza R. Functia de contact a curbei gi cercului este
¢: I — R, data prin

o(t) = F(x(t),y(t)) = (z(t) — a)® + (y(t) — b)* = R

Curba () si cercul (C) au un contact de ordin mai mare sau egal cu 2 daca si
numai daca

P(to) =0, ¢'(tg) =0, ¢"(to) =0.

Astfel avem ecuatiile
((to) — a)® + (y(to) — b)* — R* =0,
' (to)(z(to) — a) + 4/ (to) (y(to) — b) =0,

2" (to) (x(to) — a) + 4" (to) (y(to) — b) + (2'(t0))* + (¥ (t0))* = 0,

cu necunoscutele a, b gi R. Din ultimele doua ecuatii obtinem imediat coor-
donatele centrului cercului osculator

0 = a(ty) — y'(to)[(«' (t0))* + (¥ (t0))?]
' (to)y" (to) — 2" (to)y' (to)

si
b= y(ty) + & (to)[(2' (t0))* + (/' (t0))?]

2/ (to)y” (to) — 2" (to)y' (to)
Inlocuind in prima ecuatie, rezulta

R2 — {¥/ (t0) (=’ (t0)) 2+ (¥’ (10))*]1}2 +{=’ (to) [(+' (t0)) 2+ (¥ (t0))?]}?
(' (to)y" (to)—x" (to)y’ (to))?

— [(' (t0))*+(v'(t0)) ]
(@' (to)y” (to) =" (to)y’ (t0))*

1
x2(to) "
Din rezultatele obtinute rezulta ca un cerc osculator exista si este unic in
fiecare punct al curbei (7). O

OBSERVATIA 9.17. Se verifica usor ca centrul cercului osculator al lui (7)
in My(tg) € () se afla pe normala la curba in punctul Mj.

OBSERVATIA 9.18. Daca punctul My(tg) de pe curba este inflexionar,
atunci curbura curbei in acest punct este x(tg) = 0, iar raza cercului oscu-
lator in My este R — oo. Intuitiv, cercul osculator coincide, in acest caz, cu
tangenta la curba in punctul Mj.



172 CURBE

OBSERVATIA 9.19. Daca () este parametrizata prin lungimea de arc, () :
7 =7(s) = x(s)-i+y(s) -, tinand cont ci ||7(s)|| = 1, adica @(s)? +y(s)% = 1,
avem coordonatele centrului osculator al curbei in punctul My(sp):

— 2se) — 9(s0) _ (s ~ 9(so)

=0 G is0) - #e0)ite0) Y T ks

— (s i (s0) (s 4 E(50)

| PV G0 — oo U G
’ R 1 1

wGooll  e0)i(o0) — )0l
EXEMPLUL 9.10. S& se determine ecuatia cercului osculator al curbei
(v):7F=7(t) =te'i +te”'j, teR
in punctul My(tp = 0) = Mp(0,0).

In acest caz, avem z,y : R — R, x(t) = tet, y(t) = te t si 2/(t) = el (t + 1),
2'(t) = et +2), ¥ (t) = e t(1 —t), ¥'(t) = e (t — 2). Rezultd 2/(0) = 1,
z"(0) = 2, ¥'(0) = 1, ¥ (0) = —2. Coordonatele centrului cercului osculator
al curbei in My sunt

a = z(0) — Y (0)[(='(0))* + ('(0))*] _ 1
2’(0)y”(0) — 2" (0)y'(0) 2

_ O)[(="(0)* + (¥ (0)*] _ 1
b= y(O) + (O)y”(O) (O)y’(O) =5

iar raza sa este
re L _ @)+ (W(0)%F 1

k()] [2'(0)y"(t) — ="(0)y'(0)] 4

Astfel ecuatia canonica a cercului osculator in My(0,0) este
1\2 12 1
0 (1) + (03
©:lz=3) +W*3) =1
2.7. infé§ur5toarea unei familii de curbe. Evoluta si evolventa
unei curbe. Fie familia de curbe simple de clasa C", n > 1, reprezentate
implicit
(V) : F(x,y,A\) =0, (2,y9)eDCR* ANelCR,

unde I este un interval deschis, F' este de clasi cel putin C! in raport cu A,

iar %—f nu se anuleaza identic pe D x 1.

DEFINITIA 9.17. Spunem ca doué curbe sunt tangente dacd au un punct
comun si In acest punct au aceeasi tangenta.

DEFINITIA 9.18. Se numeste infasurdatoarea familiei de curbe (yy) o curba
(7), tangenta la toate curbele familiei, astfel incat pentru fiecare punct al lui
(7) exista o curba () care il contine.

OBSERVATIA 9.20. Nu orice familie de curbe admite o infaguratoare.
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TEOREMA 9.11. Dacd familia de curbe
("y)\)IF(.TJ,y,)\):O, AEICR?

admite o infasurdtoare (7), atunci coordonatele punctelor acesteia verifica sis-
temul de ecuatii

F(x,y,\) =0
(9:3) { FA(iU’yya)\) =07

unde am notat F = g—f.

DEMONSTRATIE. Presupunem ca exista infaguratoarea () a familiei de
curbe (7)). Atunci aceasta poate fi reprezentata parametric

() :F=FA) =a(\) -i4+y(\)-j, rel

Din definitia infaguratorii rezultd ca pentru un punct oarecare M(A) € (7)
exista curba (7)) : F(z,y,\) = 0 astfel incat M € (v,), adica

$(A) = F(z(A),y(A), A) =0,

unde ¢ : I — R, ¢(N\) = (F o7)(N). Derivand aceasta relatie in raport cu A
avem

¢' () = Fo(x(X),y(A), A2’ (\)+Fy (2(A), y(A), A) 5 (A)+Fa(z(X), 5 (), A) = 0.

Pe de alta parte, in punctul M(\) € (v) curbele () si (7A) au aceeasi
tangenta si aceeasi normala. Vectorul director al tangentei comune il deducem
din ecuatia lui (7):

T=7)=a'(\)-i+y' (N,
iar cel al normalei din ecuatia lui (y)) : F(z,y, \) = 0:
N =VF(z,y,\) = Fy(x,y,\) -1+ Fy(x,y,\) -7,
unde z = x()\), y = y(\). Deoarece T - N = 0, rezulta
Fo(w,y,A) - 2'(A) + Fy(w,9,0) - ¢/ (A) = 0.
Inlocuind in ecuatia ¢'(\) = 0 obtinem Fj(x,y,\) = 0. O
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DEFINITIA 9.19. Locul geometric al punctelor care verifica sistemul

F(z,y,A) =0
(94) { FA(J«"ayya/\) =0

se numeste infasuratoarea in sens larg a familiei de curbe (7y).

DEFINITIA 9.20. Un punct care verifica (9.4) se numeste punct caracteristic
al familiei de curbe (7).

Folosind teorema functiilor implicite se poate demonstra urméatorul rezul-
tat.

TEOREMA 9.12. Daca intr-un punct caracteristic My al familiei de curbe
() sunt verificate conditiile

F, F,
F)\z F/\y

#0 s Fan(Mo) #0,

Indo

unde aplicatia ' care defineste familia de curbe este de clasa C", n > 2, i
unde am folosit notatiile F, = %, Fry = % st Fy = ‘?;TE, atunci existd
o vecindtate deschisd Vo C R? a lui My pe care sistemul (9.4) defineste un arc
al infasuratorii familier de curbe.

OBSERVATIA 9.21. In aplicatii concrete ecuatia infaguratorii unei familii
de curbe, daca aceasta exista, se va determina eliminidnd A intre cele doua
ecuatii ale sistemului (9.4).

EXEMPLUL 9.11. Sa se determine infasuratoarea familiei de cercuri
() (=N +(y—20)2=1, NeR.

Ecuatia implicitd a familiei de cercuri este F(z,y,\) = (z — A\)? + (y —
20)2 — 9 = 0, deci, in acest caz, sistemul (9.4) devine:

(r—MN2+(y—20)2-1=0
x+2y—51=0

Din a doua ecuatie rezulta A = é(:c—i—?y) si, inlocuind 1n prima ecuatie, obtinem
ecuatia Infaguratorii:
(y) : 4a? —day +y* —5=0,
care este de fapt reuniunea a doua drepte concurente () = (d1) U (d2), unde
(d): 22 —y+V5=0 si (do):22—y—+5=0.

In cazul in care curbele din familia () sunt reprezentate parametric,

adica
(’Y)\)f:F(taA):x(taA)z—i_y(t?)‘)}a tel,AeJ,

cu 7 este cel putin de clasi C! in raport cu A si derivata sa in raport cu A
nu se anuleaza identic pe I x J, atunci infaguratoarea familiei de curbe, daca
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exista, este data de sistemul

x=x(t,\)

F=7(t,\) y=y(t,A)
(9.5) {73 tA)=0 < %(t AN =0
At ) =0

EXEMPLUL 9.12. Sa se determine infagsuratoarea familiei de curbe
(ya) :F=F(t,N) =N+ N)-e-i+et ], t,AeR.

Sistemul (9.5) devine, in acest caz,

r=MX-e

y=A-e’ ,

2A+1)-et=0
deoarece % = 0. Rezulta \ = —% si, prin urmare, ecuatiile parametrice ale
infaguratorii vor fi

1.t
rT=—5-€
(ﬂ'{y__%e4, t € R.

Din aceste ecuatii obtinem ecuatia implicita a lui (y) : 4oy = 1, z,y > 0,
ceea ce Inseamna ca infaguratoarea familiei de curbe este portiunea situata in
primul cadran a unei hiperbole echilatere.

DEFINITIA 9.21. Se numeste evoluta unei curbe (I') infaguratoarea () a
familiei formate din normalele la curba.

Fie curba de clasa C™, n > 2, fard puncte inflexionare, parametrizata
prin lungimea de arc (I') : 7 = 7(s), s € I, si consideram un punct oarecare
M (s) € (TI'). Vectorul tangent in M la curba este T(s) = #(s), iar cel normal

N(s). Ecuatia vectoriala a normalei la (I') in punctul M este

(ns) : 7 =7(a, s) = 7(s) +a- N(s).
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Astfel am obtinut ecuatia familiei normalelor la curba (I'), unde rolul para-
metrului A este jucat de s. Ecuatia evolutei va rezulta din sistemul

{ 7 =7(a,s)

Ts(ay s) =

Din 75(c, s) = 0 avem F(s)—i—a].\Lf(s) =0, adica T(s) = —aﬁ(s). Dar din a doua

0,
ecuatie a lui Frenet se obtine N = —(s)7T'(s) si de aici urmeaza o = ﬁ, unde

K
k este functia curbura a lui (I') (am folosit §i k(s) # 0 pentru orice s € I,
deoarece curba nu are puncte inflexionare). Acum, inlocuind « in ecuatia

7 = 7(a, s), putem scrie ecuatia evolutei curbei (I'):

<v>:r=r<s>+ﬁ(15)-zv<s>, sel.

Vectorul normal la curba (T') in punctul M(s) este dat de N(s) = —g(s) - i +
Z(s) - 7 i, prin urmare, ecuatiile parametrice ale evolutei sunt

_ iy s
(’y):{x =(e) B sel,

iar aceste ecuatii conduc la urmatorul rezultat.

TEOREMA 9.13. FEwoluta unei curbe este locul geometric al centrelor cer-
curilor osculatoare ale curbei.

Obtinem si ecuatiile parametrice ale evolutei atunci cand curba (T') este
data printr-o parametrizare arbitrara (T') : 7 = 7(¢), t € J:

_ _ YOI M)+ (1)*]
v =) = S0 ®
() : , teld
— =)@ (1)*+(' (1))?]
v =)+ Tty o0y ©
DEFINITIA 9.22. Se numeste evolventd a unei curbe () o curba (I') a carei
evoluta este (7).

Fie curba de clasa C", n > 2, fara puncte inflexionare, parametrizata prin
lungimea de arc (y) : 7 = 7(s), s € I.

Un punct M’ se afla pe evolventa (') a curbei () dacé si numai daca exista
un punct M(s) € (v) astfel incat M’ se afli pe tangenta in M la (y). Dacid R
este vectorul de pozitie al punctului M’ atunci, conform regulii triunghiului de

adunare a vectorilor avem R = 7(s) + A - T(s), unde A\ = | M M’|, iar ecuatia
evolventei curbei (7y) este:

(T): R(s) =7(s) + A(s) - T(s), se€l,

unde ) : I — R este o functie definita in lungul curbei () si T'(s) = 7(s) este
vectorul tangent In M la (y). Vectorul tangent in M’ la curba (I") este

R'(s) = 7(s) + N(s) - T(s) + A(s) - T(s) = (N'(s) + 1) - T(s) + A(s) - T(s),
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iar cel normal este T'(s). De aici rezulta
R(s)-T(s) =0« [(N(s)+1)-T(s) + A(s) - T(s)] T(s)=0
S [(N(s)+1)-T(s) +A(s)-k(s)N(s)]-T(s) =0 N(s)+1=0,
unde am folosit prima ecuatie a lui Frenet T(s) = k(s)N(s), k : I — R fiind
functia curbura a lui () si N(s) vectorul normal in M la (). Am obtinut

A(s) = sp — s, unde sg este o constanta reala.
Avem ecuatia vectoriala parametricd a evolventei:

() = R(s) =7(s) + (s0 — 8) - 7(s), s €L
si, de aici, ecuatiile sale parametrice
] z=x(s) 4 (so—s) - i(s)
DR [ h i

OBSERVATIA 9.22. Curba (v) are o infinitate de evolvente. Tangentele la
aceste evolvente in punctele corespunzatoare aceluiasi punct de pe (7y) sunt
paralele intre ele.

sel.
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3. Curbe in spatiu

Modul de a defini curbele in spatiu este acelasi ca in cazul curbelor plane.
De altfel multe din rezultatele din acest paragraf sunt similare celor din cazul
plan, motiv pentru care ne vom margini la a le enunta, omitand demonstratiile
acolo unde ele sunt foarte asemanatoare cu unele deja prezentate in subcapi-
tolul anterior.

Pe tot parcursul acestui subcapitol vom folosi reperul cartezian ortonormat
orientat pozitiv R = (0, B = {i, j,k}).

Daca privim curbele in spatiu ca traiectorii ale unor particule in miscare
atunci putem da urmatoarea definitie.

DEFINITIA 9.23. O curba de clasa C™, n > 1, in spatiu este o aplicatie
a: I — R3, de clasi O™, definitd pe un interval deschis I C R. O curbi de
clasa C*° se numeste curba diferentiabild.

DEFINITIA 9.24. Un punct My (xo, Yo, 20) se numeste punct simplu al curbei
o : I — R3 daca existd si este unic to € I astfel incat a(tg) = (0, yo, 20), iar
daca exista ty,ta,...,tx € I cu proprietatile a(t1) = a(t2) = ... = a(ty) =
(20, Yo, z0) atunci My se numeste punct multiplu de ordin k al curbei.

DEFINITIA 9.25. O curba o : I — R3, de clasi C™, n > 1, se numeste
curbd regulata de clasa C™ daca o' (t) # 0, pentru orice t € I.

Privite ca locuri geometrice curbele in spatiu se definesc dupa cum ur-
meaza.

DEFINITIA 9.26. O curba simpla de clasa C™ in spatiu este o submultime
(7) a spatiului cu proprietatea ca pentru orice punct M € () exista o veci-
nitate a acestuia Vay C (v) si o curba regulatd o : I — R3, de clasa C",
injectiva, astfel incat a(I) = Vjy. Curba « se numeste o parametrizare locald
a curbei simple (7).

OBSERVATIA 9.23. Daca pentru orice punct My al unei submultimi () a
spatiului existd o vecinatate deschisa Vj astfel incat (v) N Vp sa fie o curba
simpla de clasa C™ atunci (7) este o curba (imaginea unei curbe) regulata de
clasa C".

OBSERVATIA 9.24. Fie functia bijectiva ¢ : J C R — I de clasa C™, unde
J este un interval deschis, atunci 8 = aop : J — R? este o noud parametrizare
a curbei (7).

In continuare, fie curba (7) de clasa C™, n > 1, cu parametrizarea o : [ —
R3, a(t) = (z(t),y(t),2(t)), t € I. Consideram aplicatia 7 : I — V3, data prin
7(t) =x(t) -1+ y(t) - j + 2(t) - k, care de asemeni este de clasa C™. Obtinem
ecuatia vectoriald parametrica a curbei (7):

(v):7=7(t), tel,
sau, echivalent, ecuatiile parametrice ale lui (y):
x = x(t)

(M:q y=uylt) , tel
z = z(t)
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OBSERVATIA 9.25. Curba () : 7 = 7(t), t € I, este regulata daca gi numai
daca 7 (t) # 0 pentru orice ¢ € I.

Urmatoarele doua rezultate se demonstreaza cu ajutorul teoremei de inver-
sare locala si respectiv teoremei functiilor implicite (la fel ca in cazul curbelor
plane) si arata ca si in spatiu curbele pot fi reprezentate explicit si implicit.

ProproziTIA 9.14. Fie f,g: 1 — R doua functii de clasa C™, n > 1, defi-
nite pe intervalul deschis I C R. Atunci locul geometric al punctelor M (z,y, z)
cuy = f(x) stz = g(x) este o curba regulata (7y) (imaginea unei curbe regulate
a: I — R3) de clasd C™ si reciproc, pentru orice curbd requlatd de clasa C™,
n>1,

x = x(t)
(V) :q v=u()
z=z(t)
0)

, tel,
(t
si pentru orice punct Mo(z(to), y(to), 2(to)) € (v) cu a'(ty) # 0, existd interva-
lul deschis I, centrat in xo = x(to) f nctitle f,g: I — R de clasa C™ astfel

incaty = y(x) = f(z) siz = z(x) = g(x), pentru orice punct M (x,y, z) € (7),
z el

DEFINITIA 9.27. Ecuatiile () : { Z:g((j)) , x € I, se numesc ecuatiile

explicite ale curbei.

OBSERVATIA 9.26. Deoarece derivatele functiilor z, y, z din ecuatiile para-
metrice ale curbei regulate (v) nu se pot anula simultan pentru nici un ¢ € I,
rezulta ca trecerea de la ecuatiile parametrice la cele explicite se poate face pe
o vecinatate a oricarui punct de pe (7).

t

r=e
EXEMPLUL 9.13. Fie curba () : { y=e"! , t € R. Ecuatiile explicite
z = e
y=flz)=1
ale curbei sunt () : { = glz) = a2 x> 0.

PrOPOZITIA 9.15. Fie aplicatiile F,G : D C R® — R, unde D este o
mullime deschisa, care tndeplinesc urmatoarele conditii:
(1) sunt de clasa C™, n > 1;
(2) avem

ik
(VF xVG)(z,y,2)=| F, F, F, #0, VY(z,y,2)€ D,
(z.y,2)

_ OF _ OF _ 0G le.
y = gy 2= 95, Ge = 55, Gy = 3y &

G, = g, iar VF(x,y,z) = Fi(x,y, )-z—i—Fy(:E,y,z)-j—i—Fz(a:,gi, z)- -k
si VG(2,y,2) = Gu(z,y,2) - i + Gy(x,y,2) - j + Gz(x,y,2) - k sunt

gradientii aplicatidlor F gi respectiv G.

unde am notat F, = ?95,
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Atunci locul geometric al punctelor M (x,y, z) din spatiu ale caror coordonate
verifica F(x,y,z) =0 $i G(x,y,z) = 0 este o curba regulata () (imaginea unei
curbe requlate o : I — R3) de clasia C™ si reciproc, pentru orice curbd () requ-
lata de clasa C™ exista aplicatiile F si G ca mai sus astfel incat F(z,y,z) =0
st G(z,y, z) pentru orice M (x,y,z) € (7).

DEFINITIA 9.28. Ecuatiile () : { se numesc ecuatiile im-

-0
G(z,y,2) =0

plicite ale curbei (7).

OBSERVATIA 9.27. Reprezentarile parametrica, explicita si implicita ale
unei curbe regulate sunt echivalente local.

OBSERVATIA 9.28. Conditiile de regularitate pentru o curba data pe rand
in cele trei reprezentari sunt:

e In toate reprezentarile aplicatiile care apar in diversele ecuatii ale
curbei sa fie de clasa C™;

e In reprezentarea parametrica derivatele functiilor coordonate nu tre-
buie sa se anuleze simultan in nici un punct;

F(z,y,2) =0

G(r,y,2) =0
al gradientilor aplicatiilor F' si G trebuie sa fie diferit de vectorul nul,
adica VF x VG # 0;

e in reprezentarea parametrica () : 7 = 7(t), t € I, aplicatia 7 trebuie
sa fie injectiva.

e in reprezentarea implicita () : { produsul vectorial

DEFINITIA 9.29. Un punct al unei curbe (7) pentru care existda o vecina-
tate inclusa in (7) pe care sunt indeplinite conditiile de regularitate se numeste
punct ordinar al curbei.

In final, consideram curba v reprezentata parametric

x = x(t)
(V:q y=ylt) , tel
z=z(t)

Folosind coordonatele polare in spatiu, ecuatiile lui () pot fi scrise:

= p(t) = Va2(1) +12(t) + 22(t)
0(t)

p
t
() : 0= :arctg% . tel
© = p(t) = arccos

z(t)
22 (8)+y2 (1) +22(t)

Aceste ecuatii se numesc ecuatiile polare parametrice ale curbei.

3.1. Tangenta si planul normal la o curba intr-un punct ordinar.
Fie curba () : 7 = 7(t), t € I, de clasa C", n > 1, si fie punctele My(to) € (),
fixat, si M(t) € (y) care se deplaseaza pe curba. Putem scrie t = to+(t —to) =
t + At, unde am notat At =t — tg. Atunci vectorii de pozitie ai celor doud
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puncte sunt 7(ty) si respectiv 7#(tgp + At). Presupunand ca M este un punct
ordinar al curbei, rezulta ca exista
7(to + At) — 7(to)

. 1—> . —_/
AR AoV = A T T A

DEFINITIA 9.30. Dreapta () care trece prin punctul ordinar My(to) € ()
si are vectorul director v = 7(ty) se numeste tangentd la curba () in My,
iar planul (P,) care contine My si este perpendicular pe (t) se numeste planul
normal la () in M.

/ X
/

Daca () este reprezentata parametric, () : 7 = 7(t), t € I atunci tan-
genta in punctul ordinar My(ty) al curbei este data de ecuatia vectoriala

(t): 7 =7(to) + X7 (to), N€ER,
iar ecuatia vectoriala a planului normal in M, este:
(Pn) : (F —7(to)) - 7 (to) = 0.
Avem 7(t) = x(t)-i+y(t)-j+z(t) -k si 7 (t) = 2/ (t)-i+y' (t)-j+2'(t)-k, de unde
rezulta ecuatiile parametrice ale tangentei la curba in My(to) = M (o, Yo, 20):
r=x0+ A 2(to)

) :q y=vo+Ayt) ., AeR
z=z0+A\-2/(t)
si apoi ecuatiile sale canonice:
).90—1‘0 _Y—Y =%
S al(to)  y'(to)  #(to)’
Ecuatia planului normal la curba in My este

(Pn) = 2'(to) - (x — x(to)) + ¢/ (to) - (y — y(to)) + 2 (to) - (z — 2(t0)) = 0.

Daca () este data explicit prin () : { Zig((f)) , x € I, atunci are
ecuatiile parametrice
r=ux(t)=t
(M:] y=y@® =r@1) , tel
z=2(t) = g(t)
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Atunci, in punctul ordinar al curbei My(xo,y0, 20) € () (unde 29 = ty) avem
' (tg) = 1, ¥'(to) = f'(to) = f'(z0) si Z'(to) = ¢'(to), deci ecuatiile canonice
ale tangentei (t) sunt:

(t) cr—xg = Y—Yo — Z— 20
f(zo)  g'(z0)’
iar vectorul sau normal este © = 7 (xq) =i + f'(20) - 7 + ¢'(20) - k. Acesta este
si vectorul normal al planului normal in punctul My si, astfel, ecuatia acestuia
va fi

(Pn) : 2 — w0+ f'(20) - (y — o) + ¢'(w0) - (2 — 20) = 0.
Acum presupunem ca (7) este determinata implicit

J F(z,y,2) =0
(’y){ G(x,z,z)zo ’

si ca in punctul ordinar al curbei M (xg, yo, z0) avem

J(F,G) | Fy, F.
a(y’ Z) (x()ayO?ZO) - ‘ Gy Gz

Fy(x0,y0,20) F=(0,y0,20) 20
Gy(anyOMZO) Gz(l'OvyOaZO)

(My fiind punct ordinar avem oricum (VF x VG)(zo,y0,20) # 0). Conform
teoremei functiilor implicite rezultd ca pe o vecindtate a punctului My curba

y = f(z)
,x €I, unde f,g: I — R sunt
z=g(x) 19

functii de clasa C™, iar I este un interval deschis I C R centrat in xg, si, In
plus, F(z, f(x),g9(z)) = 0, G(z, f(x),g9(z)) = 0, pentru € I. Derivand in

raport cu x aceste ultime doua ecuatii, avem:
{ Fo(z,y,2) + Fy(a,y,2) f' (=) + (:v y,2)g'(z) =
Go(z,y,2) + Gy(z,y,2) f'(2) + G.(2,y, )g’(:c)

In punctul My, obtinem

poate fi reprezentata explicit (7) : {

F, F, ‘ F, F,
Gy G, G, G
") = — 0 i ") — Y 07
f(@o) P, T st g'(20) F, F.
Gy G |, Gy G|,
si atunci ecuatiile canonice ale tangentei in My la curba (vy) sunt
(t) T — T — Y—1%Yo — Z =20
F, F, F, F, F, F, |’
Gy, G, G, G G: Gy
iar ecuatia planului normal la curba in My este
F, F F, F, F, F,

(z—zo) =0.

. Yy z _ _
(Pn)“Gy G, O(x xO) ’G G, (y yO) ‘G G

EXEMPLUL 9.14. Sa se determine ecua‘giile dreptelor tangente si ecuatia
planului normal la curbele urmaéatoare in punctele precizate:
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r=1

(1) (7) :{ yztz , tER, Mo(1) = Mo(1,1,1) € (7);
z=1

@ () { 125 0.1y € ()
2?2 =22 +22=0

® o { 2T T e e o)

(1) Avem functiile z,y, 2 : R — R, z(t) = t, y(t) = 2, 2(t) = t3, cu 2/(t) = 1,
y'(t) = 2t, 2/(t) = 3t2, de unde rezulta /(1) = 1, ¢/(t) = 2 si 2/(t) = 3.
Atunci dreapta tangenta la curba in punctul My(1,1,1) este data de ecuatiile

canonice
z—1 y—1 =z-1

t): = =
() — 5 3
iar planul normal in My are ecuatia

(P):(z—=1)4+2(y—1)+3(z=1)=0«< (P,) :x+2y+32—6=0.

(2) Definim funtiile f,g : R — R prin f(z) = 22 + 1 si g(z) = €*. Rezults
f(x) =2z, ¢'(x) = €%, deci In = 0 obtinem f/(0) = 0 si ¢’(0) = 1. Astfel
ecuatiile tangentei la () prin punctul My(0,1,1) sunt

Jrx=2-1 Jr—2+1=0
(t)'{y—lzo @(t).{y_lzo :
Ecuatia planului normal in M la curba este

(P):x+2z—1=0.

(3) Avem aplicatiile F, G : R? — R, F(x,y,2) = 2% — 2% + 22, G(x,y,2) =
x + y, care definesc curba (). Atunci gradientii acestor aplicatii sunt

VF(z,y,2)=Fy i+ F,-j+F, k=2v-i—4y-j+2z-k

si, respectiv,

VG(2,y,2) =Gy i+ Gy j+ G, k=i+].
Astfel, obtinem, in punctul My(1,—1,1),

O(F,G) | F,(,-1,1) Fu(1,-1,1) | |4 2] _
Ay, z) (1,-1,1)= Gy(1,-1,1) G.(1,-1,1) |~ |1 0 =-2#0.
Avem si
F.(1,-1,1) F.(1,-1,1) | |2 2 _
G.(1,-1,1) G (1,-1,1) | |0 1|
F.(1,-1,1) F,(1,-1,1) | |2 4 _
G.(1,-1,1) G,(1,-1,1) | |1 1| =

Ecuatiile canonice ale tangentei la curba in My sunt
z—1 y+1 =z-1
t): = =
) — 5 5
iar ecuatia planului normal in My este
(Ph):—2(x—1)+2y+1)—2(z—1)=0&(P,): 2x+2y —22+6=0.
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3.2. Lungimea unui arc de curba in spatiu. Parametrizarea na-
turala a unei curbe. Fie curba simpla de clasa C™, n > 1, data prin ecuatiile

explicite
Jy=1[f(=)
('y){ s = ga) zel.
Pentru deducerea formulei de calcul a lungimii unui arc de curba in spatiu
folosim acelasi procedeu ca in cazul curbelor plane. Pentru inceput consideram

arcul de curba (@)
T . ) y=[f
(AB)'{z:g(a:) , z€labCI

unde A(a, f(a),g(a)) si B(b, f(b),g(b)), si fie diviziunea
Aita=2p<1 <9< ... <x,=0b

a intervalului [a, b] si punctele corespunzatoare

A= Ag(z0, F(30), 9(20))s A1(1, F(@0), 91, - An(n, f(2n), g(0)) = B

de pe arcul de curba. Norma diviziunii A este

Al = k%\xk+1 — xk),

=0,n—

iar lungimea arcului de curba va fi data de

(9.6) i = lim Z HAkAk+1 I

n—00 HAH—)O

Pentru orice £k = 0,7 — 1, avem

AR Aks1]l =V (@rs1 — 20)% + (f (@r41) — F(@))% + (9(wrr1) — g(ax))?

si, conform teoremei lui Lagrange aplicatd functiilor f si g pe intervalul [zy,
xkﬂLlL

&k € (wp, pp1)  astfel incat  fagin) — fzr) = /(&) (@41 — 1)

si
30k € (xp, Tpy1) astfel incat  g(zpi1) — 9(zr) = 9’ (k) (Tt — 21)-

Pe de alta parte, daca ||A]| — 0 atunci |nx — &| — 0, Yk € 0,n — 1, si, cum
functia ¢’ este continud pe intervalul deschis (a, b), rezulta |¢'(nx) — g’ (&k)| — 0,
Vk € 0,n — 1. Prin urmare, putem scrie

lg= lim Z¢H¢wk + (9 (&) - (g1 — )

n—00 ||A||—>0

Definim functia continu h : [a,b] — R prin h(z) = /1 + 2+ (¢'(x))>.
Atunci suma Riemann asociata functiei h, lellelnll A a mtervalului [a, b] si
sistemului de puncte & = {{p, &1, ...,&n—1} este

S(h,A &) = 2o h(&) - (Th1 — zk)

= o VI +(F(&R)2+ (9 (€))% - (T — k)
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Deoarece functia h este integrabila pe intervalul [a, b] avem

b b
/ h(z)dz = / VT PP T @@)lde =  lim  S(g,A,8).

n—o0,||A||—0

Astfel formula de calcul pentru lungimea arcului de curba (ZE) : {

x € [a,b], este

b
e = | VITFT@ET G@Pd.
DEFINITIA 9.31. Definim elementul de arc al curbei () prin
ds = \/1+ (f'(2))? + (¢'(x))?dx.

OBSERVATIA 9.29. Formula lungimii arcului de curba (ZE) se poate scrie
cu ajutorul unei integrale curbilinii de speta I astfel:

l = [ __ ds.
(AB)

(AB)
EXEMPLUL 9.15. Sa se calculeze lungimea arcului de curba

5. ) y=sinx Ez}
(AB)'{z:cos:E 2 [4’2'

Avem

AB T ff \/1 + (f'(2))* + (¢'())?dx = ff \/1 + cos? x + sin? zdx

= ff V2dz = %W.

Mai departe, sa presupunem ca () este data prin ecuatiile sale parametrice

- x = x(t)
(AB):q y=y(t) , telt,ta],
z = z(t)

unde z(t1) = a si x(t2) = b. Presupunem, fara a restrange generalitatea, ca
x'(t) #0, t € [t1,t2], si atunci putem trece la reprezentarea explicita a curbei.
Avem, pentru arcul de curba:

— = = t

(AB):{y f(@) = (yot)(x) .z €[a,b)],

z=yg(x) = (z0t)(x)

unde t : [a, b] — [t1, t2] este inversa functiei = : [t1, 2] — [a, b], despre care gtim
ca exista, conform teoremei de inversare locala. Folosind regula de derivare a
functiilor compuse, avem

oy dy dt, oY)
fz) = E(t(iﬂ))%(w) = %if(t) ey
! _dz dt d 2/ (t)

() = G @) (@) = &) = T,
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pentru xz = x(t), t € [t1,t2]. Cum diferentiala functiei = : [t1,t2] — [a, b] este
dx = 2/(t)dt, atunci elementul de arc al curbei () va fi dat de

ts = VTTT@PTPe =1+ (48) + (29) v

= V@ 0)?+ 1)+ (# (1)t

iar lungimea arcului de curba este

= [ o o= [ VO GOR P

AB) t1

Daca 7 = 7(t) = x(t) -i+y(t) - j + 2(t) - k este vectorul de pozitie al unui punct
oarecare de pe arcul de curba, atunci

to
lam = [ Il

si ds? = dx® + dy? + dz? = dF?, ca si in cazul curbelor in plan.
EXEMPLUL 9.16. Sa se determine lungimea arcului de curba

xr = cost

(1@) y=sint , t€ [O,E}.
_ 2
z=1
Avem 2/(t) = —sint, y/(t) = cost, 2/(t) = 1, de unde obtinem elementul de

arc al curbei: ds = \/(2/(t))2 + (v ()2 + (2/(1))2dt = Vicos?t +sin?t + 1dt =
V/2dt, iar lungimea arcului de curbi este Z(ZE) = J> V2dt = gw.

Daca () este reprezentata implicit, atunci

= . ) Flz,y,2) =0
(AB).{ AR !

Presupunem c& %((Z ’f)) (z,y,2) = gy gz # 0, pentru orice punct
’ Y% Nay,2)

M(z,y,z2) € (@) si, conform teoremei functiilor implicite, putem trece la
reprezentarea explicita a arcului de curba

(21\3){ zzg((j)) , x € [a,b],

cu F(z, f(x),g9(x)) = 0 si G(z, f(z),g(x)) = 0. La fel ca in sectiunea prece-
denta, obtinem

‘ F, F, ‘ F, F,

G, G G, G

!/ _ r # (Ivy’z) / — r Y (z,y,z)

f ($) = ‘ Fy F 1 g (l') ' Fy F .
Gy Gz gy Gy Gz |ay,)
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Elementul de arc al curbei este

Fy F, | \2 (| F F.| \2 (|F F | \2
Jl& &y &|,y-(& &)
ds = dx
Go G )
unde am folosit notatia Gx gy = g‘r gy gi notatiile si-
oY (=) LY Nz, f(x).g(2))

milare pentru ceilalti determinanti functionali. Prin urmare, lungimea arcului
de curba este

& &l (& &) (& &)
l(ﬁ):/a Fm Fz dx.
15 &1,

Ca gi In plan, pentru o curba simpla de clasa C™, n > 1, data de parame-
trizarea o : I — R3, ale ciirei ecuatii parametrice sunt

x = x(t)
(V) :r=7(), tele(y):q y=ylt) , tel,
z=2z(t)
putem defini functia lungime de arc s : I — R prin
t l ——, dacat>t
s() = | P (ldu=q o
to _Z(W) daca t < ty

unde My(tp) este un punct de pe curba. Elementul de arc al curbei () este
ds = §'(t)dt = || (t)]|dt.

Deoarece s'(t) = % = ||7(t)|| # 0, conform teoremei de inversare locald,
exista, pentru fiecare ¢t € I, un interval Iy C I centrat in ¢ astfel incat s : Iy —
s(1p) este inversabila de clasa C™. Notam inversa cu ¢ : s(Ip) — Ip si rezulta
ca 8 = a o p este 0 noua parametrizare a curbei () in care parametrul este
lungimea de arc. Am obtinut parametrizarea naturald a unei curbe in spatiu:
(7) : 7 = 7(s).

Notatie. Ca gi in cazul curbelor plane, vom nota derivatele aplicatiilor

care definesc curba astfel: 7(s) = %, x(s) = %, y(s) = %, etc.

OBSERVATIA 9.30. Pentru orice curba in spatiu, parametrizata prin lun-
gimea de arc, avem ||7(s)|| = ||%(S)H = 1.
3.3. Reperul lui Frenet. Formulele lui Frenet. Fie curba simpla de
clasa C™, n > 3, parametrizatd natural
(v):7=7(s), sel.

Versorul tangent la curba intr-un punct M(s) € (v) este T'(s) = 7(s) si putem
defini aplicatia T : I — V3, cu proprietatea | T(s)|| = 1, deoarece, asa cum

N2 _ _
am vazut anterior, (%) = 1. Derivand relatia T'(s) - T'(s) = 1, obtinem
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2.T(s) - T(s) = 0, adica T(s) = #(s) L T(s) = #(s), oricare ar fi s € I, adica
vectorul 7(s) este normal la curba.

DEFINITIA 9.32. Un punct M (sp) al lui () se numeste punct inflexionar
al curbei daca 7(sp) = 0. In caz contrar punctul se numeste neinflexionar.

OBSERVATIA 9.31. Daca trecem de la parametrizarea naturald la o para-
metrizare oarecare a curbei () : 7 = 7#(t), t € J. Intr-un punct oarecare M (t)
al curbei, cu s(t) = s, avem

2 2
s) = () (05)) 470 S5,
de unde rezultd ci 7(s) = 0 dacd si numai daci vectorii 7 (t) si #(t) sunt
coliniari, adic& daca si numai daca 7'(t) x #(¢) = 0.
Astfel, dacd o curba este datd printr-o parametrizare arbitrara, atunci

un punct M(ty) al curbei este punct inflexionar daca si numai daca 7 (tg) x
f”(to) = 0.

DEFINITIA 9.33. Functia x : I — R definita prin x(s) = ||r(s)]|, de clas&
C"=2, se numeste functia curburd a curbei (), iar valoarea ei intr-un punct
al curbei se numeste curbura lui (7) in acel punct.

OBSERVATIA 9.32. In acest subcapitol, pentru simplificarea calculelor, con-
sideram k(s) > 0, Vs € I. Vom vedea, in continuare, ca acest fapt nu reduce

generalitatea studiului pe care il vom efectua.
DEFINITIA 9.34. Valoarea aplicatiei R, : I — R U {oo}, definitd prin
R.(s) = ﬁ, intr-un punct al curbei () se numeste raza de curbura a curbei

in acel punct.

OBSERVATIA 9.33. Este evident cd un punct M (sp) al curbei () este
inflexionar daca si numai dacd in acest punct functia curburd se anuleazai,
adica daca si numai daca k(sg) = 0.

De acum inainte, in aceastd sectiune, vom presupune ca pe curba () nu

exista puncte inflexionare.

Putem defini aplicatia N : I — V3, de clasa C"2, prin N(s) = m T(s).

Rezulti ca ||N(s)|| = 1 si c& N(s) este un vector normal la curba pentru orice
sel.

DEFINITIA 9.35. Dreapta care trece prin M(s) € (v) si are ca vector
director pe N(s) se numeste normala principald la curba in punctul M.

DEFINITIA 9.36. Planul determinat de tangenta si de normala principala
la curba () in punctul My(so) € (7) se numeste planul osculator al curbei in
M.

PROPOZITIA 9.16. Ecuatia planului osculator al curbei () in punctul Mo(so)
are ecuatia vectoriald

(P,) : (7 —7(s0),7(s0),7(s0)) = 0.



CURBE 189

In continuare, consideram aplicatia B : I — V3, de clasi C" 2, definita

prin B(s) = m (T(s) x N(s)), adica

B(s) = Ty (F(8) X P8 = ey - () < (8,
deoarece [|7"(s) x7(s)| = HF(S)HHF(S)HSln(f(s/),F\(s)) = ||7(s)]|. Avem imediat
| B(s)|| = 1 i vectorul B(s) apartine planului normal la curba in punctul M (s),

deoarece 7(s) - (7(s) x #(s)) = 0. Mai mult, avem si #*(s) - (¥(s) x 7(s)) = 0,
deci B(s) este perpendicular si pe N(s).

In concluzie, am obtinut cate un reper cartezian ortonormat orientat pozi-
tiv (M(s),{T(s), N(s), B(s)}), in orice punct M (s) al curbei (), numit reperul
lui Frenet in M.

DEFINITIA 9.37. Dreapta care trece prin M(s) € (v) si are ca vector
director pe B(s) se numeste binormala la curba in punctul M.

OBSERVATIA 9.34. Versorul binormalei intr-un punct al curbei este normal
la planul osculator al curbei in acel punct.

DEFINITIA 9.38. Planul determinat de tangenta si de binormala la curba
(7) in punctul My(so) € () se numeste planul rectificator al curbei in M.

OBSERVATIA 9.35. Versorul normalei principale la curba intr-un punct al
curbei este normal la planul rectificator in acel punct.

ProprozITIA 9.17. Ecuatia planului rectificator al curbei () in punctul
My(so) are ecuatia vectoriala

(P) : (T —7(s0),7(80),7(s0) % 7(s0)) = 0.

In continuare vom deduce expresiile derivatelor aplicatiilor T', N si B in
baza ortonormata a reperului Frenet pentru curba (y). Mai Intai avem

T(s) = 7(t) = [7(s)]| - N(s) = (s) - N(s).
Fie N(s) = ni(s) - T(s) + na - N(s) + ng - B(s), unde na(s) = N(s) - T(s),
na(s) = ) - N(s), n3(s) = N( ) - B, oricare ar fi s € I, descompunerea

N(s
vectorului N (s) in baza reperului lui Frenet in punctul M (s) € (). Derivand
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relatia N(s) - N(s) = 1, rezulta 2 - N(s) - ]\7(5) = 0, adica N(s) L N(s), si
na(s) =0, Vs € I. Pe de alta parte, derivand relatia T'(s) - N(s) = 0, obtinem
T(s)- N(s) + T(s) - N(s) =0,

de unde urmeaza

Kk(s) - N(s) - N(s)+T(s) - N(s)=0,

adica ny(s) = T(s) N(s) = —r(s). In final notdm 7(s) = n3(s) = N(s) - B(s)
sl putem scrie

N(s) = —#(s) - T(s) + 7(s) - B(s), Vsel.

DEFINITIA 9.39. Functia 7 : I — R definita prin 7(s) = N(S) - B(s) =
—N(s) - B(s) se numeste functia torsiune a curbei (7), iar valoarea ei intr-un
punct al curbei se numeste torsiunea lui () in acel punct.

PROPOZITIA 9.18. Functia torsiune a curbei () este data de ezpresia
m(s) = e

DEMONSTRATIE. Derivand expresia lui N(s) = ”%(15)” -7(s) obtinem N(s)
= ks F(s) = HEE) i (s). Atunc
1 . (7(s),7(s), T (s))
7z

O

DEFINITIA 9.40. Valoarea aplicatiei R, : I — R, definita prin R, (s) = %,

intr-un punct al curbei (7), se numeste raza de torsiune a curbei in acel punct.

Vectorul B (s) se descompune in baza reperului lui Frenet in ﬁepare punct
al curbei astfel: B(s) = b -T(s) +by- N(s)+bs-B(s), unde by = B(s)-T(s),
by = B(s) - N(s), b3 = B(s) - B(s). Din T(s) - B(s) = 0, prin derivare, rezulta

T(s)- B(s) +T(s) - B(s) = 0,
de unde
bi(s) = T(s) - B(s) = —T(s) - B(s) = —k(s)- N - B = 0.
Prin derivarea relatiei B(s) - B(s) = 1, obtinem b3(s) = B(s) . B(s) = 0.
Tinand cont de faptul ca, aga cum am vazut mai sus, ba(s) = B(s) - N(s) =
—B(s) - N(s) = —7(s), avem
B(s) = —7(s) - N(s), Vsel.
In concluzie, am obtinut formulele lui Frenet pentru o curba in spatiu:
T(s) = r(s) - N(s)
]\7(5) = —k(s)-T(s)+7(s) - B(s)
B(s) = —7(s) - N(s)
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unde curbura gi torsiunea curbei intr-un punct neinflexionar al acesteia sunt
(7(5),7(s), T (5))

ORI

Avem urmatoarea teorema, pe care o vom da fara demonstratie (pentru
demonstratie vezi [7] sau [10]).

date de k(s) = ||r(s)|| si respectiv 7(s) =

TEOREMA 9.19. (Teorema fundamentald a teoriei curbelor in spatiu)

Fiind date doud functii k, 7 : I — R continue pe intervalul deschis I C R,
un punct My si o dreapta (dy) care trece prin My, atunci existd si este unica
o curba regulata () : 7 =7(s), s € I, de clasa C™, n > 3, parametrizata prin
lungimea de arc, astfel incat

(1) () sa treaca prin My si parametrul pe curbd corespunzator acestui
punct sa fie so = 0;

(2) dreapta (dy) sa fie tangenta la curba in My;

(3) functia curburda a curbei () sa fie k : I — R, iar functia torsiune sa
fiet: I —R.

DEFINITIA 9.41. Ecuatiile kK = k(s) si 7 = 7(s), s € I, se numesc ecuatiile
intrinsect ale curbei (7).

OBSERVATIA 9.36. Ca si in cazul curbelor plane, din teorema de mai sus
rezulta ca functiile curbura si torsiune determina o curba pana la o deplasare
(o translatie compusa cu o rotatie) in spatiu.

3.4. Reperul lui Frenet pentru o curba data printr-o parame-
trizare arbitrara. Fie curba simpla de clasa C™, n > 3, data printr-o para-
metrizare arbitrara

(v):r=7t) =) - i+yt) - j+=2(t)-j, te

Am vazut ca, in acest caz, punctele inflexionare ale curbei sunt cele pentru
care 7(t) x 7 (t) = 0. In continuare presupunem ci nu existd astfel de puncte
pe (7).

Trecem la parametrizarea naturald a curbei si avem 7 = 7(s), s € I, unde
s:J — I, s = s(t), este functia lungime de arc, cu inversa t : I — J, cu

proprietatea %(s) = ﬁl(t)’ pentru s = s(t). Avem
dt

ds
dt

() = V(@) + @0+ W2 =P, ——(s) =

Po A 1y P00
a2 = ds(llf’(t)ll) IO

si, folosind regula de derivare a functiilor compuse, obtinem

dr dr dt 1 _/
= = t
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Astfel, versorul tangent la curba, intr-o parametrizare arbitrara, este

versorul normalei principale este
. 1
N(t) = — - -
17 @) - (17 (2) x 7 ()]

(7 () < (7(t) x 7 (1)),
deoarece

[7(8) x (7 (8) x 7)) = [F @ - [7(8) x 7' ()]| - sin( (1), (7' (1) x 7 (1))

si 7 (t) L (7 (t) x 7'(t)), iar versorul binormalei este

B@:T@wa:W%ﬁzwﬂwﬂﬂxﬂﬁy

Cum versorul B(tg) este normal la planul osculator al curbei in punctul My(to)
€ (7), rezulta ca ecuatia acestui plan poate fi scrisa

(Py) : (7 —7(to), 7 (to), ™ (to)) = 0.
Ecuatia planului rectificator al curbei in M (tg) este
(Pr) : (T —7(to), 7 (to), 7 (to) x 7 (to)) = 0.

In continuare vom gasi expresiile functiilor curbura « : J — R si torsiune
7:J — R ale curbei. Mai intdi avem

[7(2) x (7' (t) x 7" @) _ |7 (t) x 7" (#)]]
K(t) = e = =NE
17 (@)l 17 (@)l
Pentru a obtine functia torsiune vom calcula, pentru inceput,
dt dt d?t d3t

Flo) = 7(0) - (G06)) +3-71(0) - S s) - S (5) + 7 (D) S (s,
Apoi avem
. ees 1 dt 3 —/ I dt dzt = =
7(5)x 7 () = T [( ) 0 OxT"@)+3 o (8)- g5 (6)- (7 () x 7 1)

si, folosind expresia lui #(s) calculatd anterior,

(7 (), 7(s), 7 () = 7(s)- (F(s) x 7(5)) = gy - [7/(8) - (7/(2) x 7"(1))]

= ||;/(1t)||6 '(F/’(t)afl(t),F”’(t))7
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deci (7(s),7(s), 7 (s)) = W (7 (), 7'(t),#"(t)). Inlocuind in expresia tor-

| = [MOEGHO]
(IOl

siunii din cazul parametrizarii naturale i tinAnd cont c& [|7(s)]

=/ t =1 t =1 t
I GO ONAIO))
17 (t) x 7 (#)]]
Urmatoarele doua rezultate pun in evidenta interpretarile geometrice ale
curburii si torsiunii.

obtinem

ProprozITIA 9.20. Functia curburd a unei curbe v se anuleazd identic daca
st numai dacd vy este o dreaptad.

DEMONSTRATIE. "=" Fie curba (v) : 7 = 7(s), s € I, de clasa C™,
n > 2, parametrizata prin lungimea de arc, avand functia curbura  : I — R,
k(s) = 0, Vs € I. Rezulta ca ||r(s)|| = 0, de unde urmeaza r(s) = 0, adica
T(s) = 7(s) = v = constant. Astfel, obtinem ecuatia vectoriala a curbei
(v) : 7 =7(s) =79+ s-v, s € I, unde 7y este un vector constant, si, prin
urmare, (y) este o dreapta.

7« Daca avem o dreapta () data prin ecuatia vectoriala () : 7 = 7(s) =
7o+ s - v, unde 7y §i © sunt vectori constanti, atunci rezultd imediat 7(s) = 0,
deci k(s) =0, Vs € I. O

ProrozIiTIA 9.21. Functia torsiune a unet curbe v se anuleaza identic
dacd gi numai daca vy este inclusa intr-un plan (este o curba pland).

DEMONSTRATIE. ”<=" Fie () o curba de clasa C™, n > 3, inclusa intr-un
plan (P). Schimbam reperul in spatiu astfel incat planul (P) sa fie planul de
coordonate (2'O'y’") corespunziator noului reper. Atunci ecuatia vectoriala a
curbei devine (y) : 7 =7(t) = z(t) - i +y(t) - j, t € J, si avem

() y(t) 0
(7 (1), 7 (1), 7" (6) = | 2"()) ")) 0| =0,
m///(t) yl”(t) O
adica 7(t) =0, Vt € J.
7= Daca () este o curba de clasda C™, n > 3, parametrizata prin lungi-
mea de arc, a cdrei torsiune se anuleaza in toate punctele curbei, atunci, din
ultima ecuatie a lui Frenet, avem B(s) = 0 in orice punct al curbei. Astfel
versorul binormalei B(s) este un vector constant. Cum B(s) este normal la
planul osculator al curbei in punctul oarecare M (s) al acesteia, rezulta ca in
orice punct al lui () avem acelasgi plan osculator. In concluzie, curba este
inclusa in intregime in acest plan, adica este o curba plana. O

EXEMPLUL 9.17. Sa se determine vectorii reperului lui Frenet si expresiile
curburii gi torsiunii curbei

(V) :F=7t)=¢" -i+e?

J
in punctul My(tp = 0) = Mp(1,1,1) € (v).
Avem

+ (2 +1) -k, teR,

Ft)=e i—etj42tk, 7(t)=e-itej+2-k, F'({t)=¢i—et ],
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iar in punctul My obtinem
70)=i—7, 70)=i+j+2-k #0)=1i—j.

Mai intai, deoarece

i gk B
FO)x7(0)=|1 -1 0|=-2-1—2-j+2-k#0,
1 1 2

rezulta ca My este un punct neinflexionar al curbei. Versorii reperului lui
Frenet sunt

T(0) = gy - 7(0) = 2 - (1~ ),

N(O) = ||7:/(0)||'||7_‘/1(0)XF”(O)” . (7:/(0) X (7:/(0) X f”(O)) = % . (—5 _5 —92. ]2:)’

B(0) =T(0) x N(0) = gy - (7'(0) x 7(0)) =

[\

(=i —j+k).

Ecuatiile planelor normal, osculator si rectificator ale curbei In punctul M
sunt respectiv:

(Pn) ?~(w—1)—\f (y—1) =0,
z—1 y—1 z-1
(P,) : (7 — 7(0),7(0),7"(0)) =0 & (P,) : 1 -1 0 =0

1 1 2

z—1 y—1 z-1
(P, : (7 —7(0),7(0),7(0) x #(0) =0« (P):| 1 -1 0 |=0
-2 =2 2
& (P):—2x—-1)—2(y—1)—4(z—1)=0.

Curbura curbei (y) In My este

_ 1P x 7o) _ V6

S A T
iar torsiunea sa este
(#(0).7(0),7"(0))
O =m0 < )]

Se observa ci, in orice punct al curbei, avem (7(t),7"(¢),7"(t)) = 0, deci
7(t) = 0, pentru orice t € R. Prin urmare, curba () este o curba plana.

=0.

DEFINITIA 9.42. Daca functia torsiune a unei curbe () se anuleaza in
punctul My(tp) € (), atunci My se numeste punct planar al curbei.
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3.5. Contactul a doua curbe in spatiu.

DEFINITIA 9.43. Spunem ca doud curbe simple (71) si (72) de clasa C™,
n > 1, au un contact de ordin mai mare sau egal cu m, unde m < n, in punctul
comun M, daca admit reprezentarile parametrice

(1) :7=7@)=ax1(t) i+ () - j+2(t) -k, teI,
si

(v2) : 7 =Ta(t) = ma(t) - i + 4(t) - j + 22(F) - k, T EJ,

astfel incat, dacd t = ty si ¢ = to sunt parametrii punctului My pe (m) si
respectiv pe (7y2), atunci

Fi(to) = Fa(to), 7 (to) = F(Eo), 71 (to) = P(Eo), - .., 7™ (to) = 75™ (Bo)-

OBSERVATIA 9.37. Daca doud curbe au un contact de ordin m > 3 intr-
un punct comun, atunci ele au in acest punct aceeasi tangenta, acelasi plan
normal, aceeasi curbura si aceeasi torsiune.

Ca gi In cazul curbelor plane avem urmatoarele doua rezultate imediate.
ProrozITIA 9.22. Douda curbe simple de clasa C™, n > 1, reprezentate
explicit
y=h=) y = fa(x)
: si :
(M) { 2= g1(z) i (72) 2= go()

au un contact de ordin exact m, cu m < n, in punctul comun My(zo, Yo, 20)
daca si numai dacd

fi(ao) = fax0), fi(zo) = fa(o),. -, FI™ (o) = f5™ (wo),

(m (m)

g1(z0) = g2(20), 91(x0) = gh(0),--., ¢ )(900) =gy  (w0)
si £ (wo) # 5 (o) saw g™ (wo) # g5 (o).

ProprPoOzITIA 9.23. Doud curbe simple de clasa C™, n > 1, date prin

(0 { GBI 0 S im0 = alt) THae) G 20-F te T

au un contact de ordin exact m, cu m < n, in punctul comun My(zo, Yo, 20),
xo = z(to), yo = yo(to), z0 = z(to), daca si numai daca

¢(t0) =0, (;Sl(t()) =0,..., ¢(m) (tO) =0, ¢(m+1) (to) 7é 0,
unde ¢ : I — R2, ¢(t) = (Fo7,Go7)(t) = (F,G)(x(t),y(t), 2()).
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3.6. Infisuritoarea unei familii de curbe. Deoarece studiul acestei
probleme este asemanator cu cel efectuat in cazul curbelor plane nu vom mai
demonstra aici rezultatele prezentate.

Fie familia de curbe simple de clasa C™, n > 1, reprezentate implicit

. F('rﬂy)Z,)\):O
(%\).{ G(z,y,z,\) =0~ AelCR,

unde I este un interval deschis, F' si G sunt de clasa cel putin C! in raport cu
parametrul A, iar %—i si % nu se anuleaza identic de-a lungul nici unei curbe

(72)-

DEFINITIA 9.44. Se numeste infasurdatoarea familiei de curbe (7)) o curba
(7), tangenta la toate curbele familiei, astfel incat pentru fiecare punct al lui
(7) exista o curba (,) care il contine.

OBSERVATIA 9.38. CagiIn cazul curbelor plane, nu toate familiile de curbe
din spatiu admit o infaguratoare.

TEOREMA 9.24. Daca familia de curbe

. F(w,y,z,)\):O
| o Z0 + AETCE

ca mai sus, admite o infasurdatoare (7y), atunci coordonatele fiecarui punct al
acesteia satisfac sistemul de ecuatii

F(z,y,z,\) =0
G(z,y,2,\) =0
Fy(z,y,2,A\) =0~
GA(QU’?J:ZM\) =0

- 0G
— ox

(9.7)

unde am notat Fy = 86—1;, G

DEFINITIA 9.45. Locul geometric al punctelor care verifica sistemul

F(z,y,A\) =0
G(z,y,A) =0
G/\(x7y7 )‘> =0

se numeste infasuratoarea in sens larg a familiei de curbe (vy).

DEFINITIA 9.46. Un punct care verifica (9.8) se numeste punct caracteristic
al familiei de curbe (7y).

TEOREMA 9.25. Daca intr-un punct caracteristic My al familiei de curbe
() sunt verificate conditiile

F, F, F,
Gm Gy GZ 75 0 §i FA)\(M()) 75 O,
F)\x F)\y F)\z

‘Mo
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unde aplicatia F' este de clasa C", n > 22, si unde am folosit notatiile F, =

92F 92F 92F  _; 92F
ooz I = axayr Ix: = xaz 80 I = Gaz s sau

F, F, F,
G. G, G. £0 §5i Gu(Mo) %0,
G)\z G)\y G)\z

|M0

daca aplicatia G este de clasa C™, n > 2, atunci existd o vecindatate deschisa
Vo € R? a lui My pe care sistemul (9.4) defineste un arc al infdasurdtorii
familiei de curbe.

OBSERVATIA 9.39. Ca si in plan, in aplicatii, ecuatia infaguratorii unei
familii de curbe se va determina eliminand A intre ecuatiiale sistemului (9.8).






CAPITOLUL 10

SUPRAFETE

Acest ultim capitol al cursului este dedicat studiului geometriei suprafete-
lor. Cele prezentate aici constituie doar o foarte scurta introducere in acest
studiu, pentru a carui aprofundare recomandam monografia [7] si cursul [10].

Pe parcursul intregului capitol vom folosi reperul cartezian ortonormat
orientat pozitiv R = (O, B = {i, j,k}).

1. Reprezentari analitice ale suprafetelor

Fie a : D € R? — R3 o aplicatie de clasia C™, n > 1, data prin a(u,v) =
(z(u,v),y(u,v), z(u,v)), (u,v) € D, cu x,y,z: D — R, astfel incat

Ty Ty
rang | Yu Yo =2, VY(u,v) €D,
2y %

|(u,v)
unde am notat x, = %, etc. Definim aplicatia 7 : D — V3,

’F(U,U) = x(ua U) EJF y(u)v) : j + Z(U,U) ' E‘a V(U,U) € Da
de clasa C'™, pentru care obtinem imediat

Yu 2u
Yo 2o

Ty Ru Ly Yu

Ty Yo

‘(u,v)

(T X ) (u,v) = ‘ .

‘(u,v) |(u7’0)

pentru orice (u,v) € D, unde 7, = %, Ty = %.

DEFINITIA 10.1. Se numeste suprafatd requlata de clasa C™, n > 1, o
submultime (X) a spatiului cu proprietatea ci exista o aplicatie o : D € R? —
R? ca mai sus astfel incat a(D) = (¥). Aplicatia o se numeste parametrizare
a suprafetei (X).

DEFINITIA 10.2. Un punct M de pe suprafata (X) va avea vectorul de
pozitie OM = 7(u,v), (u,v) € D. In acest caz, u si v se numesc coordonatele
parametrice sau curbilinii ale lui M pe suprafata.

DEFINITIA 10.3. Ecuatia (X) : 7 = 7(u,v), (u,v) € D, se numeste ecuatia
vectoriald parametricd a suprafetei (), iar aplicatia o : D — R?® se numeste
parametrizare a acestei suprafete. Ecuatiile

x = z(u,v)
(X):q y=y(u,v) , (wv)eD,
z = z(u,v)

se numesc ecuatiile parametrice ale lui ().

199
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Mu,v) (Z¥

DEFINITIA 10.4. O suprafata regulatd se numeste suprafatd simpld daca
aplicatia 7 : D — V3 este injectiva (sau, echivalent, daci aplicatia a : D — R?
este injectiva).

Parametrizarea unei suprafete nu este unica. Pentru a vedea acest lucru,
avem nevoie mai Intai de urmatoarea definitie.

DEFINITIA 10.5. O aplicatie ¢ : V C R? — vV C R?, unde V si V sunt
doua multimi deschise, data prin ¢(u,v) = (u(u,v),v(u,v)), se numeste dife-
omorfism de clasa C™ daca:

(1) este o aplicatie bijectiva,
(2) este o aplicatie de clasa C";
ou w

ou
(71,) du v

(3) ) | o o #0, V(u,v) e V.
ou Ov

OBSERVATIA 10.1. Din teorema de inversare locald rezulta imediat ca
aplicatia inversd a unui difeomorfism de clasda C™ este de asemeni un dife-
omorfism de clasa C™.

Acum, fie () o suprafata regulata de clasa C™, n > 1, cu parametrizarea
a: D C R? = R3, unde D este o multime deschisa, si fie ¢ : A ¢ R? = D,
unde A este deasemeni o multime deschisd, un difeomorfism de clasa C™.
Atunci ™! : D — A este un difeomorfism de clasa C™ si se arata usor ci
aplicatia 3 = o ¢ : A — R3 reprezinti o nous parametrizare a suprafetei
(%),

In continuare, folosind teorema functiilor implicite, obtinem urmatoarele
doua rezultate.

PRrROPOZITIA 10.1. Fie F : S C R? — R o aplicatie de clasd C™, n > 1,
astfel incat VF(x,y,z) # 0, oricare ar fi (z,y,2) € S, adicd F2(z,y,2) +
Fyz(:n, y,2)+F.(x,y,2) > 0,V(x,y,z) € S. Atunci locul geometric al punctelor
M(x,y, z) ale caror coordonate verifica F(x,y,z) = 0 este o suprafata requlatd
(X) de clasa C™.

DEFINITIA 10.6. Ecuatia (X) : F(z,y,2) = 0 se numeste ecuafia implicita
a suprafetei (X).
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PROPOZITIA 10.2. Fie f : A C R? — R o aplicatie de clasd C™, n
1. Locul geometric al punctelor M(z,y,z) ale caror coordonate verificd z
f(x,y) este o suprafata requlata de clasa C™.

v

DEFINITIA 10.7. Ecuatia (X) : z = f(z,y) se numeste ecuatia explicita a
suprafetei (X).

OBSERVATIA 10.2. Daca (X) este o suprafata regulata de clasa C™, n > 1,
reprezentata implicit prin (X) : F(z,y,2) = 0 cu Fy(xo,y0,20) # 0, unde
My (xo, Yo, 20) € (), atunci, din teorema functiilor implicite, rezulta ca intr-o
vecinatate a punctului My, suprafata poate fi data explicit printr-o ecuatie de
forma z = f(z,y). Daca F,(xo,yo0,20) = 0 atunci, din conditia de regularitate
VF(z0,y0,20) # 0, rezultd ca Fy(xo,y0,20) # 0 sau Fy(xo,y0,20) # 0 si, in
acest caz, ecuatia explicita a lui (X) intr-o vecinatate a lui My va avea forma
x=g(y,z) sauy = h(x, 2).

OBSERVATIA 10.3. Reprezentarile parametrica, explicita si implicita ale
unei suprafete regulate sunt echivalente local.

OBSERVATIA 10.4. Conditiile de regularitate pentru o suprafata data pe
rand in cele trei reprezentari sunt:

e in toate reprezentarile aplicatiile care apar in diversele ecuatii ale
curbei trebuie sa fie de clasa C™;

e in reprezentarea parametrica (X) : ¥ = 7(u,v), (u,v) € D, trebuie sa
avem (7, X Ty)(u,v) # 0, V(u,v) € D. In plus, pentru ca suprafata
sa fie simpla aplicatia 7 trebuie sa fie injectiva;

e in reprezentarea implicita (X) : F(z,y,z) = 0 derivatele partiale de
ordinul 1 ale lui F' trebuie sa nu se anuleze simultan 1n nici un punct
al suprafetei.

In final, fie suprafata (X) cu ecuatiile parametrice

x = z(u,v)
(X):q v = yguvi . (u,v) € D.

Folosind coordonatele polare in spatiu ecuatiile suprafetei pot fi scrise:

p = p(u,v) = /22(u,0) +12(u,v) + 2%(u, v)
() : 0 = 0(u,v) = arctg % . . (u,v) € D.
v = p(u,v) = arccos \/xQ(u,U)jy:(’Zvv)JFZQ(u’U)

Acestea sunt ecuatiile polare parametrice ale lui (X).

2. Curbe pe o suprafata. Planul tangent si normala la o suprafata

Fie suprafata simpla de clasa C™, n > 1, data cu ajutorul parametrizarii
a: D C R? = R? sau, echivalent, prin ecuatia vectoriald parametrica

(X):7=7(u,v), (u,v)€ D.
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Identificand planul cu R?, putem considera (y) o curba inclusa in D, data prin
u = u(t)
v =v(t)
curbei () prin aplicatia o va fi o curba in spatiu (7') = «a(y), pe suprafata
(X), a carei ecuatie parametrica va fi (7/) : 7 = 7(t) = 7(u(t),v(t)), t € I.

ecuatiile parametrice () : { ,tel, u,v: I — D. Atunci imaginea

In continuare, fie (up,vo) € D. Considerand u = uy = constant in ecuatia
suprafetei, obtinem curba

() : 7 =71(v) =T(ug,v), veJCR,

unde J este un interval deschis astfel incat {up} x J C D. Evident curba (7)
este inclusa in intregime in suprafata (X). Luand v = vy = constant in ecuatia
lui (X), obtinem curba
(v2) : 7 = 7a(u) = F(u,vg), welCR,
pe suprafati, unde [ este un interval deschis astfel incat I x {vg} C D. Curbele
(71) si (72) se numesc linii parametrice pe suprafata (X). Avem astfel doua
familii de linii parametrice pe suprafata date de u = constant si respectiv de
v = constant cu urmatoarele proprietati:
(1) prin orice punct Mo(uo,vo) € (X) trece o linie parametrica data de
u = ug i o linie parametrica data de v = vg;
(2) doua linii parametrice din aceeasi familie nu au nici un punct comun,
datorita injectivitatii aplicatiei 7.
Spunem cé aceste doua familii de linii parametrice formeaza o refea de curbe
pe suprafata.
Vectorii tangenti la curbele (1) si (72) in punctul My(ug,vo) sunt

7 (vo) = 7y (ug,vo) i respectiv 75 (ug) = 7y (uo, vo),
unde am notat 7, = % sir, = %. Din conditia de regularitate
(F’u X ’Fv)(uv U) 7'é (_)7 V(U,U) € (D)v

rezulta

Tu(uo,v0) #0, Ty(uo,vo) #0 si 7yu(uo, vo) f Tv(uo, vo),
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adica cei doi vectori sunt nenuli i necoliniari, deci determina un subspatiu
liniar bi-dimensional al spatiului liniar al vectorilor liberi. Acest subspatiu se
numeste spafiul tangent la suprafata in punctul My si se noteaza T, 2.

DEFINITIA 10.8. Planul (Py) care contine punctul My(ug,vo) € () si este
paralel cu directiile vectorilor 7, (ug, vo) §i 7 (ug, vo) se numeste planul tangent
la suprafata (X) in punctul My. Dreapta care trece prin My si este normald
la planul (Pp) se numeste normala la suprafata in punctul M.

Daca notam cu

fo = xo-i+tyo-jtzo-k

= f(uo,vo) = I(UO,UD) 'g-l- y(uo,vo) 'j—f— Z(UQ,UQ) . l;:

vectorul de pozitie al punctului My € (X), atunci putem scrie ecuatia vecto-
riala a planului tangent la (X) in My:

(Po) : (77 — 70, fu(uO,’U()),fv(U(), ’Uo)) =0,

sau, dupa calcularea produsului mixt,

Yu 2y Ty Ry Ty Yu
Py : (x—xg) — (y — + -(z—20) =0,
(o)) . (@—wo) = .~ . W—vo)+| . o ) (2 —20)
unde am folosit notatia
0
LTy Yu — ’ %(UOJJO) g%(u()vvﬂ) ’
To Yo lg | Go(uo,v0) Ga(uo,vo)
Vectorul director al normalei la suprafata in punctul My este
= _ _ Yu Ru = Ty  Ruy = Ty Yu 7.
No = (Ty X 7y)(ug,vg) = - )+ -k
0 ( U v)( 0 0) Yo 2o 0 Ty 2o 0 J Ty Yo 0
i, prin urmare, ecuatiile canonice ale normalei vor fi:
. T—xo Y — Yo . Z— 20
(no) : = =
Yu =Ru | Tu Ry Ty Yu
Yo 2v | Ly  Zv o Lo Yo |g
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Sa presupunem in continuare ca suprafata simpla de clasa C™, n > 1, este
data explicit:
(£):z=f(x,y), (v,y)€DCR.
Putem considera urmatoarea parametrizare a suprafetei:
x=x(u,v) =u
(X): R y=ylu,v)=v , (u,v) €D.
z = z(u,v) = f(z(u,v),y(u,v)) = f(u,v)
Atunci vectorul de pozitie al unui punct oarecare de pe suprafata va fi
Flu,v) =u-i+v-j+ flu,v) -k,

cu derivatele partiale

Fu(u,v) =i + %(u,v)% si fu(u,v):jJr%(u,v)-/_c.
Din teorema de derivare a functiilor compuse, rezulta
af af . Of af

%(UOJJO) = %(95071/0) 31 %(UOWO) = (?y(xo,yo)

in punctul My(zo, yo, 2z0) = M (ug, vo, f(uo,v0)) = Mo(ug,vo) de pe suprafata.
Astfel, ecuatia planului (Pp) tangent la suprafata in punctul My devine

(Po) = fe(wo,0) - (x — 20) + fy(20,%0) - (x — w0) — (2 — 20) = 0,

unde am notat f, = %, fy = %, iar ecuatiile normalei la suprafata in M
sunt, In acest caz,

(no) - r—% _ Y~—Y% _*F—*
fe(mo,90)  fy(®o,y0) -1
In sfarsit, fie suprafata (X) simpla, de clasa C™, n > 1, data prin ecuatia

implicita (X) : F(z,y,2) = 0 si My(zo,0,20) un punct de pe suprafata.
Avem VF # 0 in orice punct apartinand lui (X) si putem presupune ca
F.(x0,y0,20) # 0. Atunci, conform teoremei functiilor implicite, intr-o veci-
natate a punctului My putem scrie ecuatia explicita a suprafatei (X) : z =
f(z,y) astfel incat zo = f(zo,yo0) si F(z,y, f(z,y)) = 0, pe aceasta vecinatate.
Derivand acesta ultima ecuatie, dupa regula de derivare a functiilor compuse,
obtinem, in My,

F(20,Y0, 20) + F= (%0, Yo, 20) - fz(20,%0) = 0,
daca derivam in raport cu z, si

Fy(x(]a Yo, ZO) + FZ('IOa Yo, ZO) ' fy('an yO) = 07
daca derivam in raport cu y. De aici rezulta
Fy (%0, Yo, 20) Fy (o, Yo, 20)
F(z0,Y0, 20) F.(0, Y0, 20)

Acum putem scrie ecuatia planului (Pp) tangent la suprafata in punctul My:

Jz(zo,90) = — si fy(®o,%0) = —

(Po) = Fr(xo, Y0, 20)- (x—x0)+Fy(z0, Yo, 20) - (y—yo) + F=(x0, Yo, 20)- (2 —20) =0



SUPRAFETE 205

si ecuatiile normalei la suprafata in My:

0) : = = .
Fo(x0,90,20) Fy(zo,y0,20)  Fz(x0,%0,20)

. T—X0 Y — Yo Z— 20
(no)

Se observa ca vectorul director al normalei este chiar gradientul V F(xg, yo, z0)
al aplicatiei I’ in punctul M.

ExEMPLUL 10.1. Sa se determine planele tangente si normalele la urma-
toarele suprafete in punctele precizate:
(1) (2): 7 =7(u,v) = (W2 +0?) - i+ev-j+v-k (u,0) € RE My(up =
0,v9 =1) € (X);
(2) (%) 2 = 2%+ 42, My(1,1,2) € (5);
(3) (X): 222 +4y? — 24 +4 =0, My(2,1,2) € (
(1) Vectorul de pozitie al punctului My este O
adica avem Mj(1,1,1).
Mai departe obtinem

™

).

0 =70,1) =i+ j+k

=

fu(u,v):2u‘f—|—e“-j §1 fu(oal)zja
Fo(u,v) =2v-i+k s 7,(0,1)=2-i+k,

de unde rezulta vectorul director al normalei la suprafata in punctul My;
i j k )
(Fu x7)(0,1)=]0 1 0|=7i—2-Fk
2 01

Astfel, ecuatiile normalei sunt

iar cea a planului tangent la (X) in My este:
(Po):z—1-2(z-1)=0& () :z—22+1=0.

(2) Definim aplicatia f : R? — R, f(z,y) = 2% + ¢?, si avem f.(z,y) =
Sy =22, fylz,y) = §L(z,y) = 2y §i f2(1,1) = 2, f,(1,1) = 2. Putem
scrie acum ecuatia planului tangent la (3) in punctul My(1,1,2):

(Py):2(z—1)+2y—1)—(2—2)=0< (F) : 20 +2y—2—-2=0

si ecuatiile normalei la suprafata in My:
x—1 y—-1 2-2

(o) s —5—="%5"=—

(3) Definim aplicatia F : R® — R, F(x,y,2) = 222 + 49> — 2% + 4, si
avem Fy(z,y,2) = 4z, Fy(2,y,2) = 8y, F.(z,y,2) = —423 si F,(2,1,2) = 8,
F,(2,1,2) =8, F.(2,1,2) = —32.

Obtinem ecuatia planului tangent la suprafata in punctul My(2,1,2):

(Py) :8(x—2)+8(y—1)—32(2—2)=0< (FP):xe+y—42+5=0
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si ecuatiile normalei la () in Mo:

(n).x—Q_y—l_z—Z
-

3. Prima forma fundamentala a unei suprafete
Fie suprafata simpla de clasa C", n > 1, data parametric:
() : 7 =7(u,v) = z(u,v) - i +y(u,v) - j+ 2(u,v) -k, (u,v) € D.
Diferentiala aplicatiei 7 : D — V? intr-un punct oarecare (u,v) din D este
dr = dr(u,v)(du, dv) = 7y (u, v)du + 7 (u, v)dv

si putem considera urmatoarea forma patratica:

® = di* = dr - dF = 72 (u, v)du® + 27, (u, v) - 7 (u, v)dudv + 72(u, v)dv?.
Folosind notatiile

E(u,v) = 72(u,v) = Fu(u,v) - 7y (u,v) = 22 (u,v) + y2 (u, v) + 22 (u,v),
F(u,v) = 7y(u,v)-7y(u,v)
= xy(u, v)xy (U, v) + Yo (1, 0) Yy (u, v) + 24 (u, v) 2y (u, v),

G(u’ U) = f%}(ua ’U) = f’U(uv U) : fv(uv /U) = CC%(U, U) + y?}(“ﬁ U) + ZIQ)(ua U)v
putem scrie
d = di? = E(u,v) - du® + 2F (u,v) - dudv + G(u,v) - dv?.

Pe de alta parte, in orice punct M (z(u,v), y(u,v), z(u,v)) € (), avem dr? =
dz? + dy? + dz? = ds?, unde ds? este patratul elementului de arc al unei curbe
pe (X) care trece prin M, de unde rezulta

® = dr? = ds* = E(u,v) - du® + 2F (u,v) - dudv + G (u,v) - dv*.
Forma patratica ® se numeste prima forma fundamentald a suprafetei (X).

OBSERVATIA 10.5. Fie My(ug,vo) € (¥) un punct fixat pe suprafata si fie
T, X spatiul tangent la (X) in Mp. Consideram vectorii a si b in acest spatiu.
Deoarece {7 (uo,v0), 7y (1o, vo) } este o baza in Ty, > atunci cei doi vectori pot
fi scrisi

a = ay - Ty (ug, v0) + az - Ty(ug,vo) i b= by - 7y(ug,vo) + ba - 7y (ug, vo),
iar produsul lor scalar este
a - Z_) = E(UQ,’UQ) . a1b1 + F(uO,’Uo) . (a1b2 + agbl) + G(’LL(],’U()) . agbg,

adica forma patratica determinata de produsul scalar indus pe Ty, de pro-
dusul scalar din V3 coincide, in punctul M, cu prima forms fundamentald a
suprafetei In acest punct.
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OBSERVATIA 10.6. Vectorul normal la suprafata intr-un punct oarecare
M (u,v) € (%) este N(u,v) = 7y (u,v) X 7y (u,v) si, prin calcul direct, obtinem
imediat ca norma sa este

N(u,v) = ||Fu(u,v) X 7 (u,v)|| = \/E(u,v)G(u,v) — F?(u,v).

Daca suprafata (X) este data explicit (X) : z = f(z,y), (z,y) € D, atunci,
la fel ca in subcapitolul precedent, putem considera urmatoarea parametrizare
a lui (X):

x=z(u,v) =u
y:y(uvv)zv ) (’U,,’U)GD,
z = f(z(u,v),y(u,v)) = f(u,v)
si obtinem
77“(”71}) - xu(u,v) E—Fyu(u,v) 5+ZU(U,U) ' ];“ :E—i_fu : I% :g_‘_ fﬂ:(xuy> : ]%7
FU(U7U) = .’EU(U,'U) J—i—yv(u,v) 'j—i_zv(uav) ]% :.}—i_fu -k :E—i_fy(xuy) : ];“7
intr-un punct oarecare M (u,v) = M (z,y, z) de pe suprafata. Rezulta
E(z,y) = ry(u,v) = 1+ f2(2,y),

F(l’,y) = 'Fu(uav) : F’U(uav) = fz(xay)fy(xay)a

G(a,y) =5 (u,v) = 1 + f7(z,y),
si avem expresia primei forme fundamentale a suprafetei:
O = (1+ fi(z,y))da” + 2 fu(z,y) fy(z, y)dady + (1 + f7(x,y))dy”.
ExeEMPLUL 10.2. Fie suprafata
(0): 7 =F(u,v) = (W2 +02) i+ W — 0D - jruv-k,  (u,v) € R?\ {(0,0)}.
Sa se determine:

(1) prima forma fundamentald a suprafetei;
(2) elementul de arc pentru curbele pe suprafata date de

(m):71=71(v) =7(2,v), veER" s (y1):72="2(u) =7(u,u), ue R
(3) lungimea arcului de curba al curbei (7y2) obtinut pentru u € [1, 2].

(1) Avem 7, (u,v) =2u-i+2u-j+v-ksi Fp(u,v) =20-i —2v-j+u-k
si obtinem

E(u,v) =72 (u,v) = 8u® + 0%,  F(u,v) = 7u(u,v) - Ty (u,v) = wo,

G(u,v) = 72 (u,v) = 8v? + u?.
Prima forma fundamentala a suprafetei va fi
® = dr? = ds® = (8u* +v?) - du® + 2uv - dudv + (802 + u?) - dv?.

(2) Din expresia primei forme fundamentale a lui (X), rezultd, pentru
u = 2, ca patratul elementului de arc al curbei (1) este ds? = (8v% + 4)dv?,

de unde ds = 2v/2v2 + 1dv.
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Pentru v = u obtinem pétratul elementului de arc al curbei (y2): ds? =
9udu® + 2udu® + udu® = 20u?du® si, mai departe, elementul de arc al
curbei: ds = v20udu. -

(3) Lungimea arcului de curba AB al curbei (72), determinat de u € [1, 2],
se calculeaza cu ajutorul formulei

2 2
u
lip = /A ds = / V20udu = vV20-[7 = 30.
AB 1

EXEMPLUL 10.3. Sa se determine prima forma fundamentala a suprafetei
3
(Z):2=232 L & (z,y) € R2, o
Definim aplicatia f : R? = R, prin f(z,y) = & + %4 + z, si avem
folw,y) =2+ 1, fylz,y) =y’

? E(z,y) =1+ f2(z,y) = 2* + 2z + 2,
F(x,y) = fo(z,y) fy(z,y) =y (z + 1),

Gla,y) =1+ fj(z,y) =y° + L,
de unde obtinem expresia primei forme fundamentale

® = (22 + 2z + 2)da? + 293 (z + V)dxdy + (y° + 1)dy>.

In continuare fie suprafata regulati (%), de clasa C™, n > 1, data prin
ecuatia vectoriala parametrica

(2) : 7 =7(u,v) = x(u,v) - i +y(u,v) - j + 2(u,v) - k,
si fie
CJ u=w(t) ] u=ua(t)
(71)-{ v=vi(t) telCR, (72)-{ v=va(t) telCR,
doud curbe pe suprafata (X), care se intersecteaza intr-un punct M.

DEFINITIA 10.9. Prin definitie unghiul dintre curbele (1) si (72) in punctul
My este unghiul facut de vectorii tangenti la cele doua curbe in acest punct.

Privind curbele (1) si (72) ca fiind curbe in spatiu ecuatiile lor se scriu
()7 = 7ut) = 7(ur(t), v (t))

= x(ui(t),v1(t)) -1 +y(ur(t),va(t)) - j + 2(ua(t), vi(t)) - k,
(v2) 172 = Ta(t) = T(ua(t), v2(t))

= a(ua(t), va(t) - i+ y(ua(t), va(t) - j + 2(uz(t), v2(t)) - k,
iar vectorii lor tangenti intr-un punct oarecare sunt
Ti(t) = m(t) = Fulur(t), v1(2)) - u (t) + 7o (ua (t), v1(2)) - 03 (2)
sl respectiv

Ty(t) = 75(t) = Tu(ua(t), va(t)) - un(t) + To(ua(t), va(t)) - v3(t).
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Punctul de intersectie al celor doua curbe este My(ug,v9) € (X), unde ug =
ui(to) = wa(to), vo = v1(te) = wva(tp), iar unghiul ¢ facut de cei doi vectori
tangenti la curbe in acest punct, care, conform definitiei, este unghiul dintre
(71) si (72), este dat de

o8 — 7T1(t0)'T27(t0)
7T o) - 1T

adica

_ ! / ! ! ! / ! /
cosp = (Ep-ujgusy + Fo - (U)o - vy + usg - V1g) + Go - vig - vag)

1
\/EU'(“/10)2+2F0'u/10'”’10+G0‘(”10)2‘\/EO‘(ul20)2+2F0'ulzo‘véo"‘GO‘(U/Qo)Q ’

unde am notat Ey = E(ug,v), Fo = F(uo, vo), Go = G(ug,vo) si ujy = v} (to),
uy = uy(to), vip = vi(to), vy = vy(to)-

Am obtinut astfel si conditia de ortogonalitate a curbelor (v1) si (72):

Eo - ujgug + Fo - (ug - vho + ugg - v1g) + Go - vig - vgg = 0.

Acum, consideram cazul particular cand (1) si (72) sunt doua linii parame-
trice pe suprafata (X) date de u = constant si respectiv de v = constant, care
se intersecteaza in punctul My € (X). Asa cum am vazut, vectorii tangenti la
curbe in My sunt 7 (ug, vg) §i respectiv 7, (ug, vg) si atunci unghiul dintre (7;)
si (72) va fi dat de

cos Fo i si EoGo — F02
= i sinp=4/———,
i VEGy v EvGo

unde am folosit aceleasi notatii ca mai sus.

EXEMPLUL 10.4. Sa se determine unghiul facut de curbele (1) : u—v =0
st (72) : 2u+ v = 0 de pe suprafata

(2): 7 =7(u,v) = (u+v) i+ @ +0v? +u)-j+ W +0%) k.

Putem parametriza curbele (v1) si (72) astfel:
u=ui(t) =t
(’Yl)i{ _ 1) , o LER

= ()7 =71(t) = F(ur(t),v1(t)) =2t i+ (22 +1)-j+2t° k, teR

si
Ju=ua(t) =t
(72)'{ v=u(t) = =2t ’ teR

= (y1) : T = To(t) = F(ua(t),v2(t)) = —t-i + (5t2 +1t) - j+9t3 -k, tcR.
Obtinem din aceste ecuatii ca singurul punct de intersectie al celor doua curbe
este punctul My(0,0,0), ale carui coordonate curbilinii pe suprafata sunt ug =
0, vg = 0, iar coordonata pe curbele (1) si (72) este to = 0.

Pe de alta parte, avem

Fu(u,v) =i+ 2u+1)-5+3u® k,  Folu,v) =i+2v-j+30° -k
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si

4 (0,0) =1
de unde urmeaza F(0,0) = #2(0,0
G(0,0) = 7#2(0,0) = 2.
Avem si ) (t) =1, v|(t) = 1, uh(t) = 1, v4(t) = —2, pentru orice t € R.
Inlocuind in expresia cosinusului unghiului ¢ facut de cele doua curbe,
4

rezulta cos p = —=, adica acest unghi este ¢ = arccos(—%).

4. Elementul de arie. Aria unei suprafete

Fie suprafata simpla (3) de clasd C™, n > 1, cu ecuatia vectoriala para-
metrica (X) : 7 = 7(u,v), (u,v) € D C R% Consideram liniile parametrice pe
suprafatd care trec prin punctele M (u,v) € (X) si M(v/,v") € (X). Este evi-
dent c& putem scrie coordonatele punctului M astfel: v/ = u+u —u = u+Au
siv =v+v —v = v+ Av. Portiunea de suprafatd marginita de aceste
linii parametrice se numeste paralelogram curbiliniu. Varfurile acestui pa-
ralelogram curbiliniu vor fi punctele de pe suprafata M (u,v), Mi(u,v + Av),
M'(u+ Au,v + Av), My(u + Au,v), iar aria sa A o vom aproxima prin aria
paralelogramului M M, M'Ms;. Este evident ca aproximarea este cu atat mai
buna cu cat Awu si Av au valori mai mici.

/ Myu, v+AV)

DEFINITIA 10.10. Se numeste element de arie pe (X) limita do a ariei A a
paralelogramului curbiliniu definit mai sus atunci cand punctul M’ tinde spre
punctul M, adica avem

do = lim A
Au—0,Av—0
Din definitia de mai sus obtinem

do = lim A= lim A v, = lim |M My x M Ms||.
Au—0,Av—0 Au—0,Av—0 Au—0,Av—0

Avem

MM, = OM; — OM = 7(u,v + Av) — 7(u,v),
MMy = OM; — OM = T(u+ Au,v) — 7(u,v)




SUPRAFETE 211

sl putem scrie

MM, x MMs| = |[(7F(u,v + Av) — #(u, 0)) x (7w + Au, v) — 7w, 0)))

|| f(u"l‘AuA'U’i—?:(u:U) T(u ’U+AAU T‘ ) U H AU/A’U

de unde rezulta

, — s ——
do = hmAu—)O,Av—)O HMMI X MMQH
= limay—0,a0—0 || TEFRLT(w0) 5 Tt B0) T (u0) ) Ay Ay

|72 (e, v) X 7 (u, v) || dudv.
Asa cum am vazut (observatia 10.6), avem

(170 (1, 0) X 7oy (1w, 0)|| = /E(u, v)G(u,v) — F2(u,v)
si elementul de arie poate fi scris

do = \/E(u,v)G(u,v) — F2(u,v)dudv.

OBSERVATIA 10.7. Din deﬁni‘gia integralei de suprafata de speta I (vezi
[8]), rezulta ca aria suprafetei (X) este data de

// da—//\/Euv (u,v) — F2(u,v)dudv.

Mai departe, daca suprafata (X) este data explicit
(X) 2= f(z,y), (2,y) €D,

atunci, aga cum am vazut in subcapitolul precendent, avem E(x,y) = 1 +

fg(z’y)a F(‘T’y) = fx(xvy)fy(xay)a G(I‘,y) = 1 + f5($’y)a intr_un punCt oa-
recare M (z,y, z) de pe suprafata, si astfel elementul de arie va fi

do = /E(z,y)G(z,y) — F*(z, y)dedy = \/1+ f3(x,y) + f, () dady.

EXEMPLUL 10.5. Sa se determine elementul de arie pentru urmatoarele
suprafete:

I
_I_
—~
IS

|
<
S~—
.
_l_
=

V)

|
<

[\
~
o

(1) (B):7r=7(u,v) = (u+v)-i
2 2
(2) (Z) z 9 yz B B
(1) Avem 7y (u,v) = i+ j+2u-k si 7y (u,v) = i — j — 2v- k, de unde rezulta

E(u,v) = 72(u,v) = 2+ 4u?,  F(u,v) = 7y (u,v) - 7p(u,v) = —4uw,

G(u,v) = 72(u,v) = 2 + 4v°.
Elementul de arie al suprafatei (X) este

VE(u,v)G(u,v) — F2(u,v)dudv

= /(2 + 4u?)(2 + 40?) — 16u2v2dudv = 2v/2u? + 202 + 1dudv
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(2) Definim aplicatia f : R? = R, f(z,y) = %2 — % si rezulta
2 1
fx(x,y) = §$’ fy(x7y) = _§y7

de unde obtinem elementul de arie

4 1
do = \/1 + f2(z,y) + fy(z,y)?dedy = \/1 + 8—13:2 + Zy%lxdy.

EXEMPLUL 10.6. Sa se calculeze aria suprafetei
(X): 7 =7(u,v) =ucosv-i+usinv-j+u-k, (u,v)€D=][0,1] x[0,1].
Pentru inceput avem
Fu(u,v) = cosv-i+sinv-j+k, T,=—usinv-i+ucosv-j
i, prin urmare,
E(u,v) = 72 (u,v) =2, F(u,v) = 7y(u,v) - 7p(u,v) = 0,

G(u,v) = 72(u,v) = u.
Astfel, elementul de arie al suprafetei (X) este

do = /E(u,v)G(u,v) — F2(u,v)dudv = V2u2dudv,

iar aria sa este data de

1 1 u2 \/5
.A(z) = // do :/ V2u2dudv :/ V2u2du / dv = \/§*|(1J =5
> D 0 0

2 2

5. Contactul dintre o curba si o suprafata. Sfera osculatoare si
cercul osculator ale unei curbe in spatiu

Fie suprafata simpla de clasa C™, n > 1, data implicit (3) : F(x,y,2) =0
si curba simpla de clasd C™ data prin ecuatia parametrica
(v):r=7Ft)=z@t)-i+yt) - j+=2(t) -k telCR.
Punctele de intersectie dintre curba gi suprafata sunt date de solutiile
sistemului format din ecuatia suprafetei i ecuatiile curbei:

F(z,y,2) =0
x = xz(t)

y =y(t) ’
z = 2z(t)

sau, echivalent, de ecuatia

(10.1) p(t) = (For)(t) = F(x(t), y(t), 2(t)) = 0.
Functia ¢ : I — R definita mai sus se numeste functia de contact dintre curba
(7) si suprafata (X).

DEFINITIA 10.11. Spunem ca () si (¥) au un contact de ordin mai mare
sau egal cu m < n in punctul comun My(ty) = Mo (o, Yo, 20) € ()N (), unde
xo = x(to), yo = y(to), z0 = z(to), daca ty este o radacina de ordin cel putin
m + 1 a ecuatiei (10.1).
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ProprozITIA 10.3. Curba () si suprafata (X) au in punctul comun My(to)
= M (o, Y0, 20) un contact de ordin exact m < n daca gi numai daca

B(to) =0, ¢'(to) =0,..., ¢™(tg) =0, @™ (tg) # 0.
EXEMPLUL 10.7. S& se determine ordinul contactului dintre curba
(v):7=7(t)=te" i+e-j+t-k, teR,
si suprafata
X):z—2lny+e*—1=0, z,zeR, y>0,
in punctul comun M(0,1,0).

Coordonata lui My pe curba este ¢y = 0. Ecuatiile parametrice ale lui (vy)

sunt

tet

(t)=¢e" , teR,
)=t

iar functia de contact dintre curba si suprafata este ¢ : R — R,

o(t) = x(t) —2Iny(t) + ) —1=te! =2t + e —1= (t+ 1)l — 2t — 1.
Avem 6(0) = 0, ¢/(t) = (t+2)e! —2, ¢/(0) = 0, (1) = (t+3)e!, §"(0) = 3 £0,
deci (7) si (¥) au in punctul My un contact de ordinul m = 1.

PropPOZITIA 10.4. Fie My(to) € () un punct neinflexionar al curbei sim-
ple (v) : 7 =7(t), t € I CR, de clasa C™, n > 2. Atunci planul osculator al
curbei in acest punct are un contact de ordin m > 2 cu (7).

DEMONSTRATIE. Reamintim ca ecuatia planului osculator al curbei in
punctul My(tg) este

(Py) : (F = T(to), 7 (to), ™ (o)) = 0,
adica
r—ux(to) y—y(to) z— z(to)
(Po):| 2'(to) y'(to) Z(to) | =0,
z"(to)  y'(to)  2"(to)

de unde obtinem

(P) :

y'(to) #'(to)
y”(t(())) z”(t(())) ‘ (= z(to)) —

Tl a(t) v (ko)

Functia de contact dintre curba si planul osculator va fi ¢ : I — R,

(x(t) — x(to)) —

# (to) Mﬁw‘«z_am»=0

) )
¢@»—\ng)zwg)

' (to)  2'(to)
:L‘”(t(z)) Z”(t[;) ’ (y(t) - y(tO))
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Evident, avem ¢(ty) = 0 i, apoi,

ey "(to) #'(to) |, a'(to)  #'(to) |,
¢ (to) = ’ g//(t(())) Z”(t(())) ‘ -/ (to) — w”(to) Z”(t(z)) ‘ Yy (to)
) / 2'(to)  y'(to) 2'(to)
z (tﬂ) Yy (tO) / —| / o _
o| S i |20 o v |
I _ y/(t ) Z,(t ) " x/(t ) Z,(t ) "
¢ (tO) = ' y”(t?)) Z”(t(())) ‘ x (tO) - x”(t?)) Z"(t(())) ’ Yy (tO)

! ' z"(to) y"(to) 2"(to)
v (tO) y (tO) N Z” — .'LJ / Z/ =
) i |- e i ey |

adica planul gi curba au un contact de ordin cel putin 2 in punctul My(to). O

DEFINITIA 10.12. Fie () o curba simpla de clasa C™, n > 3, si punctul
My € (7). Se numeste sfera osculatoare a curbei in My o sfera care are in
acest punct un contact de ordin m > 3 cu (7).

z
S
V) /
() /
/_\ // TN
NGagsy AC )
//GP() { /i - \
- \ \\\
/ C
/ Lo
0
// N Y Y
/ \/
/
/
/
/x

TEOREMA 10.5. In fiecare punct neplanar My(so) al curbei simple de clasa
C"™, n > 3, parametrizata prin lungimea de arc,

(v):7=7(s) =a(s)-i+y(s) - j+z(s)-k, sel,
exista si este unica sfera osculatoare cu centrul C' avand vectorul de pozitie

. k(s0) . -
-7(s0) — m - (r(s0) x 7(s0))

C :77(80) +I€2(180)

st raza data de
1 + I'{Q(So)
K2(s0)  K4(s0)72(s0)’

unde K(so) si T(so) sunt curbura si respectiv torsiunea lui () in punctul
M()(So).

R? =
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DEMONSTRATIE. Cautam ecuatia sferei osculatoare sub forma vectoriala:
(8): (F—TFc)- (F—7T¢) — R* =0,
i avem functia de contact dintre curba () si sfera (.5):
¢: 1 =R, ¢(s)=(F(s) —7c)* — R

Pentru a avea un contact de ordin mai mare sau egal cu 3 intre curba si sfera
in punctul My(sp) trebuie sa fie indeplinite conditiile:

¢(s0) =0, ¢'(s0) =0, ¢"(s0)=0 si ¢"(0)=0.
Folosind formulele lui Frenet in punctul Mo(so) obtinem, prin caleul direct,
¢(s0) = (F(s0) — 7c)* = R* = 0,
¢'(s0) = 2(7(s0) — 7c) - T(s0) = 0,
¢"(s0) = 2[T*(s0) + (7(s0) — T )k(s0) N (s0)] = 0,
¢"(s0) = 2(7(s0) —Tc) - (—K*(s0)T(s0) + £(s0) N (s0)
+£(s0)7(s0)B(s0)) = 0,

unde T'(sg) = 7(s0), N(s) = Wlo)“#(so) si B(sg) = m(?(so) x 7(s0))

sunt versorii reperului lui Frenet in punctul M. Din a doua ecuatie rezulta
(7(s0) —T¢) L T(s0), adica vectorul 7(sg) — 7 se afld in planul determinat de
vectorii N (sg) si B(sp), deci exista a, f € R astfel incat

7(s0) —7c = - N(s0) + - B(s0).
Inlocuind in ultimele dou# ecuatii obtinem imediat

1 . . /%3(80)
K(s0) p= K2(s0)7(0)

o= —

si, mai departe, expresia vectorului de pozitie al centrului sferei osculatoare.
Acum, din prima ecuatie, rezulta

ceea ce Incheie demonstratia. O

OBSERVATIA 10.8. Vectorul de pozitie al centrului sferei osculatoare a
curbei () in punctul My(sg) se poate scrie cu ajutorul versorilor reperului lui
Frenet in M astfel:

fls0)  meg
(o) (s) D)

-N(so) _
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OBSERVATIA 10.9. Daca avem curba () data printr-o parametrizare arbi-
trard () : 7 = 7(t), t € J, atunci versorii N si B din reperul lui Frenet intr-un
punct oarecare al curbei vor fi

N 1 _y _y 1
MO = mr @m0 X O

Avem si

o de, . dk, . odt, . K(t))  K(to)
ilso) = g (00) = Gy t0) - 3 (00) = G} = o)

in punctul My(sg) = My(tp) de pe curba.
Centrul sferei osculatoare in My va avea vectorul de pozitie

K’ (to)

o = 7(to) + iy - N(t0) = sy )@ - Blto)

= 7lt0) + srmiFGse © (7 (o) X (7/(to) x 77 (t0))

/

k' (t _ _
~ Ry @) P (T (t) X 7 (t)),

iar raza sferei este data de
2
9 1 K'*(s0)

= 4 _ .
K2 (to) — KH(to) - 72(to) - |7 (to)?
OBSERVATIA 10.10. Daca punctul My(sg) este un punct planar al curbei,
adica daca avem 7(sg) = 0 in acest punct, atunci, intuitiv, sfera osculatoare
coincide cu planul osculator.

TEOREMA 10.6. Fie o curba () ca in teorema 10.5. Atunci, intr-un punct
neplanar My(so) al lui (7y), intersectia dintre planul osculator al curbei si sfera
sa osculatoare este un cerc al carui centru Cy are vectorul de pozitie

1 .
rc, =T(Sg) + ———=7(S0
o = 7(s0) + g F(s0),
1ar raza sa este Ry = ﬁ Acest cerc se numeste cercul osculator al curbei

wn punctul M.

DEMONSTRATIE. Asga cum stim din capitolul dedicat studiului sferei, vec-

—
torul C'Cy este normal la planul de sectiune, adica, In cazul nostru, la planul

osculator. Dar versorul normal la acest plan este versorul director al binor-

_ . . T
malei la curba B(sgp) = m(ﬂso) X 7(s0)) si, prin urmare, CCy || B(so), iar

ecuatia dreptei (CCp) va fi
(CCy) : 7 =Tc+a-B(sy), a€R.

Astfel vectorul de pozitie al punctului Cy va fi 7o, = 7o & ap - B(sp), unde
aq este distanta de la centrul sferei osculatoare la planul osculator. De aici
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obtinem

1 fi(s0)
K(s0) K2 (s0)7(s0)
Deoarece punctele My si Cp apartin planului osculator atunci si vectorul 7¢, —
7(so) apartine acestui plan, deci este ortogonal pe versorul B(sp). Rezulta

(Fey — 7(s0)) - Blso) = —— 004 o — g,

K2(80)7(s0)

T, = 7(s0) + - N(s0) + ( - + ao> - B(s0).

iar vectorul de pozitie al lui Cy este

1 -
T - 7(80).

"0 S T TG

Raza cercului de sectiune este

Ry = |CMo|| = H 7 (s0)| =

K(50) HT(SO)H
O

OBSERVATIA 10.11. Daca punctul My este un punct inflexionar, atunci, ca
si in plan, intuitiv, cercul osculator se confunda cu tangenta la curba in M.

EXEMPLUL 10.8. Sa se determine sfera osculatoare si cercul osculator ale
curbei parametrizate prin lungimea de arc

(V) :F=7(s)=¢€* i+ (s+1)-j+(s*+5s) -k, scR,

in punctul My(sg =0) € (7).
Avem

Fs)=e i+j+(2s+1)-k, T(s)=¢e"-i+2-k si T(s)=¢€"i
i, prin urmare,
F0)=i+j+k 70)=i+2-k s 7(0)=4i.

Putem calcula curbura si torsiunea curbei in punctul My(0):

o — Ve s o FOLF0)LF©) 2
5(0) = [FO) =5 i 7(0) o -

Intr-un punct oarecare M(s) al curbei () curbura este datd de expresia

K(s) = [IP(s)ll = V4 + €2,

2s

deci derivzlxta functiei curburd este x'(s) = — \/4‘17. Astfel, in My(0) avem
K/(O) = -5

Tinand cont si de

7(0) x 7(0) = =2-1+7j—k,

— =S
O =
N =
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conform teoremei 10.5, vectorul de pozitie al centrului sferei osculatoare a lui
() in punctul My este

o = 70)+ =gy 1(0) — ey - (7(0) x #(0)

— 31 Z, 51 7 _ 1 7
= it sJ sk

%, %, —%), iar raza sferei osculatoare este

R £2(0) 265
R= \/n2(0) OO

adica avem C/(

Vectorul de pozitie al centrului cercului osculator al curbei in My este

_ _ 1. 6 - - 2 -
TCo = 7(0) + 52(0)7‘(0) = 5 1+ g+ 5 -k,
deci avem Cg(g, 1, %), iar raza cercului osculator este R = Wlo)H = é

6. infé§ur5toarea unei familii de suprafete

Fie familia de suprafete simple de clasa C", n > 2,

(X)) : F(z,y,2,A) =0, ANelCR,
reprezentate implicit, unde I este un interval deschis, F' este de clasa cel putin

C? in raport cu parametrul \, iar ‘g—]; nu se anuleaza identic pe nici o suprafata
(Zn)-

DEFINITIA 10.13. Se numeste infasuratoarea familiei de suprafete (3y) o
suprafata regulata (X) care este tangenta la toate componentele familiei, astfel
incat orice punct al lui (X) se afla si pe o suprafata (Xy).

OBSERVATIA 10.12. Nu toate familiile de suprafete admit o infasuratoare.
TEOREMA 10.7. Dacd familia de suprafete
(7)) : F(z,y,2,A) =0, XelCR,

ca mai sus, admite o infasuratoare (), atunci punctele acesteia verificd sis-
temul de ecuatii

F(x,y,z,\) =0
(102) { F/\($,y, 2y )‘) =07

__ OF
unde am notat Fy = 3y .
DEMONSTRATIE. Fie
(D) : 7 = F(u,v) = z(u,v) - i+ y(u,v) - j + 2(u,v) - k, (u,v) € D C R?

infaguratoarea familiei de suprafete (X)). Ecuatia planului tangent la suprafa-
ta (X) intr-un punct oarecare M (u,v) al acesteia este

(P) : (7 — 7(u,v), 7y (u,v), 7y(u,v)) = 0.
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Din definitia infaguratorii rezulta ca, pentru fiecare M(u,v) € (X), exista
A = AMu,v) € I astfel incat M € (Xy), iar planul (P) este tangent la (X)) in
M. Putem defini aplicatia ¢ : D — R, prin
d(u,v) = F(z(u,v),y(u,v), z(u,v), \Mu,v)),
si, din M € (X) N (X,) obtinem ¢(u,v) = 0, de unde, derivand in raport cu u,
urmeaza
V(JZ’, Y, z, )‘) : 77u(ua U) -+ F)\(.T, Y, z, )‘) : )‘u(ua ?)) = 07
si, derivand in raport cu v, avem
Vi(z,y,z,\) - Ty(u,v) + Fx(z,y,2,A) - A\p(u,v) = 0.
Cum vectorul N = VF(z,y, z, \) este normal la planul (P), rezults
VFE(z,y,z,\) L7y (u,v), VF(z,y,2z,\) L 7(u,v),
adica
VF(z,y,z,\)  7y(u,v) =0 si VF(z,y,z,A)-7y(u,v) =0.
Astfel
Fyx(z,y,2,A) - M(u,v) =0 si Fa(z,y,z,A) - Ay(u,v) = 0.

Daca F)(z,y,z,A) # 0 atunci A, (u,v) = Ay(u,v) = 0, deci A = constant pe o
vecinatate a lui (u,v) inclusd in D, ceea ce implica faptul ca (X) si (2)) au in
comun o portiune de suprafatd. Cum aceasta este o contradictie, urmeaza ca
F\(z,y,z,A) = 0. O

DEFINITIA 10.14. Punctele care satisfac sistemul (10.2) se numesc puncte
caracteristice ale familiei (X)) iar multimea acestor puncte se numeste infa-
suratoarea in sens larg a familiei.

OBSERVATIA 10.13. Pentru fiecare A € I ecuatia F)\(x,y,z,\) = 0 deter-
mina o suprafata si, astfel, sistemul (10.2) determina o curba (7)) situata pe
(Xx) si pe (2). Aceste curbe se numesc curbele caracteristice ale familiei de
suprafete (Xy).




220 SUPRAFETE

OBSERVATIA 10.14. Daca de-a lungul unei curbe caracteristice (7)) avem
VF x VFy # 0, atunci (7)) este o curba regulata si in fiecare punct al ei (7))
si (X) au aceleagi plane tangente.

Curbele caracteristice ale unei familii de suprafete formeaza o familie de
curbe 1n spatiu data de ecuatiile

J F(z,y,2,A) =0
(VA)'{F/\(%%Z:)\):O ’ )\GI

DEFINITIA 10.15. Infisuritoarea familiei de curbe caracteristice (7a) ale
familiei de suprafete (2)), daca exista, se numeste muchia cuspidald a familiei

(Zn)-

OBSERVATIA 10.15. Coordonatele punctelor muchiei cuspidale, daca acea-
sta exista, satisfac sistemul de ecuatii

F(ac,y,z,)\) =0
FA(.’L‘,Z/,Z,)\) =0
F,\,\(J:,y,z,)\) =0

Din teorema 9.25 obtinem urmatorul rezultat.

TEOREMA 10.8. Daca intr-un punct caracteristic My al familiei de suprafe-
te (7yn) sunt verificate conditiile

F, F, F
Fxe Fy, Fix; #0 si Fuoa(Mo) #0,

Fye Py P I
0

unde aplicatia F este de clasa C™, n > 3, atunci exista o vecindtate deschisa
Vo C R3 a lui My pe care existd muchia cuspidald a familiei de suprafete.

EXEMPLUL 10.9. In [10] este determinatd infaguratoarea familiei de plane
normale ale unei curbe simple () de clasa C™, n > 3, si muchia cuspidala a
acestei familii.

Se arata ca, daca () este parametrizata prin lungimea de arc () : 7 =
7(s), atunci infaguratoarea familiei de plane normale are ecuatia

1 . )

(X):7=7(s,v) =7(s) + KZ(S)T(S) + o) (7(s) x 7(s)),

unde  este functia curbura a lui (7).
Ecuatia muchiei cuspidale este

(L) :7=7(s)+ /izl(s) -7(s) — HSZS()ST)(S) - (7(s) x 7(s)),

adica (I') este locul geometric al centrelor sferelor osculatoare ale lui (7).

EXEMPLUL 10.10. In continuare vom determina infaguratoarea familiei de
plane osculatoare ale unei curbe simple () de clasa C™, n > 3, fara puncte
planare sau inflexionare, si muchia cuspidala a acestei familii.
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Consideram curba () parametrizata natural (y) : 7 = 7(s), s € I, si avem
ecuatia planului osculator Intr-un punct oarecare al curbei

(Ps) : (7 = 7(s),7(s),7(s)) = 0,
care, folosind versorii T(s), N(s) si B(s) ai reperului lui Frenet, poate fi scrisa
sub formele

(Ps) : Fz,y,2,5) = (7 = 7(s)) - B(s) =0,
unde F =x-i+y-j+ 2k, sau
(10.3) (Ps):7=7(s)+u-T(s) +v-N(s).
Folosind a treia ecuatie a lui Frenet, rezultda ca infasuratoarea familiei
planelor osculatoare este data de

{F(x,y,z,s):F(x,y,z,s)f(T—r( )) ()_0 _

Fs(z,y,2,8) = (F = 7(s)) - B(s) = (T = 7(s5)) - (=7(s)N(s)) =0~

unde 7 este functia torsiune a curbei (7). Din a doua ecuatie, rezulta
(u-T(s) +v-N(s)) - (=7(s)N(s)) = —v7(s) =0,

de unde avem v = 0, deoarece 7(s) # 0 in orice punct al curbei. Acum,
inlocuind in ecuatia (10.3) (care este echivalenta cu prima ecuatie a sistemului),
obtinem ecuatia infaguratorii:

(10.4) (%) : 7 =7(u,s) = 7(s) +u-T(s) = 7#(s) +u-7(s).

Ecuatia muchiei cuspidale va fi data de urméatorul sistem de ecuatii, obtinut
folosind formulele lui Frenet,

F(z,y,2,5) = (r—7(s))- B(s) =0
Fs(z,y,2,5) = (T —7(s))- (=7(s)N(s)) =0
Fo(@,y,2,5) = (F—7(s))- (=7(s)N(s) — 7(s)N(s))
= (T =7() - (=K(s)7(s)T(5) — 7(s)N(s) + 7%(s) B(s))

Asa cum am vazut, din primele doud ecuatii rezulta (10.4) si, inlocuind in a
treia ecuatie, avem

u-T(s) - (=k(s)7(s)T(s) = 7(s)N(s) + 7(s)B(s)) = 0,

de unde —uk(s)r(s) = 0, adicdA v = 0. Acum, inlocuind v = 0 in (10.4),
obtinem ecuatia muchiei cuspidale: 7 = 7(s). Astfel muchia cuspidala este
chiar curba (7).

7. Generari de suprafete
7.1. Suprafete riglate.
DEFINITIA 10.16. O suprafata se numeste suprafata riglatd daca exista o

familie de drepte cu urmatoarele proprietati:

(1) orice dreapta din familie este situata pe suprafata,;

(2) prin orice punct al suprafetei trece cel putin o dreapta din familie.
O familie de drepte cu aceste proprietati se numeste sistem de generatoare
rectilinii pentru suprafata.
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Asa cum am vazut in capitolul Cuadrice, hiperboloidul cu o panza si pa-
raboloidul hiperbolic sunt suprafete riglate. In cele ce urmeazi vom prezenta
alte trei tipuri de astfel de suprafete.

7.1.1. Suprafete cilindrice.

DEFINITIA 10.17. Fie o dreapta (d) si o curba () in spatiu. Locul geome-
tric al punctelor situate pe dreptele paralele cu (d) care intersecteaza (7) se
numeste suprafatd cilindrica. Curba () se numeste curba directoare a acestei
suprafete.

Daca ecuatia vectoriala parametrica a dreptei (d) este (d) : 7 = 7(v) =
To+v-a, unde 7 este vectorul de pozitie al unui punct de pe dreapta si vectorul
constant a este vectorul sau director, iar ecuatia vectoriala parametrica a
curbei directoare este (y) : 7 = 7(u), atunci obtinem imediat ecuatia suprafetei
cilindrice:

(%) :7=7(u,v) =7(u) +v-a.
Avem 7y (u,v) = 7(u) si 7p(u,v) = a, deci planul tangent al unei astfel de
suprafete intr-un punct oarecare P(u,v) al lui (X) va fi dat de ecuatia
(7‘[‘) : (F - f(’LL, ’U)/F,(u)a C_l) =0« (P) : (’F - F(u)7fl(u)7a) = 07

deoarece a L (7'(u) x @), iar normala la suprafata in acest punct este N (u,v) =
7 (u) X a.

OBSERVATIA 10.16. Se observa cd in toate punctele situate pe fiecare
dreapta (d,) determinata de punctele cu vectorii de pozitie 79 si 7(u), cu
u fixat, avem acelasi plan tangent si aceeasgi normala la suprafata.

Daca dreapta (d) este data cu ajutorul ecuatiilor generale
. Al.%'—i-Bly—l—ClZ—FDl:O A By 4 .
(d) ) { Asx + Boy +Coz+ Dy =0’ rang Ay By (9 =2
iar curba directoare este data implicit

J F(z,y,2) =0
R o
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atunci dreptele paralele cu (d) vor avea ecuatiile de forma

(d ) A1x+Bly—|—C’12:)\

Aot A2:E+Bgy+022+D2:/,L ’

unde A si p sunt parametri reali, si conditia ca o astfel de dreapta sa intersec-
teze () este ca sistemul

F(x,y,2) =0

G(v,y,2) =0

A1x+B1y+Clz =

Asx + Boy + Coz + Do =u
sa fie compatibil. Eliminand x, y si z intre aceste ecuatii obtinem conditia
de compatibilitate a sa, de forma ¢(\, u) = 0. Inlocuind A si p in aceasta
conditie, rezulta ecuatia implicita a suprafetei cilindrice:

(2) : ¥(z,y, 2) = p(A1z + Bry + C12, Asx + Bay + C22) = 0.

ExemMpLUL 10.11. Cilindrii patratici, adica cilindrul eliptic:

332 yQ

(C’E):a—2+b—2—1:(),
cilindrul hiperbolic:
2?2

si cilindrul parabolic:

(CPb) : 9y = 2px, x>0,
studiati in capitolul Cuadrice sunt exemple de suprafete cilindrice. Cum aceste
suprafete sunt date in reperul considerat prin ecuatiile lor canonice, atunci
avem curbele lor directoare: elipsa (E) : 2—3 + % — 1 = 0, hiperbola (H) :
2 _ g—z — 1 = 0 si respectiv parabola (P) : y? = 2px, = > 0, situate in planul

(l2
de coordonate (zQy), iar dreapta (d) este, in toate cazurile, axa (Oz).

EXEMPLUL 10.12. Sa se determine ecuatia suprafetei cilindrice determi-

nata de dreapta
Jx=2y=0
(d) : { z+2=0

2 —y2—22-1=0
(7):{ x+yy+z:0

Dreptele paralele cu (d) sunt date de

T—2y=2A
(d)"“){x—i-z:u ) )‘aMERa

si curba directoare

si avem sistemul
22—y —22-1=0
r+y+z2=0
T—2y=2A
T+z=pu



224 SUPRAFETE

Din ultimele trei ecuatii rezulta © = A — 2u, y = —p, 2 = 3 — A si, Inlocuind
in prima ecuatie, obtinem conditia de compatibilitate a sistemului:
S\, ) = (A =2p)% — p* = Bu— A)* =1 =0,
adica
d\, ) =2\ —6X% —1=0.
Ecuatia suprafetei cilindrice va fi
(D) : U(z,y,2) = ¢(x — 2,z + 2) = —52% — 24y* + 20xy + 202 — dyz — 1 = 0.
7.1.2. Suprafete conice.

DEFINITIA 10.18. Fie un punct V gi o curba () in spatiu. Locul geometric
al punctelor situate pe dreptele care trec prin V' si intersecteaza () se numeste
suprafatd conica. Curba () se numeste curba directoare a acestei suprafete.

Daca vectorul de pozitie al punctului V este 7y, iar ecuatia vectoriala
parametrica a curbei directoare este () : ¥ = 7(u), atunci o dreapta care
trece prin V i intersecteaza () in punctul M(u) € () are vectorul director
7(u) — 7o, iar vectorul de pozitie al unui punct de pe aceasta dreapta (sau,
echivalent, ecuatia suprafetei conice) va fi:

X):7F=7(u,v) =79 +v-(F(u) —7y) = (1 —v) - 7o+ v-7(u).
Avem 7y (u,v) = v - 7(u) si 7y(u,v) = 7(u) — 79, deci planul tangent la (X)
intr-un punct oarecare P(u,v) de pe suprafata este
() : (7 — 7(u,v),v -7 (u),7(u) —79) =0 & (P): (F — 70,7 (u), 7(u) — 7o) = 0,

deoarece (7(u) — 7o) L (7'(u) x (7(u) — 7o), iar normala la suprafata in acest
punct este N (u,v) = 7 (u) x (F(u) — 7).

OBSERVATIA 10.17. Ca si in cazul suprafetelor cilindrice, in toate punctele
situate pe fiecare dreapta (d,) determinata de punctele V' si M(u) € (), cu
u fixat, avem acelasi plan tangent si aceeasi normala la suprafata.

™

Yy
AN
" / \ (IR
// f;l)/o / W v
Yy \ \
/ / \ \ N
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Daca avem V' (zg, Yo, 20) atunci V' poate fi privit ca fiind punctul de inter-
sectie al planelor (P1) :x —29 =0, (P2) :y—yo =0si (P3) : 2 — 2z = 0.
Astfel obtinem ecuatia unei drepte oarecare din fasciculul de drepte care trec
prin V:

=m0 =AYy —w)
(au) { z—z20=plYy —yo)
unde A si p sunt parametri reali. Pentru ca o dreapta din fascicul sa intersec-
F(z,y,2) =0

teze curba (7), data prin ecuatiile implicite (v) : { Glr.y,2) =0 trebuie ca
sistemul

F(x,y,2)=0

G(r,y,2) =0

x =20 = My — ¥o)

z— 20 = (Y — Yo)
sa fie compatibil. Determinand z, y si z in functie de A si p din trei dintre
ecuatii si apoi inlocuind in ecuatia ramasa obtinem conditia de compatibilitate
de forma ¢(\, u) = 0, de unde rezulta ecuatia implicita a suprafetei conice:

(2): Uy, 2) = o(—2, =) =o.

Y=Y Y~
ExEmMPLUL 10.13. Conul patratic
2 2 2
.z Yy T
(CP).EJFI?—C—Q—O

este, aga cum rezulta din studiul efectuat in capitolul Cuadrice, o suprafata

conica pentru care punctul V coincide cu originea O a reperului considerat,
2

iar curba directoare este elipsa (F) : i—; + %2 — };—; = 0, situata in planul de

ecuatie z = h # 0.

EXEMPLUL 10.14. Sa se determine ecuatia suprafetei conice determinata
de punctul V(1,0,1) si curba directoare

224+ —22=0
() : Y _
z+2y+22=0

r—1=
Privit ca intersectia a trei plane punctul V este dat de V' : ¢ y = ,
z—1=

iar dreptele care trec prin punct sunt, prin urmare, date de

(dap) : {

O astfel de dreapta intersecteaza curba () daca sistemul

r—1=M\y

1=y A peR.

22 +y?—22=0
r+2y+22=0
r—1=M\y
z—1=py
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este compatibil. Din ultimele trei ecuatii rezulta = = %ﬁfﬁ, Yy = _M%M
siz= %‘Lﬁi, si apoi, Inlocuind in prima ecuatie avem conditia de compati-
bilitate a sistemului
¢(>\M):(—2>\+2,u—|—2)2 ( 3 )2_2)\—2u+4:
’ A+2u+2 A+2u+2 A+2p+2 ’
adica

AN, 1) = 202 + 8% — 10y — 16X — 20p 4 5 = 0.
Ecuatia suprafetei conice este
(Z) : \If(x,y,z) = ¢ IT_lazT_l)
222 + 5y% + 822 — 16zy — 1022 — 20y2
+6x + 36y — 62 = 0.
7.1.3. Conoizi cu plan director.

DEFINITIA 10.19. Fie o dreapta (d), un plan (P) si o curba () in spatiu.
Locul geometric al punctelor situate pe dreptele paralele cu (P) care intersec-
teaza dreapta (d) si curba () se numeste conoid cu plan director. Curba (7)
se numeste curba directoare a acestei suprafete.

(d) m

(P)

In continuare, presupunem ca dreapta (d) este data de ecuatiile

J Air+Biy+Ciz+ D1 =0 Ay By Cp\
(d).{A2$+Bzy+CQZ+D2=0’ PRE Ay By Oy =2

curba (7) de ecuatiile

| F(x,y,2) =0
(7)'{ G(:c,z,z)zo ’

iar planul (P) este dat de
(P): Ax+By+Cz+ D =0.

Un plan din fasciculul de plane cu axa (d), diferit de planul (P), va avea
ecuatia

(P\) : A1z + Biy + C1z + D1 = M Az + Boy + Coz + Dy),
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unde A este un parametru real. Astfel, o dreapta care intersecteaza pe (d) si
este paralela cu planul (P) va avea ecuatiile de forma

Az + By + Ciz+ Dy = )\(AQ.%‘ + Boy + Coz + Dg)

O astfel de dreapta intersecteaza curba () daca si numai daca sistemul

F(z,y,2)=0

G(z,y,2) =0

A1z + Biy + Ciz + Dy = MAox + Boy + Caz + Do)
Az +By+Cz=p

este compatibil. Eliminand x, y si z intre ecuatiile acestui sistem rezulta
conditia de compatibilitate de forma ¢(A, ) = 0. De aici se obtine ecuatia
implicita a conoidului cu plan director:
AL’L' + B1y + Clz + D1
(%) : W(a,y,2) = o
Agx + By + Coz + Do

,Aw+By+Cz) =0.

ExeEMPLUL 10.15. S& se determine ecuatia conoidului cu plan director
determinat de dreapta
S z—-y=0
@:{ 12470

planul (P) : x 4+ y + z = 0 si curba directoare

() : 2242y +2=0
V"V z—2=0
Ecuatia unei drepte care intersecteaza dreapta (d) si este paralela cu planul
(P) va fi
T—y=Az

d :

O S A
O dreapta data prin ecuatiile de mai sus intersecteaza curba directoare ()
daca si numai daca sistemul

, A uER.

2?24+ 2y2+2=0

r—2=0
T—y=Az
rt+yt+z=p
este compatibil. Din ultimele trei ecuatii rezulta © = z = ﬁ, y = (13__)‘/\)“ si,

inlocuind in prima ecuatie, obtinem conditia de compatibilitate:
SN ) =N — 4 — A +3u+3=0

si apoi ecuatia conoidului cu plan director

() :¥(x,y,2) = ¢(x;y,x+y+z

23 4+ 3 4 324 + 323 — 2%y — 3222
—xy? — 2xyz + 5y’z — baz? + 5yz? + 3223 + 3y =0
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7.2. Suprafete de rotatie.

DEFINITIA 10.20. Suprafata generata de o curba () care executa o migcare
de rotatie in jurul unei drepte fixe (d) se numeste suprafata de rotatie. Dreapta
(d) se numeste aza de rotatie a suprafetei.

OBSERVATIA 10.18. O suprafatd de rotatie poate fi gandita si ca locul
geometric al punctelor situate pe cercurile situate in plane perpendiculare pe
dreapta (d), cu centrul pe aceasta dreapta, care intersecteaza curba (7).

In aplicatii vom determina ecuatia unei suprafete de rotatie in modul su-
gerat de observatia de mai sus. Astfel, dacid axa de rotatie trece printr-un
punct C(xo,yo, z0) si are vectorul director v(a, b, ¢), atunci un cerc cu centrul
pe (d), situat intr-un plan (P) perpendicular pe dreapta, va fi cercul de sectiune
al unei sfere cu centrul C si de raza variabila, cu planul (P), iar ecuatiile sale
vor avea forma

(Cr) (z = 20)” + (y — y0)* + (2 — 20)* = N?
M a4 by + ez = p

)

unde A si pu sunt doi parametri reali. Pentru ca aceste cercuri sa intersecteze

curba () : { ng z’ 2) = 0 , sistemul

z) =
F(z,y,2) =
G(,y,2) =

(z — 0)? +(CU Y0)? + (2 — 20)> = N
ax +by+cz=p

trebuie sa fie compatibil. Eliminand x, y si z intre ecuatiile sistemului obtinem
condic tia de compatibilitate de forma ¢(\, u) = 0, de unde urmeaza ecuatia
suprafetei de rotatie:

(2): U(z,y,2) = 6(V/(z — 20)2 + (y — %0)? + (2 — 20)%, az + by + cz) = 0.
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EXEMPLUL 10.16. Sa se determine ecuatia suprafetei de rotatie avand axa
de rotatie (Oz) si avand drept curba generatoare cercul

(1) - { fjo(y_ 224+ (2-22-1=0

Aceasta suprafata se numeste tor circular.

X

Un punct de pe dreapta (Oz) este punctul O(0,0,0), iar vectorul director
al dreptei este v = k = (0,0, 1). Astfel, ecuatiile unui cerc cu centrul pe (Oz),
situat intr-un plan perpendicular pe (Oz), vor fi

2,2 .2 2
Sty 2=
(C)\“U«)'{Z:M ) AvMGR-
Sistemul format din ecuatiile curbei () si ecuatiile unui cerc (Cy ) este

24+ (y—22+(2-2)2-1=0

=0
2?4y + 27 = N
Z2=pu
Din ultimele trei ecuatii avem z = 0, y = /A2 — p2 si z = p. Inlocuind in

prima ecuatie, obtinem conditia de compatibilitate a acestui sistem:

dA ) = (VA2 —p2 =2 + (p -2 -1=0

si, de aici, ecuatia torului

(D) : U(z,y,2) = p(Va2+ 92+ 22,2) = 2+ 2 + 22 —4\/a2 + 2 —424+7 = 0.






Glosar

asimptota, 119 a unei drepte, 44, 63
axa de simetrie a unei conice, 91 a unei sfere, 121

a unui cerc, 76
centru de simetrie al unei conice, 91 a unui plan, 54
cerc osculator, 170, 216 generals
cilindru

a unui plan, 54
a unei drepte, 44, 64
a unei sfere, 123
a unui cerc, 76
intrinsecd a unei curbe plane, 169

eliptic, 141

hiperbolic, 142

parabolic, 143
con patratic, 140

conica, 87 normals
de sen. a unei drepte in plan, 47
cliptic, 87 a unei sfere, 123

hiperbolic, 87
parabolic, 87
degenerata, 87
nedegenerata, 87
conoid cu plan director, 226
coordonate
carteziene, 25, 30
cilindrice, 37
polare, 34, 36
cuadrica riglata, 145
cuadrice, 133
curba
algebrica de ordinul 2, 101
de clasa C", 152, 178
regulata, 153, 178
simpla, 153, 178
curbura, 165, 188

a unui cerc, 77
a unui plan, 58
redusa
a unei conice, 91
a unei drepte, 44
vectoriala
a unui plan, 54, 56
a unei drepte, 44, 62
a unei sfere, 121
a unui cerc, 75
ecuatii
ale unui cerc in spatiu, 125
intrinseci ale unei curbe, 191
parametrice
ale unei drepte, 44, 63
ale unei elipse, 93
ale unei hiperbole, 97
dedublare, 81 ale unei parabole, 99
ale unei sfere, 122
ale unui cerc, 76
element
de arc al unei curbe, 161, 185
de arie al unei suprafete, 210

diametru conjugat, 118
directie
asimptotica, 119
principala, 119
dreapta directoare, 87

elipsa, 87
ecuatia elipsoid, 133
canonica evoluta, 175
a unei conice, 88 evolventa, 176
a unui plan, 56 excentricitate, 87
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fascicul translatie
de drepte, 50 in plan, 26
de plane, 61 in spatiu, 31
focar, 87 pe dreapta, 24
formulele lui Frenet, 168, 190
vector
hiperbola, 87 de pozitie, 10, 23, 25, 30
hiperboloid cu doua panze, 136 director, 23, 25
hiperboloid cu o panza, 135 liber, 6
vectori
linii parametrice, 202 coliniari, 6

coplanari, 6

t i drepte, 44
panta unei drepte, versor, 15

parabola, 87
paraboloid eliptic, 138
paraboloid hiperbolic, 139
plan
osculator, 188
rectificator, 189
normal, 181
tangent la o suprafata, 203
produs
dublu vectorial, 18
mixt, 19
scalar, 11
vectorial, 14
proiectia ortogonala, 13
punct
inflexionar, 188
planar, 194

raza

de curbura, 165, 188

de torsiune, 190
reper

canonic, 88

cartezian, 23, 25, 29

ortonormat, 23, 25, 29

reperul lui Frenet, 168, 189
rotatie

in plan, 26

in spatiu, 32

segment orientat, 5
segmente orientate echipolente, 5
sfera osculatoare, 214
suprafata

algebrica de ordinul 2, 147

cilindrica, 222

conica, 224

de rotatie, 228

regulata, 199

riglata, 221

simpla, 200

torsiune, 190
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